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Ueber die Theorie der Reflexion und Refraction des 
Lichtes. 


Von e 
Dr. H. A. LoRENTZ 


in Arnheim. 


(Auszug aus des Verfassers Inauguraldissertation,) 


’ 


—— 


Erste Mittheilung. 


S1. Bei den ersten Arbeiten über die Undulationstheorie des Lich- 
tes war es der nächstliegende Zweck, überhaupt nachzuweisen, dass das 
Licht aus einer Fortpflanzung von Transversalschwingungen besteht. 
Nachdem aber durch die zahlreichen Untersuchungen über Interferenz, 
Beugung und Polarisation diese Grundidee der Theorie über jeden Zweifel 
erhoben war, ward es Ziel weiterer Forschung, zu ermitteln, welcher 
Stoff diese Schwingungen ausführe und welche Kräfte dabei auftreten. 

Es besteht nun ein merkwürdiger Gegensatz zwischen der Vollkom- 
menheit der Theorie, soweit es sich blos um die genannte Grundidee 
handelt, und den geringen Fortschritten, welche man während längerer 
Zeit in der Untersuchung des Mechanismus der Lichtschwingungen ge- 
macht hat. Namentlich zeigt sich dies in den Bestrebungen der Phy- 
siker, um die Erscheinungen der Reflexion und Brechung des Lichtes 
theoretisch zu erklären. 

Als man zuerst die wahre Natur des Lichtes, als eine Fortpflanzung 
von Transversalschwingungen, erkannte, war man nur mit einem ander- 
weitigen Falle solcher Schwingungen bekannt. Man hatte beobachtet, 
dass die Theilchen fester elastischer Körper dergleichen Bewegungen aus- 
führen können, und es lag also nahe, dem Lichtäther die charakteristi- 
schen Eigenschaften eines solchen Körpers beizulegen. Sobald man aber 
versuchte, aus dieser Ansicht eine theoretische Erklärung der Eigen- 
schaften des in verschiedenen Fällen reflectirten Lichtes abzuleiten, stiess 
man auf Schwierigkeiten, welche völlig zu beseitigen bis jetzt nicht ge- 
lungen ist. 
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Unter den bekannten Annahmen über die Eigenschaften des Aethers. 


und über die Schwingungsrichtung des polarisirten Lichtes entwickelten 
zuerst Fresnel und Neumann Gleichungen, welche in befriedigender 
Weise die Beschaffenheit des an isotropen, durchsichtigen Körpern reflec- 
tirten Lichtes wiedergeben. Neumann (und Mac-ÜOullagh) gelang es 
sogar, seine Theorie auch auf die Krystallreflexion auszudehnen, und 
Cornu hat mittelst gewisser Abänderungen auch die Fresnel’sche 
Theorie den dabei auftretenden Erscheinungen angepasst. Allein diese 
Resultate konnten nur erreicht werden, indem die Bedingungen für die 
Trennungsfläche zweier Medien mit einer gewissen Willkür gewählt wur- 
den. Werden diese Bedingungen folgerichtig aus der Theorie der elas- 
tischen Körper abgeleitet, so ist es, wenn die Schwingungsrichtung des 
einfallenden Lichtes nicht senkrecht zur Einfallsebene steht, nicht einmal 
möglich, ihnen durch Transversalschwingungen allein, wie sie die ge- 
nannten Physiker annahmen, zu genügen. Man muss dann auch die 
Longitudinalschwingungen berücksichtigen, welche in den beiden Medien 
auftreten. 

Ausgehend von der Fresnel’schen Annahme über die Schwingungs- 
richtung des polarisirten Lichtes haben wirklich Cauchy und mehrere 
andere Mathematiker das Problem in dieser Weise behandelt. Mittelst 
einiger Hilfshypothesen ist es ihnen dabei gelungen, Formeln zu erhal- 
ten, welche für isotrope Körper eine genügende Uebereinstimmung mit 
der Erfahrung zeigen. Wendet man aber die nämlichen Betrachtungen 
auch für die Krystalle an, so ergeben sich hier Folgerungen, welchen 
die Beobachtungen widersprechen. ih 

Es ist mir nicht bekannt, dass man jemals versucht hat, im An- 
schluss an die Neumann'’sche Ansicht über die Schwingungsrichtung 
die Longitudinalschwingungen in Rechnung zu ziehen. Indess habe ich 
mich vergebens bemüht, dabei durch irgendwelche Nebenannahmen For- 
meln zu erhalten, welche mit der Erfahrung im Einklange stehen. 


$2. Während also die bisherige Ansicht über die Natur der Licht- 
schwingungen keine völlig befriedigende Erklärung der Reflexionserschei- 
nungen liefert, muss jede andere Hypothese, welche weniger Schwierig- 
keiten bietet, willkommen sein. 

Eine solche neue Hypothese wurde unter dem Namen der elektro- 
magnetischen Lichttheorie* von Maxwell aufgestellt.“ Bei einer 
theoretischen Untersuchung über die Bewegungserscheinungen der Elek- 
trieität kam er zu dem Schlusse, dass in einem nichtleitenden Körper 
transversal schwingende Bewegungen der Elektrieität sich ausbreiten kön- 
nen und dass die Fortpflanzungsgeschwindigkeit dieser Schwingungen im 


— 


* Maxwell, Elektrieity and Magnetism., IL, 8. 383, Phil. Trans. 1865. 
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freien Aether nahe gleich der Lichtgeschwindigkeit sein muss. Dies 
führte ihn zu der Annahme, dass in Wirklichkeit das Licht aus derglei- 
chen elektrischen Schwingungen bestehe. 

Später hat Helmholtz* in etwas allgemeinerer Weise die Gleich- 
ungen entwickelt, welche die Bewegung der Elektrieität in isotropen 
Körpern zu bestimmen gestatten. Es blieben dabei die von Maxwell 
gewonnenen Resultate der Hauptsache nach bestehen. Ausserdem wies 
Helmholtz** darauf hin, dass die Theorie der elektrischen Osecillatio- 
nen auch an der Grenze von zwei gleichartigen isolirenden Medien die- 
selben Gesetze der Reflexion und Refraction ergiebt, wie wir sie beim 
Lichte finden, ‚vorausgesetzt, dass man entweder die magnetische oder 
die dielektrische Polarisationsfähigkeit beider Medien gleich und letztere 
sehr gross setzt‘. 

Dies veranlasste mich, zu untersuchen, ob in allen Fällen die elektro- 
magnetische Lichttheorie zu einer befriedigenden Erklärung der Reflexion 
führen kann. Vorliegende Mittheilung enthält die Resultate dieser Unter- 
suchung für die partielle Reflexion an nicht leitenden Körpern; später werde 
ich die Behandlung der totalen und metallischen Reflexion folgen lassen. 

Zunächst sollen die allgemeinen Bewegungsgleichungen der Elektri- 
eität entwickelt werden. Dabei folge ich grösstentheils der Arbeit von 
Helmholtz; nur sind an seine Formeln einige Modificationen anzu- 
‚bringen, um sie auch für krystallisirte Körper anwenden zu können. Es 
wird diesen Rechnungen immer das elektrostatische Masssystem zu Grunde 
gelegt werden. 


$3. Die von Faraday gemachte Entdeckung, dass die Capaeität 
eines elektrischen Condensators von der Natur des zwischen den Beleg: 
ungen befindlichen Nichtleiters abhängt, hat zu der Hypothese geführt, 
dass unter dem Einflusse einer elektromotorischen Kraft in den Theilchen 
eines Nichtleiters die beiden Elektrieitäten getrennt werden, so dass jedes 
Theilchen an der einen Seite positiv, an der andern negativ elektrisch 
wird. Die mathematische Behandlung dieser unter dem Namen der 
dielektrischen Polarisation bekannten Erscheinung stimmt genau 

? iiberein mit derjenigen der magnetischen Polarisation. 

Wählen wir ein rechtwinkliges Axensystem der , y, 2 und betrach- 
ten wir ein Element dx dydz des nichtleitenden Mediums am Punkte P. 
Wenn eine dielektrische Polarisation besteht, wird in einigen Punkten 
dieses Elements freie positive, in anderen freie negative Elektrieität vor- 
handen sein. Liegt nun in dem Punkte (a, y, 2) die Elektricitätsmenge 


; * Helmholtz, Ueber die Bewegungsgleichungen der Elektrieität in ruhen- 
den Leitern, Crelle’s Journal 72 (1870). 
** Ebendaselbst, S. 68, Anmerkung. 
ie 
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e, so bilden wir die drei Summen Sex, ey, Zez, über alle Punkte des 
Elements berechnet. Sind diese Summen & dx dy dz, nda dydz, &dx dydz, 
so ist es, da&e=( ist, leicht nachzuweigen, dass 5, n, & als die Com- 
ponenten einer Strecke og zu betrachten sind, welche in Grösse und Rich- 
tung nur von der elektrischen Vertheilung, nicht aber von der Wahl des 
Axensystems abhängt. Diese Strecke giebt uns Grösse und Richtung 
der dielektrischen Polarisation im Punkte P und wir wollen 8, n, & die 
Componenten dieser Polarisation nennen. 

Es muss nun für jeden nichtleitenden Körper die in einem Punkte 
P bestehende dielektrische Polarisation e in bestimmmter Weise zusam- 
menhängen mit der elektromotorischen Kraft F, d. h. mit derjenigen 
Kraft, welche auf die Einheit der positiven Elektrieität, in P eoncentrirt, 
wirken würde. Aehnlich aber, wie in der T'heorie des Magnetismus der 
Begriff der magnetischen Kraft für das Innere eines magnetischen Kör- 
pers einer nähern Definition bedarf, ist dies in unserem Falle, um jede 
Zweideutigkeit auszuschliessen, für die elektromotorische Kraft nothwen- 
dig. Wir wollen darüber folgende Bestimmung treffen. Unter elektromoto- 
rischer Kraft verstehen wir die Kraft, welche in dem betrachteten Punkte P 
wirken würde, wenn rings um denselben eine unendlich kleine eylindrische 
Höhle in dem Medium gebildet wäre, deren Axe in die Richtung der 
dielektrischen Polarisation fällt und unendlich gross ist gegen den Ra- 
dius, während P auf halber Höhe liegt. Wie man sieht, stimmt diese 
Definition überein mit derjenigen, welche Thomson die polare Defini- 
tion der magnetischen Kraft nennt.* 

Sind nun 4, F, Z die Componenten von F so nehmen wir an, dass 
in einem isotropen Nichtleiter 

1) t=:X, n=el, te:Z 
sei, wobei e eine von der Natur des Stoffes abhängige Grösse ist, welehe 
wir die Constante der dielektrischen Polarisation nennen 
wollen. 

Für einen anisotropen Körper nehmen wir an, dass es in jedem 
Punkte desselben drei aufeinander senkrechte Richtungen gebe (Haupt- 
richtungen), so dass, wenn die Axen damit zusammenfallen, ee 
werden kann 

2) $=ad, n=8l, $=8Z2 
Dabei sind aber &,, &,, & drei verschiedene Constanten. 

Denken wir uns nun den ganzen Raum von homogenen Medien ein- 
genommen, welche im Allgemeinen anisotrop sein, aber die nämlichen 
Hauptrichtungen (parallel den Axen) haben mögen. Es sind dann in 


* Vergl. Thomson, Papers on Electrostatics and Magnetism, 83 479, 517; — 
Maxwell, Electricity and Magnetism, SS 395 — 400. 


Von Dr. H. A. LoreENnTz. 5 


ANNIE ILL LNINDIANDNINI MINI IIND IM MNNANDENAT DIT ANAANANN ANDI DV AR A I AN NAD BAL I TS ST SD SP PP PEARL IS LI DEN 


jedem Medium die Grössen &,, &, &, constant, und nur an der Tren- 
nungsfläche 5 zweier Medien ändern sie sich sprungweise. 

Es sei weiter durch irgendwelche Ursachen in den Theilen der Me- 
dien eine dielektrische Polarisation hervorgerufen; es soll dann unter- 
sucht werden, wie sich diese im Laufe der Zeit ändern muss. Es sind 
also &, n, $ als Functionen der Lage und der Zeit zu bestimmen. 

Zur Lösung dieser Aufgabe ist es nothwendig, die elektromotorische 
Kraft zu bestimmen, welche in irgend einem Punkte wirkt. Diese Kraft 
setzt sich aus verschiedenen Theilen zusammen, welche wir der Reihe 
nach betrachten wollen. 


$4. Erstens entspringt eine elektromotorische Kraft aus der elektro- 
statischen Wirkung der getrennten Elektrieitäten. In einem vollkomme- 
nen Isolator haben wir in dieser Hinsicht nur die im Innern der Theil- 
chen desselben geschiedenen Elektricitäten zu betrachten. Der Definition 
des vorhergehenden .Paragraphen zufolge kann man bei der Berechnung 
der elektromotorischen Kraft diese Polarisation ersetzen durch eine ge- 
wöhnliche elektrische dung; welche über das Innere jedes Mediums 
mit der Dichtigkeit ZIG ++) und über die Trennungsfläche 8 
zweier Medien mit der Flächendichtigkeit «(£—-E) +! (mn —n)+c(&—) 
verbreitet ist. In letzterem Ausdrucke sind &,n, & die Componenten der 
dielektrischen Polarisation an der ersten, &, n, &° an der zweiten Seite 
dieser Fläche, während mit «a, b, e die Richtungsconstanten der nach der 
zweiten Seite gezogenen Normale bezeichnet sind. Ist nun g, die Poten- 
tialfunction der erwähnten elektrischen Ladung, so gilt für jeden Punkt 
im Innern eines Mediums die bekannte Bedingung 


05 08 = 


9 FE eG Ar: 


und an der Fläche $ hat man 


NIT ER 
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Es sind in dieser letzten Gleichung wieder, wie wir dies auch im Fol- 
genden immer thun werden, die Werthe der Funetionen an der zweiten 
Seite von S mittelst Accente von den Werthen an der ersten Seite unter- 
schieden. ' 

Der Allgemeinheit wegen Wellkh wir annehmen, dass ausser der 
betrachteten dielektrischen Ladung noch eine gewöhnliche Ladung 
vorhanden, welche durch Leitung entstanden ist, Um dann die totale 
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elektrostatische Wirkung zu berechnen, hat man die Dichtigkeiten dieser 
Ladung zu den oben untersuchten Dichtigkeiten zu addiren. Es seinun 
ö die totale Dichtigkeit im Innern eines Mediums, o die totale Flächen- 
dichtigkeit an der Fläche S, und 9 die von der totalen Ladung her- 
rührende Potentialfunetion. Man hat dann für den ersten Theil der 
elektromotorischen Kraft Ä 


& 

8 
» 

8 


0 
5) X FE Y,=- — = -— 


m 
Da) 
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S 5. Wenn die elektromotorische Kraft im Laufe der Zeit sich 
ändert, wird dies auch mit der dielektrischen Polarisation der Fall sein; 
es wird sich dann also die Elektrieität in den Theilchen des Mediums 
in Bewegung befinden. Die Componenten dieser elektrischen Strömung 


— die wir als dielektrischen Strom nezeiehnen wollen — werden 
gegeben durch die Formeln 
| 05 on 0% 
6) u = 21° air: w, = 


ot a 
Besitzt aber das Medium ausser der Fähigkeit der dielektrischen Polari- 
sation auch ein Leitungsvermögen, so besteht im Allgemeinen neben dem 
dielektrischen Strome auch ein gewöhnlicher Leitungsstrom, der sich mit 
ersterem zu einem Gesammtstrome zusammensetzt, dessen Oomponenten 
wir u, v, wm nennen wollen. Es ist nun leicht zu untersuchen, wie sich 
durch den dielektrischen Strom die dielektrische Ladung und ebenso 
durch den Leitungsstrom die daneben bestehende gewöhnliche elektrische 
Ladung ändert. Man erhält durch diese Untersuchung eine Beziehung 
zwischen den Grössen u, v, w und den Dichtigkeiten ö und o. Drückt 
man andererseits d und o mittelst der Differentialquotienten von p aus, 
so findet man für jeden a im Innern eines Mediums 


ou DEI) LO 
o +2 „+32 ee) 


4 
und für jeden Punkt der Grenzfläche 5 
au—u)+blw—v) +c(w—n’) 
ah ee te-e 

= le loe nee) rel) re 

$ 6. Die Componenten u, v, w der elektrischen Strömung werden, 

im Allgemeinen nicht constant sein. Eine von Augenblick zu Augenblick 

variirende Strömung ruft aber bekanntlich in jedem Punkte eine elektro- 

‚motorische Kraft der Induction hervor, und dies ist der zweite Theil 
von F, den wir zu berücksichtigen haben. 

Genaue Messungen der durch galvanische Induction erregten Ströme 


sind nur ausgeführt worden für den Fall, dass sowohl der inducirende 
Stromleiter s, als der inducirte o linear und in sich geschlossen sind. 
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Ist dann in einem Punkte von so F, die Componente der elektromoto- 
rischen Kraft der Induction, nach der Richtung von 6 genommen, so 
wollen wir die Grösse | 


9) V=/Hodo 


die elektromotorische Kraft längs o nennen. Die Versuche haben 
für diese Grösse zu folgendem Resultat geführt. 
Wenn die Stromintensität ? in s sich ändert, die beiden Leiter aber 

nicht in Bewegung sind, so ist 

di "fcos(ds, do 

en Bl EN or 

di r 
Es erstreckt sich hierbei die Integration über die beiden Leiter, während 
r der Abstand der Elemente ds und do, und A eine constante Grösse ist. 


Betrachten wir jetzt die elektromotorische Kraft f der Induction, 
welche längs des Elements ds von der Aenderung der Stromstärke im 
Element ds geweckt wird. Es ist nicht zu gewagt, anzunehmen, dass 


5 d 
auch in diesem Falle gesetzt werden dürfe /= PT; wo ? blos von der 


Länge und gegenseitigen Lage von ds und do abhängt. Weiter leuchtet 
es ein, dass man durch Integration von p über die beiden Strombahnen 
die Grösse P erhalten muss. Dieser Condition wird, wie Helmholtz 
gezeigt hat, genügt, wenn man setzt 


10) p=— 127 [(1+%)cos(ds, do)+(1—k) cos(r, ds) cos(r, do)| ds do, 
wo k eine aus den bisherigen Versuchen nicht bestimmbare Constante ist. 
Da nach 9) f=Fado, Fr -—- ist, lässt sich aus 10) der Werth 


von F, ableiten, der natürlich von der Länge von do unabhängig wird. 
Man erhält demnach für die Componente der elektromotorischen Kraft 
nach der willkürlichen Richtung do oder A in einem Punkte, dessen Ver- 
° bindungslinie mit ds r heisst, 
FR=— 4? = = [(1+%) cos (ds, h) + (1—k) cos (r, ds) cos (r, h)|ids. 

Lässt man A der Reihe nach mit den drei Axenrichtungen zusam- 
menfallen, so findet man die Componenten der elektromotorischen Kraft 
nach diesen Richtungen. | 

Sind nun über den ganzen Raum elektrische Strömungen (u, v, w) 
verbreitet und will man die elektromotorische Kraft der Induction in 
einem Punkte P(x,y,z) suchen, so betrachte man u, v, » als Functionen 
der Coordinaten &', y', z° und berechne mittelst der angeführten Formeln 
zunächst die Wirkung der elektrischen Strömung im Elemente da’ dy’dz 
am Punkte P’(«',y',2‘). Durch nachherige Integration nach «, y', z’ 
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ergiebt sich dann für den zweiten Theil der elektromotorischen 


Kraft in P 
= oV N 
8 a 3 vn RE 


und es ist hierbei, wenn der Auolane PP’ mit r angedeutet wird, 


"SII+% 1—# ; i 
SIE + We-n)+r0-N) 


+m(2— a dax’dy' dz’ 





oder 


ek 6er 0®r or 
1) u-//f1“ + 2 Pazzt? tr a 


während sich V und W in ähnlicher Weise > lassen. 


da’dyd?, 





ST. Für die weitere Untersuehung muss man einige Eigenschaften 
der Functionen U, F, W kennen. Es ist bei der Ableitung derselben zu 
beachten, dass die Stetigkeit der Grössen u, v, » nur an den mehr- 
erwähnten Flächen S eine Unterbrechung erleiden kann. Ausserdem 
bemerke ich noch im Voraus, dass, wie sich später zeigen wird, die elek- 
trischen Bewegungen sich immer mit endlicher Geschwindigkeit ausbreiten, 
so dass man bei der Untersuchung der von bestimmten Stellen des Rau- 
mes ausgehenden Bewegungen jederzeit eine so grosse geschlossene Fläche 
construiren kann, dass ausserhalb derselben u=v—=mw=0 ist. Es geht 
daraus hervor, dass in nachstehender Untersuchung gewisse Integrale 
„über die unendlich entfernte Grenzfläche des Raumes‘, in welchen , 
v, w vorkommen, verschwinden müssen. 

Ausserdem werden wir noch andere Integrale über diese Grenzfläche 
fortlassen, welche g und die Differentialquotienten davon enthalten. Dies 
wird keinen Fehler herbeiführen, wenn nur bei wachsender Entfernung 
diese Grössen hinreichend stark abnehmen. Jedenfalls werden unsere 
Resultate nicht von dieser Vernachlässigung beeinflusst, da in allen Fäl- 
len, auf welche wir die Theorie anwenden werden, nirgends eine An- 
häufung von freier Elektricität auftritt und demzufolge überall g=( ist. 

Bei der Berechnung von U nach der Gleichung 12) wollen wir uns 
zunächst um den Punkt P eine geschlossene Fläche B gelegt denken und 
den Werth U’ des Integrals über den ausserhalb dieser Fläche liegenden 
Raum A betrachten. Wir können dann nachher aus U’ U erhalten, in- 
dem wir die Dimensionen der Fläche sich der Null nähern lassen. 

Setzen wir | 


13) 200 -/ If u he tm 92 \ aa’ dy'dz?, 


wobei die Integration sich wieder über den Raum A erstreckt, so ist 
selbstverständlich 
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14) > = N azuyar 


Es soll nun zunächst die Function #° eingehender untersucht wer- 
den. Man hat in 13) die Integration auszuführen für jeden der Theile, 
in welche der Raum A durch die Flächen S zerlegt wird, und nachher 
zu summiren. Für jeden dieser Theilräume kann man aber das Integral 
durch einen bekannten Process der partiellen Integration umformen, 
und es verschwinden hierbei, dem Obengesagten zufolge, die Integrale 
über die unendliche Grenzfläche des Raumes. Man erhält demnach 


ar frau) + w—v)+cew—nm)t ds 


" Mfrtentartrm an Een +25) da’ay ar. 


Das letzte Integral, das wir mit J bezeichnen wollen, ist hierbei über 
den Raum A zu nehmen, die beiden ersten dagegen über die Flächen 
Sund B. Es sind weiter «, ß, y die Richtungsconstanten der nach aussen 
gezogenen Normale an der Fläche B. 

Der Gleichung 7) zufolge hat man 


1 0 a 07 ‚’ ’ 
Zi 2 IJJrao«e dy dz, 


und wenn man auf das hier vorkommende Integral den Green’schen 
Satz anwendet, ergiebt sich 


Rdn a SS: ne 
Er dz dydz— in uf Eu dB 
S, 

Dr ff =#- (2) je 


wo mit n und v die Normalen an den Flächen $S und B angedeutet sind. 
Bringt man diesen Werth von J in die Gleichung 15) über und berück- 
sichtigt man dabei die Relation 8), so findet man, dass sich die Integrale 


. 


Br. Z & 6 £ 2 . , 
über die Flächen 8 fortheben; es bleibt somit, da fr = = ist, Y=Nh+H, 


= --„//J® . . da’ dy'd?, 
nf r(au+ßv+ ym)dB+ - en ab 


gesetzt wird. Schliesslich ist 


16) en ken dy'dz’ 


und man erhält U, wenn man den Grenzwerth dieser Grösse sucht für 
den Fall, dass die Fläche B unendlich klein wird. 


wenn 
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$S8. Nun lässt sich ersteus leicht zeigen, dass in diesem Falle die 


OH : 
Grösse — sich der Null nähert, so lange wenigstens u, v, w, p und 


0x 


: s \ oK 
-r überall endlich sind. Um zweitens den Grenzwerth von —- zu er- 
v 


0% 
3 age 2 ins re > 
halten, bemerken wir, dass für eine mit der Dichtigkeit mg = über 


den Raum A verbreitete und nach dem Newton’schen Gesetze an- 
N , L OH 
ziehende Masse Ä die Potentialfunction und en die eine Componente 


der Attraction im Punkte P wäre. Der Grenzwerth der letzten Grösse 
ist folglich die ©-Componente der Attraction für den Fall, dass nicht 
blos der Raum A, sondern der ganze Raum mit einer Masse von der 
genannten Dichtigkeit gefüllt wäre. Auch in diesem Falle lässt sich 
bekanntlich die Attraction durch die Differentialquotienten der Potential- 
funetion angeben. Sei letztere hier #, so hat man 


1 : op 1 EEE 
17) v--// rm dy dr, 
wobei jetzt die Integration sich über den ganzen Raum erstreckt, und 
es ist ne 22 
d8 0m 


Den Grenzwerth des letzten Gliedes in der Gleichung 16) kann man 
in der nämlichen Form angeben, wie dieses Glied selbst, wenn man sich 
nur wiederum das Integral über den ganzen Raum genommen denkt. 

Es wird demnach | 


1—-koW% LTE 


und ebenso 


18) I re he YHBRE- 
V’= —— Tor at da’ dy'dz', 
m ae — de’ dy’dz. 


Diese Formeln lassen sich noch umgestalten durch Substitution der aus 


op 0p 0% 
17) gezogenen Werthe von op eAz: 





Es ist Zbace 


oo — 
u 1; 
2 SSI® 3 Be d2% 


und wendet man Aue die partielle Integration nach x an, wobei 
wieder das Be über die unendlich kleine Fläche B verschwindet, so 


kommt 2,» ? 02 
BD Id 
5 ns dtoe'r ara az, 


Man hat demnach 
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1—k 09 
U= JS aa in dr’, 


und es ist also U als die Potentialfunction einer mit der Dichtigkeit 


1—k #9 
aan Per verbreiteten Masse zu Deteachteh. Da nun 9.an allen 
It 





Stellen stetig ist, ist diese Dichte überall endlich und daraus folgt, dass 
die Function U und ihre Differentialquotienten erster Ord- 
nung überall stetig sind, namentlich auch an den Flächen S, wo die 
Continuität von x, v, w unterbrochen sein kann. Gleiches gilt von den 
Functionen V, W mit ihren Differentialquotienten. Weiter muss U der 
Poisson’schen Gleichung genügen; es ist somit 


2u= (1), = — 4nu 
und ebenso 


| 2 
19 Bere 
) ıV=(1 >ara en 


W= (1—k) —— — 

A (1 a Anm, 
Aus den Gleichungen 18) ergiebt sich noch 
eurem, 0W 1—%&k a 
RT HS) ' 
und mitteist partieller Integration und einiger ee findet man für 


op 
ot 











 awrayar ' 


das hier auftretende Integral - Da ausserdem nach 17) 1P =2 


ist, erhält man schliesslich 


= oV 0 
20) a + une 


$9. Es erübrigt noch, einen dritten Theil der elektromotorischen 
Kraft zu untersuchen. Es ist nämlich möglich, dass unter dem Ein- 
flusse der elektrischen Strömungen in den Theilchen des Mediums eine 
magnetische Polarisation geweckt wird, deren Aenderung andererseits 
in jedem Punkte eine elektromotorische Kraft der Induction bedingen wird. 

Nimmt man an, dass in Bezug auf die magnetische Polarisation die 
Hauptrichtungen die nämlichen seien, wie für die dielektrische Polarisa- 
tion, und also wieder den Axen parallel laufen, so werden, wenn Z, M, 
N die Componenten der magnetischen Kraft @ nach den Axenrichtungen 
sind, die Componenten der magnetischen Polarisation bestimmt durch die 
Gleichungen 

21) ıi=9,L, w=9,M, v=dN. 

Es sind hierin #,, ®,, 9, constante Grössen, welche mit &,, &, & über- 
einstimmen, wenn man für @ eine ähnliche nähere Definition voraussetzt, 
wie oben für F ($ 3). 
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nrw 


Die magnetische Kraft @ setzt sich aus zwei T'heilen zusammen. Der 
erste entspringt aus der BSEHSnagNen Vertheilung selbst und hat die 
UComponenten 


22) FR BE 


dr’ dy’ dr 


wenn x die magnetische Potentialfunction ist. Diese Grösse genügt den 


ee 


bekannten UN 
| ö 
23) + +7 : 


und 


1 


A 
m 


aa—N)+bkk—u)+telv—v) 


24) -ı -) + 2-2) + 2-6) | 


deren eine an jedem Punkte gilt, wo A, u, v stetig sind, die andere 
dagegen an den Flächen S, wo dies nicht mehr der Fall zu sein braucht. 


Der zweite Theil von @ rührt von den im Medium stattfindenden 
elektrischen Strömungen her und lässt sich berechnen mittelst des bekannten 
Biot-Savart’schen Gesetzes, nach welchem die durch ein Stromelement 
ids in einem um r entfernten Punkte P ausgeübte magnetische: Kraft 
senkrecht steht zu der durch ds und P gelegten Ebene — und zwar 
nach leicht bestimmbarer Seite dieser Ebene — und gegeben wird durch 


den Ausdruck 
Aids.sin(r,ds) 
73 i 
Es ist hierbei 4 die nämliche Constante, welche auch in früheren Gleich- 
ungen auftritt. 


Will man aus dem angeführten Gesetze die von einer beliebigen 
Stromvertheilung herrührende magnetische Kraft ableiten, so erweist sich 
eine nähere Bestimmung des Coordinatensystems als nothwendig. Wir 
wollen annehmen, .dass eine Rotation (über einen rechten Winkel) von 
der positiven &- nach der positiven y-Axe die nämliche Richtung hat, 
wie die Bewegung der Uhrzeiger, wenn man sie von der Seite der posi- 
tiven z-Axe aus betrachtet. Man findet danu für die Componenten des 


zweiten Theiles von @ 
oV oW 22 2 (22 >7\ 
a (5 - u EMO: 2 BY el 


wo U, V, W wieder die Functionen aus den Gleichungen 18) sind. 


Da die Richtigkeit des Biot-Savart’schen Gesetzes nur für ge- 
schlossene Ströme streng bewiesen worden ist, ist es nicht überflüssig, 
hier zu bemerken, dass in unseren späteren Anwendungen die Bewegung 
der Elektrieität mit der einer incompressibeln Flüssigkeit übereinstimmt, 
und also in ein System geschlossener Ströme zerlegt werden kann. 
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Es bietet keine Schwierigkeit, schliesslich die von einer Aenderung 
des magnetischen Zustandes geweckte Induction zu untersuchen. Denn 
man kann jedes magnetisirte Theilchen, was seine Fernwirkung betriftt, 
durch einen kleinen Kreisstrom ersetzen, dessen Intensität sich mit dem 
Momente des betrachteten Theilchens zu gleicher Zeit ändert. Das Re- 
sultat, zu welchem man in dieser Weise gelangt, lässt sich folgender- 
massen ausdrücken. Man setze 


a ” et 4 
o f. E 
n=/ [2 da’dy'dz, 


wo A, «, v als Functionen von «', y, 2” zu betrachten sind. 
Man hat dann für den dritten Theil der elektromotorischen Kraft 


BEN an = EN) a =N,) 
aan al Aaelaz dm) 


Ze) 
r OIN0E 0 

Auch die Grössen L, M, N können nach 26) als Potentialfunetionen 
betrachtet werden, und zwar von Massen, welche mit den überall end- 
lichen Dichtigkeiten A, u, v ausgebreitet sind. Es geht daraus hervor, 
dass auch L, M, N, sowie ihre Derivirten erster Ordnung an 
allen Stellen stetig sein müssen. 


26) 





27) 


$ 10. Aus den Gleichungen 2), 5), 11) und 27) erhalten wir 
schliesslich 





NO. Az 
& 0% ot ot\dy 02 
a OR en 
2 | Boy g ti den ade: 
{__22_2W | 2 (@M_3L) 
Bez B u triz oz 0y)’ 


und wenn wir ebenso aus 21), 22) und 25) die Relationen 
iz 24 m 2 


u ee 
eng -5]-5 
D; Oyı oz 02 
ableiten, haben wir alle zur Bestimmung der elektrischen Bewegungen 
erforderlichen Gleichungen entwickelt. Es lassen sich indess daraus noch 
einfachere ableiten. Differenzirt man nämlich die zweite und dritte der 


Gleichungen 28) resp. nach z und Y, so kommt nach Subtraction 3 


a2 ao for oe r 3212 nme, om) 
e\, dz\S = aRLözEN 9Y Ahr 0x Bey zE all. 
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Während die Grösse Er 
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” der ersten der Gleichungen 29) ent- 








02 oy 
M oN _ 
nommen werden kann, findet man aus 26) leicht + FE ae 
und AL=-—4nA; es wird demnach 
0 ie. )-; Kelle FEN a9 
oy DE u a: 
und ans 
I) 2 wei 0 (&\ Frames 
öz\e da\a) g, ar ; 
0: Ae 1+4n9, 0 
RE IOyN RR 0 


Beachtet man weiter 20), so findet man noch aus 28) 


et 


In gleicher Weise wie 28) lassen sich auch die Gleichungen 29) 
behandeln, wobei 19) und 20) zu berücksichtigen sind. Ausserdem ist 
in den letzten Gleichungen, wenn wir uns im Weitern auf vollkommen 





)=-40 EEE 


II) 32’ 





ö 0 0 
'isolirende Medien beschränken, «= =, Na zu setzen. Man 
erhält in dieser Weise 
A) ae IE ] 
er ed ae 
Öy\9,/ 82 \8, zn 
ofıA 0 e) [ ?p =) 
ee ee Sn _— 
ul A 0x \8, £ oyot = et]’ 
E2 A ‚| BER | 
An 0y\9,/  L0z01 ua 
und 
0 0 ee) 0 e )= 
1 0x2\8, 25) 9 an: 9 AN 


Da die Gleichungen 28) und 29) zu beiden Seiten der mehrerwähn- 
ten Flächen S gelten und da wir ausserdem die Stetigkeit von U, V, W, 
L, M, N und ihren Differentialquotienten erster Ordnung nachgewiesen 
haben, erhält man noch folgende Bedingungen für die Grenze zweier 


Medien: i ’ ar 
Ese(öjsle) 
A) 142- +6): 


ee 
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+6) +C2) 
») 24a (2) +). 
ee) 


Man kann nachweisen,* dass die Gleichungen I) bis IV), A) und 
B), wenn man ihnen noch die Bedingung hinzufügt, dass in unend- 
licher Entfernung ö, n, &, A, u, v, p und x verschwinden, den Beding- 
ungen 28) und 29) vollkommen aequivalent sind. Wir haben es also 
weiter mit den Gleichungen I) bis IV), A) und B) zu thun, und da diese 
nur die Grössen 8, n, &, A, u, v, @, x enthalten, haben wir ausserdem 
nur noch die Formeln zu beachten, welche @ und x als abhängig von 
5, n, S und A, u, v darstellen. 


A 
9 


$ 11. Wir wollen zunächst die Bewegung der Elektrieität in einem 
unbegrenzten, homogenen, isotropen Nichtleiter untersuchen. Es sei 
für diesen Fall e der gemeinschaftliche Werth von &, &, &, ebenso 
9 der von 9,, 9, 9%. Unsere Gleichungen gehen dann in folgende über: 











E32 set r ano)? 
o ZERTERPR RER 
| N _ = Aeli+4n); 
b) rl iz pt Be; 
ee 
0 ea 
oo 125]; 
30) tt =-4, 


wobei an die Stelle von A, «, v» die Componenten der magnetischen Kraft 
eingeführt sind. 

Die Abhängigkeit der Function p von 8, n, & wird ausgedrückt 
durch die Gleichung 3) I 
' Gl 
e tz PR Baer 


* Helmholtz, a.a ©. 
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Ebenso hat man für y die Formel 23), und wenn man daraus mittelst 
30) die Grösse fx eliminirt, erhält man 
oeM  0N 


e) + a, 


Lassen wir x, welche Grösse nur. in 30) vorkommt, aus der Acht, so 
haben wir es nur mit den Gleichungen a), b), ec), d), e) zu thun. 
Man kann daraus noch andere Formeln ableiten, welche nur ent- 
weder &, n, &, oder Z, M, N enthalten. _Differenzirt man nämlich die 
zweite und dritte der Gleichungen a) resp. nach z und %, so erhält man 
nach Subtraction und wenn man die erste der Gleichungen c) berücksich- 


enthält. Diese 





« . L 0°@ 
tigt, eine Formel, welche ausser 5, n, & nur noch daR 
LT 
Grösse kann aber der Gleichung b) entnommen werden, wenn man dar- 
aus zuvor mittelst d) fg wegschaftt. Man ne in dieser Weise zu 








folgenden Resultaten. Es werde zur Abkürzung a rate und 
| 1+4r9)(1+4 
31) Ane(l+4n8) 2 Rs, re 
gesetzt, so ist 
0? E& ‚or „0% oP 0° oP 
= 2 A = R? 2: S Fr Act= R? in 
ee 5®  : 
Durch eine ähnliche Rechnung ergiebt sich auch 
@L 0 Be 02N 
2 2 2 
33) AL=R 5B AM—R : 4N= R DE 


$ 12. Die Gleichungen 32) und 33) sind sehr geeignet zur Beurthei- 
lung des Charakters der elektrischen Bewegungen, welche in dem Iso- 
lator stattfinden können. Denn die Formeln 32) haben genau die gleiche 
Gestalt wie diejenigen, welche zur Bestimmung der Verschiebungen $, 
n, & in einem festen elastischen Körper dienen, und ‚es muss also die 
untersuchte elektrische Bewegung mit der Bewegung eines solchen Kör- 
pers übereinstimmen. Wie sich nun in elastischen Medien eine Störung 
des Gleichgewichts vom Erregungscentrum aus mit endlicher Geschwin- 
digkeit ausbreitet, so muss dies auch in dem Nichtleiter mit einer Stö- 
rung des elektrischen Gleichgewichts der Fall sein. Wie weiter 
im elastischen Körper eine regelmässige Fortpflanzung transversaler und 
longitudinaler Schwingungen bestehen kann, müssen auch in dielektrischen 
Medien transversale und longitudinale elektrische Schwingungen 
— d.h. periodische Aenderungen der dielektrischen Polarisation — sich 
ausbreiten können. Für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der transver- 
salen elektrischen Oseillationen erhält man dann aus den Gleichungen 32) 

1 1 


34) | WEISSE Teen 
R Ay4ns(1+47n9) 
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In gleicher Weise folgt aus 33), dass in einem magnetisirbaren Isolator 
auch magnetische Oseillationen bestehen können, welche immer 
transversal sein müssen und sich wieder mit der Geschwindigkeit v fort- 
pflanzen. Natürlich muss zwischen den gleichzeitig stattfindenden elek- 
 trischen und magnetischen Oscillationen ein gewisser Zusammenhang be- 
stehen, der durch die Gleichungen a) bis e) bedingt wird. 


$ 13. Ohne bekannten Thatsachen zu widersprechen, darf man 
nicht blos annehmen, auch die Luft (und der luftleere Raum) besitze 
"noch die Fähigkeit der dielektrischen und magnetischen Polarisation , son- 
dern sogar den für die Luft geltenden Constanten &, und ®, jeden belie- 
bigen Werth beilegen. Sind nun aber diese Grössen nicht Null, so 
liefern auch die elektromagnetischeu Messungen nicht mehr den wahren 
Werth der C'onstante 4, den man nur durch Versuche im vollkommen 
leeren Raume erhalten könnte. Helmholtz zeigt nun, dass, wenn 4 
der aus den Messungen folgende Werth dieser Constante ist, der wahre 
Werth gegeben wird durch die Relation 
A BE A ra 

v(+4ns)(1+4n%) 


und dass mithin Brenner u 31! 


Ane(1+4n9) 
ist. Setzt man hierin e=:,, 9=%, so erhält man für die Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit der elektrischen Transversalschwingungen in der 


Luft 


1 1 
36) = 4 


Nun stimmt der aus elektromagnetischen Messungen folgende Werth 





1 ; u 
von 7 sehr nahe mit der Lichtgeschwindigkeit überein. Diese Ooineidenz 


wird zur Nothwendigkeit erhoben, wenn man annimmt, erstens dass das 
Licht in der That aus transversalen elektrischen Schwingungen bestehe, 
und zweitens dass die Constante +, so gross sei, dass der umgekehrte 


Werth - gegen die Einheit vernachlässigt werden darf und also 36) in 
0 


v-4 übergeht. Die erste Annahme bildet den Ausgangspunkt der von 


Maxwell aufgestellten elektromagnetischen Liehttheorie. Stimmt 
man ihr bei, so erweist sich auch die Nebenannahme als nothwendig.* 
Letztere wird im Folgenden öfter angewandt werden; hier bemerke ich 
nur noch, das sie auch für jeden andern Nichtleiter, als die Luft, einen 


* Helmholtz, a. a. O. 
Zeitschrift f. Mathematik u, Physik, XXIT, 1. 2 
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. De * . . 
so grossen Werth von z erheischt, dass — gegen die Einheit zu ver- 
€ 


nachlässigen ist. 

$14. Da die Biete eines polarisirten Lichtbündels mit ebe- 
nen Wellen von besonderer Wichtigkeit ist, gebe, ich hier noch diejenige 
particuläre Lösung der Gleichungen a) bis e) an, welche nach der Max- 
well’schen Theorie ein solches Lichtbündel vorstellt. Wenn wir an- 
nehmen, dass die Fortpflanzungs- und Schwingungsrichtung resp. der 
x- und y-Axe parallel seien, besteht diese Lösung aus folgenden Werthen: 


n=acos (1° +p), N=—AnAv.n, et 
welche, wie man leicht findet, den Gleichungen a) bis e) genügen. Es 
ist hierbei die Amplitude der elektrischen Schwingungen mit a, die 
Schwingungsdauer aber mit T bezeichnet. 

Beachtet man nun die Beschaffenheit unseres Coordinatensystems 
(8 9), so erhält man, da die Fortpflanzung der Schwingungen nach allen 
Seiten in gleicher Weise vor sich gehen kann, aus den angeführten 
Gleichungen folgenden Satz: 

Bei der Fortpflanzung eines polarisirten Lichtbündels in einem iso- 
tropen Isolator tritt nirgends freie Elektrieität auf und ist also überall 
o=0. In "jedem Punkte besteht weiter eine magnetische Kraft @, so 
dass in einem magnetisirbaren Medium die elektrischen Schwingungen 
von magnetischen begleitet sind. Es steht dabei die Richtung von G@ 
senkrecht zu der Ebene, welche die Fortpflanzungsrichtung und die Rich- 
tung der dielektrischen Polarisation e enthält (Schwingungsebene), 
und zwar so, dass eine Drehung (über einen rechten Winkel) von der 
Richtung von e aus nach der von @ den gleichen Sinn hat, wie die 
Bewegung der Uhrzeiger, wenn man sie von der Seite der ankommenden 
Schwingungen aus betrachtet. Endlich ist = 4m Av.o. | 

$ 15. Wir wollen jetzt die elektrischen Bewegungen in einem an- 
sotropen homogenen Isolator betrachten. Dabei werden wir noch eine 
Vereinfachung einführen. Die Beobachtungen haben nämlich gezeigt, dass 
für alle Körper, mit Ausnahme der magnetischen Metalle, der Quotient 
(14+4r9):(1+4r9%,) nur sehr wenig von der Einheit abweicht, und 
wir werden also nur einen sehr geringen Fehler begehen, wenn wir die 
Grössen 1+4n%,, 1+4n3,, 1+4r%, durch den gemeinschaftlichen 
Werth 1+4n%, ersetzen. 

Es werden demnach die Gleichungen I) und ie 
105 10n 


| ER 1 4(1+4#8,) 
k SBOERAT RE 2 
& < Een an 
Fee ar Ne er) 
Von 1RDE 
| ERDE 414400) 5 
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Brake don Amir od 0? @ 
.B a? + Az, 
während die Formeln ec), d), e) des $ 11 auch hier ungeändert bestehen 
bleiben. Wir wollen nun untersuchen, ob und in weleher Weise den 
‚Bewegungsgleichungen «), 8), e), d), e) durch eine Fortpflanzung trans- 


versaler Schwingungen mit ebenen Wellen genügt werden kann. 

Es seien !, m, n die Cosinus der Winkel, welche die Fortpflan- 
zungsrichtung (d. h. die Wellennormale) mit den positiven Halbaxen bil- 
det, und ebenso sei die Richtung der elektrischen Schwingungen durch 
die Grössen p, g, r gegeben. Es ist dann zu setzen 

Gr) : BDaclcosW, N=N0C05W,, L—räcosw, 
wobei zur Abkürzung 


v-(- Kam iarlk +p) 


2 V 

gesetzt ist und v die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen bedeutet. 
Bringt man die Werthe von &, n, $ in «) über, so kann man dar- 

aus Z, M, N ableiten; es ist dabei zu beachten, dass wir eine particu- 


läre Lösung suchen, welche einen Schwingungszustand vorstellt, und 
also constante Glieder bei Seite lassen müssen. In dieser Weise finden wir 


1 n rm 
38) | Leg) we0s 
u. 8. w., wodurch auch den Bedingungen e) genügt wird. 
Die Gleichung d) wird befriedigt durch 
39) o=—2Tv(pl+gm-+rn)asiny, 
und es folgt dann weiter aus 8) und c), wenn wir den oft vorkommen: 
den Factor 47 4?(1+4n%,) mit 2 bezeichnen, 


40) 1+4n: pl-+ Fer mE nn Ahr (pltgmtrn): 
2 €, 3 
2 a re 
41) 2 n(*- + "42 )= Bram (pltamten) 
2 
Een (een 4) =Bv’/[r —n (pl+qm+rn)]. 
eg 1 ,.n rg € 


Ist nun die Fortpflanzungsrichtung durch !, m, n gegeben, so hat 
man zwischen v, ?, qg, ” die Beziehungen 40), 41) und 
42) P+g+r=1. 
Da indess die Gleichungen 41), der Reihe nach mit /, m, r multiplieirt 
und dann addirt, O=0 geben, enthalten 40), 41) und 42) nur vier von 


einander unabhängige Bedingungen zur Bestimmung von v, p, 9, r 
28 
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Die Lösung dieser Gleichungen wird sehr einfach durch die An- 


I 
nahme, dass man die Grössen - 7 „ gegen die Einheit vernachläs- 
RRETNEB 
sigen dürfe. Hierdurch wird 40) 


pl-+ gm trn=Akv(pltgmtrn), 


und es muss also entweder Veen oder 


2 
43) pl-gm+rn=0 

sein. Wir halten uns an die letzte Gleichung, welche zu Transversal- 
schwingungen führt, während die erste für einen Bewegungszustand gilt, 
welche den Longitudinalschwingungen in isotropen Medien entspricht. 

Bringt man den Werth 43) in 41) über, so enthalten diese Gleich- 
ungen noch immer zwei Bedingungen zwischen v, p, 9, r und lassen sich 
also durch zwei aus ihnen abgeleitete Formeln ersetzen. Man eliminire 


EN Ä 
nun zunächst die Grössen —#— + — und Bv?; es kommt dann 
a 
ee 
44) a 
| A 
ed a 


Addirt man weiter die. Formeln 41), der Reihe nach mit p, 9, r multi- 
plicirt, so erhält man 
45) DNS p: + — 
Ehen 

welche Gleichung die Fortpflanzungsgeschwindigkeit giebt, sobald man 
aus 42), 43), 44) p, g, r bestimmt hat. 

Die entwickelten Gleichungen haben eine einfache geometrische Be- 
deutung. Man setze 

46) BEe—=R, Bo, — ae 
und construire ein Ellipsoid A mit der Gleichung 
et v stm ek =1. 

‚Legt man dann durch den Yıltafankı dieser Fläche eine den Wellen 
parallele Ebene und sucht man die Richtungsconstanten p, 9, r der Axen 
der hierdurch entstehenden Ellipse £, so wird man gerade auf die Gleich- 
ungen 42), 43), 44) geführt. Berechnet man ausserdem die Länge des 
in der Richtung (2, 9, r) gezogenen halben Durchmessers des Ellipsoids 
und stellt man den Werth desselben mit der Gleichung 45) zusammen, 
so gewinnt man folgenden Satz: 

In einem anisotropen Medium können sich im Allgemeinen in einer 
gegebenen Richtung nur zwei Wellensysteme mit transversalen elektri- 
schen Schwingungen fortpflanzen. Es muss nämlich die Richtung der 
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elektrischen Schwingungen entweder mit der einen oder mit der andern 
Axenrichtung der Ellipse Z zusammenfallen. Die Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit jedes Wellensystems wird dabei durch den umgekehrten Werth 
der zugehörigen Halbaxe von E gegeben. 

Einen genau analogen Satz hat man für die Schwingungen elasti- 
scher Körper abgeleitet und man hat diesen benützt, um die Doppel- 
brechung des Lichtes zu erklären.“ Dabei musste indess angenommen 
werden, dass in einem polarisirten Lichtbündel die Schwingungsrichtung 
senkrecht zur Polarisationsebene stehe. Wenn wir nun in gleicher Weise 
annehmen, dass in einem solchen Lichtbündel die elektrischen Schwing- 
ungen senkrecht zur Polarisationsebene stehen, werden wir auch aus dem 
abgeleiteten Satze die Doppelbrechung theoretisch ableiten können. In der 
That bleiben alle Schlüsse, welche man aus dem erwähnten Satze ge- 
zogen hat, in der elektromagnetischen Lichttheorie ungeändert bestehen; 
man hat sie nur gleichsam in die Sprache dieser Theorie zu übersetzen. 
So wird z. B. Nichts geändert an der Ableitung der Wellenfläche und an 
der Anwendung derselben, um zu einer gegebenen Wellenebene den 
zugehörigen Lichtstrahl zu finden. ** 


S$S 16. Es erübrigt noch,-die bei einer Fortpflanzung von Schwing- 
ungen auftretende elektromotorische Kraft # und die magnetische Kraft 
G zu untersuchen. Was erstere betrifft, findet man leicht aus den Gleich- 


ungen =, ge 1=,, dass F senkrecht steht zu derjenigen 
Diametralebene des Polarisationsellipsoids, welche mit der Richtung der 
dielektrischen Polarisation ge conjugirt ist. Nun fällt aber letztere Rich- 
tung mit einer Axe der Ellipse Z zusammen, und daraus folgt durch 
eine einfache geometrische Betrachtung, dass die Richtung von Z in die 
Schwingungsebene.fällt, d. h. in die Ebene, welche die Fortpflanzungs- 
und Schwingungsrichtung enthält. Man kann dann aber weiter F in 
zwei Componenten /, und 7, resp. nach diesen beiden Richtungen zer- 
legen. Dabei ist dann 


LE 
Benrortrzept ME Ze (+47) 
= & &, En 
oder nach 45) 
47) Fo= Bv?g. 
Ist weiter ß der Winkel, den die Richtung von / mit der von eo bildet, 
so wird 


48) F,= Fo igß ’ 


* Beer, Einleitung in die höhere Optik, S. 236. 
.*=* Dass die elektromagnetische Lichttheorie die Doppelbrechung erklären kann, 
hat zuerst Maxwell gezeigt. Electr. and Magn., S$ 794 — 797, 
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wobei wir den Winkel ß so rechnen wollen, dass diese Componente po- 
sitiv ist, wenn ihre Richtung übereinstimmt mit derjenigen, nach wel- 
cher sich die Wellen fortpflanzen. 

Die Grösse ß hat noch eine andere Bedeutung. Es ist nämlich leicht 
zu zeigen, dass in der Schwingungsebene senkrecht zur elektromotori- 
schen Kraft die Richtung des Lichtstrahles liegt, so dass ß auch der 
Winkel ist, den dieser Mit der Wellennormale bildet. Für den Beweis 
sehe man z. B. V. v. Lang’s „Einleitung in die theoretische Physik“, 
SS 207 und 209, wo der Zusammenhang des Lichtstrahls mit der Ergän- 
zungslinie entwickelt wird, einer Linie, welche in Richtung mit der 
elektromotorischen Kraft übereinstimmt. 

Was schliesslich die magnetische Kraft @ betrifft, bemerke ich nur, 
dass ihre Componenten noch immer, wie bei isotropen Medien, durch die 
Gleichungen c) gegeben werden und dass folglich das am Ende des $ 14 
Gesagte auch noch für anisotrope Körper gelten muss. 


$ 17. Wir untersuchen jetzt die Erscheinungen der Reflexion und 
Refraction, welche eintreten, wenn die sich ausbreitende Lichtbewegung 
auf die Grenzfläche zweier Medien trifft. Zuvor wollen wir die dazu 
erforderlichen Grenzbedingungen durch unsere Hypothesen über e und # 
noch etwas vereinfachen. 

Aus den Gleichungen A) folgt zunächst für jede beliebige Richtung 
h, wenn /, die Componente der elektromotorischen Kraft in dieser Rich- 
tung ist, 


Op; er 
49) hen Zn) 


Nimmt man hierin für % erstens die Normale rn der Grenzfläche mit den 
sn en a, b, c, so wird a an 





ED " & ( 0 le 

> alten + =a- + er is on 
Man kann diese Gleichung ersetzen a eine a Relation, welche 
man erhält, wenn man aus ihr mittelst 4) — wo 9,=9 ist — (2 

9\ 
und 2) wegschafft; es kommt dann 
ar oE nt 1+ = 9 st ira... „es 
51) & EB, Ej 
sth 
2 E3 


Dieser Gleichung hat man dann noch 4) hinzuzufügen. 
Nun kann man aber — der Hypothese über e ($ 13) gemäss — für 
51) schreiben 
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52) aöt+bmtet=aftbn tet 
und demzufolge für 4) 
re 
58) at 


und wenn wir nun im Folgenden diese Gleichungen anwenden, wird 
jedenfalls die Abweichung unserer Resultate von der Wirklichkeit sehr 


klein (von der Ordnung +) sein. 


j a) | a SEUD öp\ 
Für irgend eine Richtung in der Grenzfläche ist 2._(22) und 


oh oh 
also nach 49) 
54) Kur 
In gleicher Weise geben die Formeln B) und 24), wenn man das $ 15 
über 9 Gesagte berücksichtigt, für jede beliebige Richtung A 
55) G=Gr 
Es sind demnach an der Trennungsfläche zweier Medien mit den näm- 


lichen Hauptrichtungen folgende Grössen stetig: a) g und = [53)], b) 


die Componente der dielektrischen Polarisation senkrecht zur Grenzfläche 
[52)], e) die Componente von F nach jeder Richtung in der Grenzfläche 
[54)] und d) die Componente von @ nach jeder beliebigen Richtung [55)]. 


$18. Es seien nun die beiden Medien durch eine ebene Fläche von 
einander getrennt, welche im Weitern zur yz-Ebene eines Coordinaten- 
systems gewählt werden möge; letzteres genüge dabei wieder der Be- 
dingung des $9. In dem ersten Medium, an der negativen Seite der | 
yz-Ebene, pflanze sich nun ein unbegrenztes Bündel polarisirten Lichtes 
gegen die Grenzfläche hin fort. Wir wollen dann untersuchen, ob den 
Grenzbedingungen genügt werden kann durch refleetirte und gebrochene 
Transversalschwingungen, welche sich resp. im ersten und zweiten Me- 
dium gleichfalls mit ebenen Wellen ausbreiten. Dies gelingt, wie sich 
zeigen wird, wirklich, wenn nur erstens alle Wellennormalen in der 
Einfallsebene liegen, zweitens die Sinus der Winkel, welche sie mit der 
Normale der Grenzfläche bilden, den Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der 
Wellen proportional sind, und drittens die verschiedenen Lichtbündel an 
der Trennungsfläche gleiche Phase haben. Die beiden ersten Beding- 
ungen sind mit den bekannten Reflexions- und Brechungsgesetzen iden- 
tisch. * 


* Da nach den Formeln 34) und 45) v nicht von der Schwingungsdauer ab- 
hängt, ist die elektromagnetische Lichttheorie in ihrer jetzigen Gestalt. nicht im 
Stande, die Dispersion des Lichtes zu erklären. An die angeführten Gleichungen 
muss demnach eine von der Wellenlänge ! abhängige Correction angebracht wer- 
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Wählen wir die Einfallsebene zur &z-Ebene, so lässt sich die Rich- 
tung, nach welcher sich bei einem Lichtbündel die Wellen fortpflanzen, 
durch den Winkel & bestimmen, den sie mit der z-Axe bildet. Wir wol- 
len dabei eine Drehung von der positiven z- nach der positiven z-Axe 
als positiv betrachten, und annehmen, dass für jedes Lichtbündel & po- 
sitiv sei. Natürlich ist dieser Winkel für das einfallende oder für ein 
durchgelassenes Wellensystem spitz, für ein reflectirtes dagegen stumpf. 


Bei jedem Lichtbündel giebt es weiter eine Richtung in der Wellen- 
ebene, so dass die dielektrische Polarisation entweder in diese Richtung 
fällt und dann positiv, oder in die entgegengesetzte und dann negativ 
ist. Wir bestimmen diese Richtung durch den Winkel » (das Azimuth), 
den sie mit der y-Axe bildet, und zwar wird hierbei positiv genannt 
diejenige Drehung von der y-Axe aus, welche, von der Seite der ankom- 
menden Wellen betrachtet, entgegengesetzten Sinn hat, wie die Bewegung 
der Uhrzeiger. 

Ist nun für irgend ein Lichtbündel e die dielektrische Polarisation, 
so sind die Componenten derselben nach den Axenrichtungen 


— sina.gsiNn@, 0C0SW, C0S@.ESINW, 
und nach dem Satze des $ 14 die Componenten der magnetischen Kraft 
An Avsina.ocosw, 4AmAv.osino, —4Anavcosa.gC0sw. 
Weiter ist 


=acosW Be ; (i cos a 2 sinat ) 
== = — oe ey. 
N z 7 v v “rap 


wo mit a die Amplitude bezeichnet ist. Die Grössen p, welche die Phaes 
' bestimmen, sind, wie bereits bemerkt, für alle Lichtbündel gleich, und 


= : A sin a N 
da dies auch mit den Grössen —— der Fall ist, werden an der Tren- 
v 


nungsfläche (für 2=0) auch die Functionen Y einander gleich. Dies 
bietet den Vortheil, dass man die aus den Grenzbedingungen folgenden 
Gleichungen durch cosw dividiren und somit in denselben die Grössen o 
durch die Amplituden « ersetzen kann. Was letztere betrifft, wollen wir 
noch annehmen, dass die Amplitude im einfallenden Lichte =]1 sei; für 


den, und es ist nach Maxwell wahrscheinlich, dass diese nur für =» verschwin- 
det, so dass für diesen Fall die Formeln 34) und 45) genau sind. Für solche Licht- 
strahlen mit unendlicher Wellenlänge ergiebt sich dann weiter zwischen dem 
Brechungsexponenten eines Mediums und seiner Constanten der dielektrischen Po- 
larisation eine Beziehung, welche zuerst durch Maxwell theoretisch abgeleitet 
und durch spätere Versuche verschiedener Physiker bestätigt worden ist, — Streng 
genommen kann nun auch die in dieser Mittheilung entwickelte Theorie der Re- 
flexion nur für Strahlen mit unendlich grosser Wellenlänge gelten. So weit unsere 
Erfahrung reicht, darf man aber die Formeln C), D), E), F) des $ 19 auch für 
andere Lichtstrahlen anwenden. 
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ein reflectirtes Lichtbündel wollen wir sie mit «, für ein gebrochenes mit 
«a andeuten. Ueberhaupt mögen die auf das zweite Medium bezüglichen 
Grössen mittelst Accente von den Grössen im ersten Medium unterschie- 
den werden; ebenso, wo nötbig, die Bestimmungsstücke des einfallenden 
Lichtes von denjenigen des reflectirten Lichtes mittelst des Index 0. 
Schliesslich ist noch zu bemerken, dass wir, da bei Transveırsal- 
schwingungen überall 9=0 ist, nach dem vorhergehenden Paragraphen 
nur die Stetigkeit von &, F, Z, Z, M, N zu berücksichtigen haben. 


$ 19. Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir zunächst den Fall, 
dass beide Medien isotrop sind. Es kann dann nur ein reflectirtes und 
ebenso nur ein gebrochenes Wellensystem auftreten und den Grenz- 
bedingungen kann genügt werden, erstens wenn überall die elektrischen 
"Schwingungen senkrecht zu der Einfallsebene, zweitens wenn sie überall 
dieser Ebene parallel gerichtet sind. 

Im ersten Falle ist für jedes Lichtbündel o=0, und man kann für 
das einfallende, reflectirte und gebrochene Licht setzen 


= „»=4nAvsina., N,=—4nAvcosa.og, 

n=o, L=4AnAvsina.o,, N= Andvcosa.o, 

„=o, L=4n4vsinod.!e, N=—4nAvcosa.g, 
wobei & und « Einfalls- und Brechungswinkel sind und für das reflec- 
tirte Licht der Winkel zwischen Fortpflanzungsrichtung und &-Axe 
= 180° — a gesetzt ist. | 
Da weiter überall &=$=M=0 ist, haben wir nur die Continuität 


von Y/, Z, N auszudrücken. Für F hat man im ersten Medium nn, 


, 


im zweiten , Ersetzt man nun an der Trennungsfläche g,, 0, e durch 
€ 


1, a, @', so erhält man aus der Stetigkeit von F und N folgende Gleich- 
ungen: 
i-Hair‘ 


r 
56) =, (1—a)vcosa=«'v' cos‘. 
- € € 





Die Continuität von Z führt zu einer Relation, welche vermöge der An- 
nahme (1+4x9):(1+4n9)=1 und der daraus folgenden Proportion 
e:2—=v°:v? mit der ersten der Gleichungen 56) identisch ist. Aus diesen 
beiden Gleichungen lassen sich nun « und «’ bestimmen; eine leichte 
Rechnung ergiebt 


EV’ C0oSs« — EV COS« 
U eg a 
evcos@a + evcos« 
oder, wenn man auch das Brechungsgesetz berücksichtigt, 


ee . ’ 
vcos@— vcos« sin («a — «@) 


C) a 


und 


 veosa+veosa  sin(a-+«) 
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sin? & 


D) nA (1-+a). 


sin? a 

Liegt zweitens die Schwingungsrichtung in der Einfallsebene, so ist 
für jedes Lichtbündel @=90° und man kann die drei Wellensysteme 
vorstellen durch die Gleichungen 


HF -Sina.0, oT COS. M,=4nAv.o, 
E = —sina.o, $=-—cose. 3 M =4AnAdv.o, 
"se 7-sına.o, = cosu.p, AM ATAEE 
Hier ist überall y=L=N=0(0 und man hat nur die Stetigkeit von £&, 


Z, M zu berücksichtigen, woraus man, ähnlich wie oben, drei Gleich- 
ungen erhält. Die beiden ersten sind 
(1—a)cos«a acos« 


56) (1+a)sma=asine, ———-, 


€ € 





während die dritte, welche aus der Continuität von M hervorgeht, mit 
der ersten identisch ist. Aus 57) folgt aber durch eine ähnliche Umfor- 


mung wie oben 
5 . . ’ ’ ’ 
sinacosa— sina cosa ig(e—«) 








E) sina cosarfsinn eos 
sin 

F (= 

) =. (1+a). 


Aus den hier entwickelten Resultaten * lässt sich durch weitere Rech- 
nung ableiten, wie für eine beliebige einfallende Lichtbewegung die Re- 
‚ fexion und Bre@hung stattfinden müssen. Die Uebereinstimmung der 
Theorie mit der Erfahrung erhellt aber daraus, dass, wie bekannt, die 
Gleichungen C) und E) durch die Versuche über die Reflexion des pola- 
risirten Lichtes bestätigt worden sind, wenn man nämlich noch annimmt, 
dass in einem Bündel polarisirten Lichtes die elektrischen Schwingungen 
senkrecht zur Polarisationsebene stehen. Aus dieser bereits früher ($ 15) 
eingeführten Annahme folgt dann noch, dass das Azimuth ® eines Licht- 
bündels auch den Winkel vorstellt, den seine Polarisationsebene mit der 
Einfallsebene bildet. 


$ 20. Schliesslich wollen wir noch den Uebergang des Lichtes aus 
einem isotropen in ein anisotropes Medium betrachten. Es giebt hierbei 
im Allgemeinen zwei gebrochene Wellensysteme, welche dem Brechungs- 
gesetze genügen, und sobald die Richtung des einfallenden Lichtes ge- 
geben ist, erhält man die Richtungen der gebrochenen Bündel mittelst 
einer aus der Theorie der Doppelbrechung bekannten Construction; zu 
gleicher Zeit werden dann für jedes dieser Bündel die Grössen v, ® 
und ß ($ 16) bekannt. Während nun gewöhnlich die beiden gebrochenen 


* Wie bereits $2 erwähnt wurde, hat Helmholtz zuerst auf dieselben hin- 
gewiesen, 
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Lichtbündel auftreten, kann in besonderen Fällen nur eins derselben 
entstehen, und es soll zunächst untersucht werden, wie das einfallende 
Licht polarisirt sein muss, damit dies der Fall sei. 

Da an der Grenze &, F, Z, Z, M, N stetig sein müssen, haben wir 
für jedes Lichtbündel die Werthe dieser Grössen anzugeben. Die Werthe 
von &, Z, M, N bieten nach dem $ 18 Gesagten keine Schwierigkeit. Was 
Y und Z betrifft, folgt aus der Gleichung 47) für ein isotropes Medium 
(wo F,=0 ist) Y=Bv?’n, Z=Bv?& Für ein isotropes Medium sind 
die Componenten von F, leicht anzugeben; hier liefert aber auch 7, eine 
Componente nach der z-Axe, deren Werth leicht zu finden ist. In dieser 
Weise erhält man folgende Gleichungen, welche der Reihe nach das ein- 
fallende, das reflectirte und das einzige gebrochene Wellensystem vor- 
stellen, 

Yo=—-sina.0,sina@y, NS DV.e,06080%,.20= BV2.C08%. 0, sin, 
t1,=4nAvsina.0,C080,, M,= An Av.g,85ino,, N,—=-4n Avcosa.g,C0S&g, 
E=—sina.osino, X —.B.Y®, 0:005.0; = — Bv?cosa.eosina, 
L=4AnAvsina.ocoso, M=4n4v.osino, N=4n4dvcosa.gcosw, 
| = -- sino. o'sino, Pchy2 0chka. 7.2 Byioicosa'sinnn..,. 

+ sind’ igß), 

Bet a.gcoso, M=AnAv.osino, N=-4AnAvcosa.gcosw. 
Es muss nun an der Grenze der beiden Medien ,-+&=£ u. s. w. sein. 
Ersetzt man dabei wieder g,, e, e durch 1, a, a’, so erhält man fol- 
gende Gleichungen: 

58) (cosw„tacosw) sint«a = u cos w' sin?«, 
59) (sinn, tasno) sn«a =asinw sin «, 
\60) (cos @, — acC0s w) sin a cosa— «a cos w sina' cos «', 
61) (sina,— a sino) sin?a cosa = «a (sinw cos a’ + tyß sina') sin? «. 
Die drei ersten von diesen Gleichungen sind aus der Stetigkeit von Z, 
M, N, die vierte dagegen aus der von Z abgeleitet. Die Continuität von 
& führt wieder zu 59) und die von F zu 58), so dass man nur den 
angegebenen Gleichungen zu genügen hat. Berechnet man aus densel- 
ben die vier Unbekannten @,, ®, a, a, so giebt die erste Grösse an, 
wie das einfallende Licht polarisirt sein muss, damit nur das eine ge- 
brochene Lichtbündel auftrete. Aus den Werthen von ®, a, « folgt 
dann weiter, wie für diese erste Hauptschwingungsrichtung des 
einfallenden Lichtes die Reflexion und Brechung vor sich gehen. 


Nimmt man zweitens an, es entstehe nur das andere gebrochene 
Lichtbündel, so findet man in gleicher Weise die zweite Hauptschwing- 
ungsrichtung des einfallenden Lichtes und die dazu gehörigen Formeln 
für die Reflexion und Brechung. Um dann schliesslich das Problem für 
eine beliebige Schwingungsrichtung des einfallenden Lichtes zu lösen, 
hat man nur die Öscillationen nach den beiden Hauptschwingungsrich- 


28 Ueber die Theorie der Reflexion ete. 


nr ers ELLI LI I LI LI DIR VID ILINDDY 





BILL LISTE RDIL RI II III RIND UI IT IN TI IT u Nun NL NN 


tungen zu zerlegen und jede der beiden Componenten gesondert zu be- 
handeln. 
Um nun die Gleichungen 58) bis 61) Zu lösen, eliminire man aus 
58) und 60) acosw, aus 59) und 61) asino, und dividire die hierdurch 
entstehenden Gleichungen ineinander; es kommt dann 
La rH € 
G) 4o0,=!1gw cos(e— a) + nn 


Ebenso erhält man, wenn man mit der Wegschaffung von coso, und sin @, 


anfängt, 
e ; sin? « 1gß 
H go=—Igw cos 0 —- u IT 
I er hg sin(«—«) 
oder, wenn man G) beachtet, 


: cos(a+« 2 sin2a sin®« t 
71; yo=-4u a en 
Nachdem hierdurch ®, und ® bekannt sind, können a und «’ aus 58) 
und 60) bestimmt werden. Man findet dann für das reflectirte Licht 
__c0s@, sin(«—«) 


n ET eos "sin (a+0) 





Zerlegt man die Schwingungen im einfallenden und refleetirten Lichte 
in eine Componente, welche in, und eine zweite, welche senkrecht zu 
der Einfallsebene polarisirt ist, und ist die Amplitude der ersten Com- 
ponente für das einfallende Licht $, für das zurückgeworfene R,, so ist 
S=cos@, R=.«acoso, und statt J) kann man setzen 
; ‚sin(@— a) 

If u 

Es sind hiermit alle zur Lösung eines Problems über die Kıystall- 

reflexion erforderlichen Gleichungen entwickelt. 


$ 21. Wie bereits $ 1 bemerkt wurde, ist es zuerst Neumann 
gelungen, aus theoretischen Gründen Formeln abzuleiten, welche die 
Erscheinungen der Reflexion an Krystallen erklären können. Die Rich- 
tigkeit dieser Formeln ist durch die Beobachtungen verschiedener Phy- 
siker, namentlich durch die genauen Messungen von Seebeck bestätigt 
worden. Um die Uebereinstimmung unserer Theorie mit der Erfahrung 
nachzuweisen, haben wir somit nur zu zeigen, dass die oben abgeleite- 
ten Gleichungen mit den von Neumann entwickelten identisch sind. 

Am Ende seiner Abhandlung* behandelt Neumann den Fall, dass 
nur eins der gebrochenen Bündel auftritt. Er giebt dann folgende 
Gleichungen, welche gelten, wenn nur derjenige Lichtstrahl entsteht, den 
er den ordentlich gebrochenen nennt: 


* Abhandlungen der Berliner Akademie, 1835; 8. 144, 145, 
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/ ; ö ; sin?p igg' 
a=—Igx cos(p — Te 
ga gx cos —p)+ N 
Beate, AED 
cos(p—p) sin2(p—p)sin(p-+g)cosx 


sin (lo —g') 

eure). 
Es sind hierin @, @', &', a‘, ö’ die Grössen, welche wir mit a, «', ©, @, 
und ® bezeichnet haben. Weiter ist g’ der Winkel, den der gebrochene 
Strahl mit der Wellennormale bildet, und ist also mit unserem Winkel 
P (S 16) identisch. Hieraus geht hervor, dass die Gleichungen 62) von 
G), H’) und J’) nur durch einige Zeichen verschieden sind, und voll- 
kommen damit übereinstimmen, wenn man x’ durch —x’ ersetzt. Dieser 
Unterschied kann nur von den verschiedenen, über die Wahl des Zei- 
chens gemachten Annahmen herrühren. Aus dem gleichen Grunde erklärt 
es sich, dass auch die Neumann’schen Gleichungen für den Fall, dass 
nur der ausserordentlich gebrochene Lichtstrahl entsteht, nur in einigen 
Zeichen von G), H’) und J-) abweichen. 


Um indess die Uebereinstimmung beider Theorien über jeden Zweifel 
zu erheben, wollen wir nachweisen, warum sie nothwendig zu den näm- 
lichen Resultaten führen müssen. Wie bekannt, leitet Neumann drei 
Relationen ab aus der Stetigkeit der Verschiebungen der Aethertheilchen 
an der Grenze zweier Medien, während er eine vierte Gleichung aus dem 
Prineip der Erhaltung der lebendigen Kraft gewinnt. Denkt man sich 
die Lichtbündel begrenzt, so kann dieses Princip — wie es Fresnel 
und Neumann anwandten — für den Fall, dass nur ein gebrochenes 
Lichtbündel entsteht, folgendermassen ausgedrückt werden: 

63) - b£dH,=bdH + Va H”. 

- Es sind hierin d,, b, 5’ die Amplituden der Aetherschwingungen, d und. 
d’ die Dichtigkeiten des Aethers in den beiden Medien und H,, H, H’ 
die Volumen, welche aus den drei Lichtbündeln ausgeschnitten werden 
durch je zwei Ebenen, welche der Wellenebene parallel und um die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen von einander entfernt sind. 
Hierbei wird das gebrochene Bündel schräg durchschnitten, da die he- 
schreibenden Linien der begrenzenden Cylinderfläche die Richtung des 
Lichtstrables haben. Bildet nun diese Richtung mit der Normale der 
Trennungsfläche einen Winkel y, so führt eine einfache geometrische 
Betrachtung zu der Proportion 

08Yy 

osß 


Da weiter Neumann d=d setzt, geht die Gleichung 63) über in 
i cosy 
ß 





‚ s : i C 
H,:H:H'=sina cosa : sina cosa : sin«’ 
c 





64: (bi? — b?) sina cosa—=b" sina 
cos 
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Man kann nun cosy ausdrücken in den früher von uns eingeführten Grös- 
sen. Dazu ziehe man aus dem Mittelpunkte M einer Kugel die drei 
Strahlen MA, MB, MC der Reihe nach in der Richtung der Normale zur 
Trennungsfläche, der Wellennormale und des gebrochenen Lichtstrahles. 
Aus dem sphärischen Dreieck ABC findet man dann leicht, wenn man 
das $ 18 Gesagte berücksichtigt, - 
cos y = cosa'cosß + sin «’ sinß sino 
und hierdurch wird 64) 
65) (2 — 52) sina cosa = b”? (sina’ cos«’+ sin? a’ sin @ Igß). 

Bei der Theorie von Neumann haben weiter die Aetherschwing- 
ungen die nämliche Richtung, wie in der hier entwickelten Theorie die 
magnetische Kraft @. Es lässt sich nun zeigen, dass wir, wenn wir in 
unseren Gleichungen die Componenten von @ durch die Verschiebungen 
der Aethertheilchen ersetzen, gerade zu den von Neumann angewandten 
Formeln gelangen. Denn die Gleichungen 58), 59), 60), welche die 
Stetigkeit von Z, M, N ausdrücken, müssen dann in diejenigen über- 
gehen, velche Neumann aus der Continuität der Verschiebungen ableitet. 
Was ferner die Gleichung 61) anbetrifft, wollen wir an ihre Stelle eine 
andere setzen, welche man erhält, wenn man 58) mit 60), 59) mit 61) 
multiplieirt und die Resultate addirt; es kommt dann nämlich 

(1—.a?) sin’ a cosa = a? (sin? o' cos «+ sint «sin w ig ß). 
Nun kann bei jedem Lichtbündel die magnetische Kraft vorgestellt wer- 
den durch einen Ausdruck, wie gcos%, und es besteht dann nach $ 14 
zwischen den Amplituden 9g,, 9, 9 die Relation 

9:9:9= sine: üsina:a'sin«', 

und demzufolge wird obige Gleichung 

(99 9°) sina cos a = 9” (sin a’ cos«’+ sin? « sin o' IgP). 
Treten nun an die Stelle von Z, M, N die Verschiebungen der Aether- 
theilchen, so hat man 9,, 9, 9° durch b,, D, 5b’ zu ersetzen und man 
erhält dann gerade die Gleichung 65\. 

Da also die Verschiebungen der Aethertheilchen in der einen Theorie 
und die Componenten der magnetischen Kraft in der andern in ganz 
gleicher Weise bestimmt werden, müssen beide auch nothwendig zu den- 
selben Resultaten führen. Was dann aber die Wahl zwischen den beiden 
Theorien betrifft, glaube ich, dass man entschieden der elektromagneti- 
schen Lichttheorie den Vorrang einräumen muss. Denn bei der aus ihr 
folgenden Lösung des Reflexionsproblems sind alle Bedingungen der Auf- 
gabe berücksichtigt, während Neumann seine Gleichungen nur erhalten 
konnte, indem er einige Bedingungen (nämlich die Continuität des 
Druckes im Aether) aus der Acht liess. 
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Neue Methode der directen Summation periodischer 
Kettenbrüche. ; 


Von £ 


Dr. S. GÜNTHER, 


Gymnasialprofessor in Ansbach. 


Was auf dem durch die Ueberschrift angedeuteten Gebiete bisher 
geschah, bezog sich fast ausschliesslich auf specielle Fälle. Die einzige 
Arbeit, welche sich ein universelleres Ziel setzte, ist die von Oet|- 
tinger!), allein auch in ihr sind die vorzunehmenden Operationen nicht 
sowohl wirklich ausgeführt, als vielmehr blos bezeichnet. Freilich liesse 
sich dies Verfahren entsprechend vervollkommnen, allein dann müsste 
die Summation des eingliedrig-periodischen Kettenbruches als bereits 
bekannt vorausgesetzt werden; dies erscheint aber principiell unstatthaft, 
denn es muss umgekehrt aus der ganz allgemeinen Summenformel jener 
Ausdruck als Corollar folgen. So elegant sich überdies Oettinger’s 
Relation ausnimmt, wenn der Kettenbruch zugleich mit der Periode ab- 
schliesst, so complieirt gestaltet sich die Sache im allgemeinen Falle. Eine 
nochmalige Discussion dieser Frage wird deshalb gewiss am Platze sein. 

Gegeben ist ein Kettenbruch, der aus zwei Theilen be- 
steht. Der erste Theil ist rein periodisch, der zweite ent- 
hält nur eine kleinere Anzahl von Theilbrüchen der Periode. 
Für den Werth dieses Kettenbruches ist ein independenter 
Ausdruck herzustellen. 

Ehe wir weiter gehen, müssen wir den Begriff „independent‘ fixiren. 
In gewissem Sinne ist ja jeder endliche Kettenbruch unmittelbar inde- 
pendent als Quotient zweier Determinanten gegeben; hierauf kann es also 
natürlich nicht ankommen, vielmehr setzen wir fest: 

In der zu eruirenden Schlussformel darf (abgesehen vom 
Summen- und Productzeichen) kein anderes Symbol vorkom- 
men, als Determinanten, deren Grad höchstens der Glieder- 
anzahl der Periode gleich ist. 


32 i Neue Methode etc, 


II ISELILLLE LEI GLS SS SS SS SP LI SSL DL DR DE TC LIT DILL LS LS DL LP LI LS LP DI LES LLLLLL DL LS LI LS LS LS LS DL GL LE LUD LE LI PP ILL PL LLLLLLLIG 


Um diese Aufgabe zu lösen, wäre es nun wohl anscheinend das Na- 
türlichste, den Kettenbruch durch irgend eine der bekannten Transfor- 
mationen in.eine (endliche) Reihe zu verwandeln und diese nachher zu 
summiren. Das würde jedoch auf sehr verwickelte Rechnungen führen 
und wir ziehen deshalb den umgekehrten Weg vor, dessen Verfolgung 
uns ohne alle Kunstgriffe unmittelbar zu dem gewünschten Ziele leiten 
wird. Dieses indirecte Verfahren besteht in Folgendem: 

Wir betrachten statt des absteigenden einenindernäm- 
lichen Weise gebildeten aufsteigenden Kettenbruch. Ist 
dessen Periode n-gliedrig, so möge die Anzahl der überhaupt 
vorhandenen Theilbrüche 

np 4 


sein; hier ist n eine beliebige ganze positive Zahl, g des- 
gleichen Zn. | 
Ein solcher aufsteigender Kettenbruch ist etwa der nachstehende: 


1 Hat Ar 
bt 4a tr 


np) * 


„it Het .+- 


B+ ++ 


eh ar star 


= 
Bekanntlich ist derselbe gleich dem Aggregate 


ah Hat: we 


0, 0&g...On On: re 
ß, Pr P, 
it ‚a a PosP... on? Ve 
ß 
ln em 2 





’ 
u .. ag r! org +1 .eoe On? 


und dies lässt sich leicht summiren. Wir bekommen durch entsprechende 
Zusammenfassung 


1 | 1 2 1 p 
ET 
a 0, %9... On 0, %g9... On 0,&g... On 


1 1 { 1 p 
| 
&0g:..0g 4 Ca... On Rdn &0%g... On 
1 1 1 2 1 2 
a 
0,09... gi 0,0%, ... On 0,05. -« Kn ‚ R,0y... On 
u er 

— I14--. —_— ES u ; 

%0g.:. Op Di 0, —+ & gr. . On 7 Gg... On I 
* Der eingeklammerte Index deutet au, dass man hier den (np)! Partial- 


bruch des aufsteigenden Kettenbruches vor sich hat und dass dann | nur noch q 
Partialbrüche nachfolgen. 


m 


+++ + 
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bringt man die hier auftretenden geometrischen Progressionen auf ihren 
geschlossenen Ausdruck, so ergiebt sich 


en ı,. A) st &n)Pr1 
&,0g...Qg 








ty Ede (& ...0n)P (1—o,. .. &n) 
( Bo+ı "le Pn We 1—( Re r 
aRfer %dy...&n/ (&... on) I (l—a,... ar) 
ee 
re Be le Lu... 0) 
S er 1— (a, ... &n)P 


a Bis, CK re 0 ). 

Wenn wir wollen, können wir auch an Stelle der Summenzeichen 
Determinanten einführen, wodurch M eine allerdings elegante, zugleich 
aber auch weit weniger übersichtliche Gestalt erhält. Es ist nämlich dann 
mit Berücksichtigung einer bekannten Formel?) 








1) en. 00 
1— Ak, Ay, 
[ E A-10, 0 (Ban 1 0 0) 
Meer Be | 'ß, &, -] .o [ kn p 'Purr gr? -1 .. 0 | 
(-fT-) 'g » Ve mPh k; {1 Zu Bots 0 &g+3..0 | 
BR 6 Me en REES EN 
| IP, 00 ..ag| 6, a de 


In der Praxis wird man selbstverständlich bei I) bleiben. 

Die bisherige Arbeit war lediglich Vorbereitung; um zu unserem 
eigentlichen Thema zu gelangen, verwandeln wir den aufsteigenden Ket- 
tenbruch in einen absteigenden. Wenn wir noch aus naheliegender Ur- 
sache die beiden ersten Theilzähler, sowie auch den ersten Theilnenner 
dieses letzteren mit ß„ multiplieiren, erhalten wir 


na a Bsßr a B ß 
Sal PB + Br — &n Bi Pn—ı 


aß: 2 —...- &, Pn ßs 
3ßa + P3 aßnthı—; 1; B 


BERN. 
unter N einen nach dem zu Tage tretenden Bildungsgesetz -fortschrei- 
tenden Kettenbruch von 





npt+gy—n—2 
Gliedern verstanden. 


Untersuchen wir jetzt den Bau dieses Kettenbruches näher. Ab- 
gesehen vom ersten T'heilbruche ist derselbe offenbar wieder periodisch, 
und zwar ist die Periode ebenfalls n-gliedrig. Hieraus fliesst der Satz: 

Jeder rein-periodische aufsteigende Kettenbruch ist 
einem unperiodischen absteigenden Kettenbruche gleich, 

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik, XXII, 1. 3 
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und zwar ist die Gliederanzahl der Periode in beiden Fäl- 
len die gleiche. 
Der resultirende absteigende Kettenbruch hat sonach folgende Zu- 


Pıßn 


2 Pr’ 


‚ und diesen wiederum (7 — 1) Theilbrüche 





sammensetzung: Der erste Theilbruch ist hierauf folgen np Theil- 


Hßi-ıßiri 
&+1ßi+ Pizi 
der nämlichen Form. Dieser letzte nicht periodische Theil unsers Ketten- 
bruches weist als ersten und schliessenden Partialbruch die nachstehen- 


brüche der Form 


den auf: 
aß Pa End &ßg—ı Pa+1 


+ PB; Hat harı 
Hierdurch ist der vorgelegte Kettenbruch in all seinen Thheilen bestimmt; 
der Werth 4, welchen die eigentliche Periode sammt dem (g—1)-glied- 
rigen Anhang besitzt, kann leicht gefunden werden. Denn es ist dem 
Obigen zufolge | 


M:= Pillen, Pn Fr 
- &ı Pn — K 
woraus sich, M als bekannt vorausgesetzt, 
1 
11) K=aßa— zz Pıßn 


berechnet. : 

Freilich gilt dies zunächst nur für einen Kettenbruch von ganz spe- 
cieller Zusammensetzung. Um aber von ihm zum :allgemeineren überzu- 
gehen, brauchen wir die beiden lediglich derart miteinander in Beziehung 
zu setzen, wie dies bei der Methode der unbestimmten Üoeffieienten mit 
den Constanten zweier Potenzreihen geschieht. 

Die hier angedeutete Zurückführung ist unmittelbar ge- 
leistet, sobald es gelungen ist, die 2n Unbekannten | 


My, %... On: Pr Dana, 


vermittelst des Gleichungssystems 


0 Pu Ps — b, ’ 
0, P, Ps 2 by ’ 
3 h A bb 


2a 3 Pfn = bn—2, 
51 DD =; 
En Do ß, = Dn5 
A th=a, 
+ =4,, 
4% P; tb P, rer 
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ea Due + Br—ı Ay?) 
On Dt 4 Pn — Ayo; 
@ Br + ß, —.4n 


als Functionen der willkürlich gegebenen Grössen 


er U Oo ne Um 


1,7 
darzustellen. 


Lösen wir nunmehr das System auf, . Durch Benützung der ersten 
n Gleichungen ergiebt sich sofort 
 PBr-ıBkrı 
wobei für (+1) natürlich 1 zu setzen ist. Führt man sodann diese 
Werthe von «@ in die übrigen Gleichungen ein, so kann man die ß leicht 
recurrirend berechnen. Indem man nämlich die Substitutionen, z. B. für 
ß:, allenthalben vornimmt, findet man successive 


lee 22), 


&k 


Bi ER bi_3 
m m ee — en —, 
Pi d—2 7 Dr 1 Pi G—3 = Bi : Pr  dj—4 B;_ 3 


und hieraus durch Zusammenfügung 


rı3 


b-ı 
= an 
ar b, 
EEE A aerr b 


u 





Dirt b 

Ev. i 
ud — ——. 
ae 


Un— 17 ri. 


Drückt man endlich diesen Kettenbruch independent aus, so erhält man 


| G—3 1 .. 0 0 0 rl 0 
DE 4 3,00 U 


0 0 er zn 
0 0 N | 070 
0 0 a 10 
0 0 ee) ng 
0 0 RT EL" RL) DO ON 
Beh, ER FBR LEE En EN a LEN et 1 En Ba Sb 
De b-ı Be] A) REISSU 
b;_ ut ae 0 0 0 0 0 
0 0 DRITT UV a; 1 


0 0 wer 0 0 0 UT d—1! 
und weiterhin 
ZW 
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a3 I eu 0 AST Ri, 0 





bi_4 d—4 ::: 0. 0 bi_2 G—2 ..: 0 0 
0 0 a 0 0 or Art 1 

v) Ex b; 0 0 .. bi-1 d—2| | 0 0 Er biz+i 0; 1. 
b;_2.b; di—4 1 sl 0 | d—2 1 u 0 
Ve 0 b;_2 _3 AR 0 


0 0 ER 1 0 0 ... 4 1 
‚0 0 DENE I 0 0 BR 4_1 


Hiermit sind die Grössen « und ß definitiv in «a und 5b ausgedrückt; 
setzt man also die gefundenen Werthe oben ein, so ist ganz allgemein 
der Kettenbruch 


An ..— On 
U 





b 
u u 
dg—1 
summirt. Die Formeln I) [oder Il)], III), IV) und V) stellen in ihrer 
Gesammtheit die völlig abgeschlossene Lösung des Problems dar, welches 
wir uns eingangs gestellt hatten, und zwar erscheint im Resulate, ent- 
sprechend der oben formulirten Bedingung, keine Determinante von höhe- 
rem als n!*" Grade. Will man statt des „negativen‘‘ Kettenbruches den 
„positiven‘‘ zum Vorwurf nehmen, so hat man nur sämmtliche 5 — mit 
Ausnahme von db, — negativ zu setzen. 


In manchen Fällen wird selbsverständlich das obige System von 2n 
Gleichungen eine einfachere Lösung gestatten. Ist z. B. n=2, so hat 
man das System 


bb, sß +%,=M, 
PP =bs B+h=% 
aufzulösen und findet 
en u u, = Ds 
Fe 
+tPABh=uß, bh +tAR=Wß,. 
Aus den beiden letzten Gleichungen folgt durch Auflösung einer 
quadratischen Gleichung 


B,— 4,0,+ V(b, bs + a, a,)? +4a,a,b,+(b,—b,) 


0 


2a, ? 
_ mr +Y—b +00, + Aayazh, — (b, —b,) 
en MO RE Pe 
x 


und dann 
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i 


urmnnrusneewwunnnnvierer 


4a,?b, 
a as BE ten ErientaBnenBgrzieBre et , 
[a +Y(b, —b,+ 4,9)” + 4a, ayb3 — (b,—b)]? 
4a,°b, 


dg = Be a pr ee a 00, Rn. 

[a +Yy(b—b; +00) + Au,a,b,+ (db, —b,)]? 

Unser 49 kann in diesem Falle nur einen der beiden Werthe 1 oder 2 
annehmen; setzen wir es =1, so wird nach I) 


Pi (Pr! Br 1— (a,a,)P 


a," (PP 1—a0) 0m, (a)PT'(1— 0,0)" 


HM 


setzen wir es dagegen =2, so erhalten wir 
Be 1 Ra, ee ee Fb 
(0%)? (l—0,0) m, (a (im) 

Bereits jetzt erkennen wir die unseres Wissens zuerst von Kahl’) 
wahrgenommene Thatsache, dass beim zweigliedrig- periodischen Ketten- 
bruch in der Bildungsweise des (2p)'” und (2» +1)! Näherungswerthes 
ein Unterschied nicht stattfindet. Führen wir die angedeuteten Substi- 
tutionen durch, so resultirt jene independente Formel, welche wir schon 
früher®) mit Hilfe einer Determinantentransformation abgeleitet haben. 


1) Oettinger, Ueber die Näherungswerthe von Kettenbrüchen und ihre 
Anwendung auf Darstellung der Quadratwurzeln, Archiv d. Math. u. Phys. 43. Thl. 
2) Günther, Lehrbuch der Determinantentheorie, Erlangen 1875, S. 184, 
3) Id., Beiträge zur Theorie der Kettenbrüche, Archiv d. Math, u. Phys. 55. Thl. 
4) Kahl, Ueber einen Kettenbruch von zweigliedriger Periode, ibid. 19, Thl. 
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Veber lineare Constructionen von ebenen Curven 
dritter Ordnung. 


Von 
Dr. Axzun HARNACcK 


in Darmstadt. 


Die bekannte Krzeugungsweise einer ebenen Curve dritter Ordnung 
durch. zwei involutorische Strahlsysteme, welche in halb perspectivischer 
Lage projectivisch auf einander bezogen sind, kann zu einer wirklichen 
Construction der Curve aus drei Paaren correspondirender Punkte in sehr 
einfacher Weise benutzt werden, wie dies von Schröter (Mathematische 
Annalen Bd. V, 8.50 und Bd. VI, 8. 85) des Näheren ausgeführt ist- 
Diese Construction zeichnet sich vor allen ührigen dadurch aus, dass zur 
Bestimmung beliebig vieler Punkte der Curve keine anderen Linien ge- 
zogen werden als solche, durch deren Durchschnitte jedesmal neue Cur- 
venpunkte’ geliefert werden. 

In einem früheren Aufsatze (Math. Ann. Bd. IX, 8.7) habe ich 
gezeigt, nach welchem Kriterium hierbei entschieden werden kann, ob 
eine durch drei Paare correspondirender Punkte gegebene Curve ein 
Oval besitzt oder nicht, und welchem der beiden Züge jeder dieser 
Punkte, sowie jeder andere neu construirte angehört. 

Im Folgenden soll die Aufgabe behandelt werden, diese Erzeu- 
gungsweise auch zur Construction des syzygetischen Bü- 
schels von Curven dritter Odnung zu verwerthen. Bei dieser 
Betrachtungsweise werden sich zugleich die bekannten, zuerst von Ure- 
mona aufgestellten Sätze über anharmonische Relationen im Curven- 
büschel aus einfachen Lagenbeziehungen ergeben, welche sich auf die 
Repräsentation conjugirt imaginärer Punkte und Linien durch die Dop- 
pelelemente von eyklisch-projectivischen Punktreihen gründen. (F. Klein, 
Göttinger Nachrichten 1872, S. 373.) 

Nimmt man auf einer Geraden drei reelle Punkte (1, 2, 3) an und 
bestimmt ferner in irgend einem beliebigen Punkte M der Ebene drei 


Ueber lineare Construetionen ete. Von Dr, Ax. HArRNACcK. 39 


WANLISSI 





PLLLAPILINANANMANANNANSNNRZ 





AnANrINNTILNLD 





Ar IILLLN un 








Gerade (»,, Ps, Ps) derart, dass ihre Durchschnitte mit der Geraden 123 
harmonisch gelegen sind zu je einem der drei gegebenen Punkte in 
Bezug auf die beiden anderen, so giebt es eine zweifach unendliche 
Schaar von Curven dritter Ordnung, für welche diese drei reellen Punkte 
Wendepunkte und diese drei reellen Linien harmonische Polaren sind. 
Die sechs beweglichen imaginären Wendepunkte liegen auf zwei festen 
imaginären Geraden, welche durch den Punkt MY gehen, und zu einem 
solchen Systeme von sechs imaginären Wendepunkten, welches vollstän- 
dig durch die Annahme eines Wendepunktes bestimmt ist, gehört ein 
syzygetischer Curvenbüschel. Nimmt man dagegen einen beliebigen Punkt 
x in der Ebene an und betrachtet alle Curven, welche durch denselben 
gehen, so erhält man-einen Büschel, dessen vollständiges Schnittpunkt- 
system dadurch gefunden wird, dass man die drei gegebenen Wende: 
punkte mit dem Punkte x verbindet und auf diesen Linien die vierten 
harmonischen Punkte‘ in Bezug auf jeden der Wendepunkte und die 
Durechschnitte mit der entsprechenden Polaren bestimmt. Durch zwei- 
malige Anwendung dieses Verfahrens ergeben sich sechs weitere Punkte, 
welche auf einem Kegelschnitte gelegen sind. 


Il. Es werde nun zunächst der Büschel betrachtet, wel- 
cher dadurch entsteht, dass der Punkt & auf die harmo- 
nische Polare », verlegt wird. Heisst dieser Punkt jetzt O0,, so 
liefern die Verbindungslinien 20, und 30, auf den Polaren p, und p, 
die Punkte 0, und 9,, und die Linien 10,, 20,, 30, sind drei Tan- 
genten aller Curven des Büschels, während die Punktepaare 1 und O,, 
2 und O,, 3 und Ö, drei Paare von correspondirenden Punkten für 
sämmtliche Curven des Büschels darstellen. Durch einen weitern Punkt 
x wird eine einzelne Curve innerhalb des Büschels individualisirt und 
in zwei correspondirenden Punkten muss die erzeugende Involution jetzt 
dargestellt werden können. 


Zieht man den Strahl 1& und bestimmt auf demselben zu x den 
vierten harmonischen Punkt y in Bezug auf den Punkt 1 und den Durch- 
sehnitt des Strahles mit p,, so wird auf der Linie O,y der mit X cor- 
respondirende Punkt x’ gelegen sein, Derselbe wird also gefunden, wenn 
auch der Strahl 2. gezeichnet und zu X der vierte harmonische Punkt z 
in Bezug auf den Punkt 2 und den Durchschnitt des Strahles- mit p, 
construirt wird. Die Linien O,y und O,z schneiden sich im Punkte x’. 
Demnach sind, vier Paare correspondirender Punkte gewonnen, aus denen 
drei von einander unabhängige zur oben angedeuteten Construction ver- 
wandt werden können, 


Die drei reellen Wendetangenten der Curve correspondiren bezüglich 
mit den Strahlen 10,, 20,, 30, und können demzufolge gefunden wer- 
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den. Um insbesondere die beiden Paare von correspondirenden Punk- 
ten, welche mit einem der Wendepunkte in einer Geraden, d. h. also 
auf den Doppelelementen der involutorischen Strahlbüschel gelegen sind, 
zu erhalten, kann man den Satz zu Hilfe nehmen, dass die kreuz- 
weise Verbindung zweier solcher Punkte, die mit Il aufeiner 
Geraden liegen, mit dem Punktepaare 2,0, oder 3, 0, zu zwei 
correspondirenden Öurvenpunkten führt, welche sich mit 
3, bezüglich mit 2 auf einer Geraden befinden. Sind demnach 
in einem Wendepunkte die Doppelelementstrahlen und die zugehörigen 
Curvenpunkte gefunden, so folgen dieselben für die anderen Wende- 
punkte durch lineare Construction. 

Einer besondern Erwähnung bedarf noch der Fall, in welchem der 
gegebene Punkt & in den Durchschnitt M der drei harmonischen Polaren 
hineinrückt. Alsdann entsteht eine Curve mit isolirtem Doppelpunkte, ' 
die einzige nicht zerfallene Curve vom Geschlechte p=0, welche im 
Büschel enthalten ist. Der Strahl 1 bildet jetzt, ebenso wie 0,M in 
0,, ein Doppelelement des involutorischen Systems in 1, und mithin 
lässt sich auch hier das zweite Doppelelement construiren. Die projec- 
tivische Zuordnung innerhalb der Büschel ist durch das Strahlenpaar 
1(23, 0,0,) und 0,(20,, 30,) nach wie. vor festgelegt. 

Ausser dieser einen Curve mit Doppelpunkt gehören zum betrachte- 
ten Büschel noch drei zerfallene Curven dritter Ordnung. Die eine der- 
selben besteht aus den drei Linien 10,, 20,, 30,, die zweite aus den 
Seiten des Dreiecks 0,0,0,, während die dritte, wie bereits erwähnt 
wurde, aus der Wendelinie 123 und dem Kegelschnitte zusammengesetzt 
ist, welcher die drei gegebenen Tangenten in den Punkten 9,, O,, ©, 
berührt. Durch diese Curven sind acht weitere Doppelpunkte des Bü- 
schels gegeben, von denen indess die drei Punkte Q,, 0,, 0, je zwei- 
fach zählen. Die beiden auf der Geraden 123 befindlichen Doppelpunkte 
liegen äquianharmonisch zu den drei Wendepunkten. 





nn 


II. Wir heben nun aus der zweifach unendlichen Schaar von Curven, 
von welchen wir ausgingen, einen syzygetischen Curvenbüschel 
dadurch heraus, dass wir das reelle Fundamentaldreieck construiren, wel- 
ches solch einem Büschel zu Grunde liegt. Zu dem Zwecke nehme man auf 
der Polaren p, einen beliebigen Punkt a an, verbinde denselben mit den 
Punkten 2 und 3, und verlängere diese Linien, bis sie die Polaren p», 
und p, bezüglich in den Punkten e und b schneiden. Nach einem be- 
kannten Dreieckssatze geht die Linie be auch durch den ‚Punkt 1, und 
abe ist das gesuchte reelle Fundamentaldreieck. 

Die Durchschnitte von be und p,, ca und p,, ab und p, seien be- 
züglich durch /, /1, III bezeichnet, so dass die Punkte 1 //I/I, 21111, 
3III auf einer Geraden liegen. Auf den Dreiecksseiten ab, bc, ca 
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befinden sich je zwei conjugirt imaginäre Wendepunkte, jedesmal har- 
monisch zu den Punkten 3, I/II; 1,1; 2,/I; und diese Wendepunkte 
haben die Eigenschaft, dass zweimal je drei derselben auf einer Geraden 
gelegen sind, welche durch M geht. Werden die drei Linien, welche 
diesen Punkt mit den drei reellen Wendepunkten verbinden, durch 4,, 
99, 9, bezeichnet, so bilden die ebengenannten beiden Wendelinien die 
Doppelelemente einer elliptischen Involution, welche durch p,, 4,5 Pas 135 
P3, 9, dargestellt ist. 

Man denke sich nun auf «b die Involution construirt, welche die 
Punkte 3, /I! zu Doppelelementen hat: einem variabelen Punkte x ent- 
spreche in dieser Involution der Punkt y. Wir projieiren diesen Punkt 
y von 1 aus auf die Linie «ce und verbinden den so erhaltenen Projec- 
tionspunkt mit M. Dieser Strahl schneidet die Linie «5 in einem Punkte, 
welcher z genannt und dem Punkte x zugeordnet werden soll. Durch 
dieses Verfahren entstehen auf ab zwei einander projecti- 
visch zugeordnete Punktreihen, deren zusammenfallende 
Elemente durch die beiden imaginären Wendepunkte dar- 
gestellt werden. 


Insbesondere sind einander zugeordnet auf 


ab be ca 
Ben “Punkten. a, DH 1, Do crL C, Ge 
die Punkte IIl,a, b PDC a TINC,eG, 


Der Staudt’schen Festsetzung entsprechend, müssen auch hier je zwei 
conjugirt imaginäre Wendepunkte durch den Sinn unterschieden werden, 
in welchem die cyklisch-projectivischen Reihen durchlaufen werden. Mithin 
sind die drei Wendepunkte, welche auf einer durch M gehenden Geraden 
sich befinden, durch die Reihen 


abIII, bel, call und balll, cbI, aclI 
repräsentirt; das heisst: durch eine jede der beiden Richtungen, in wel- 
cher das Dreieck abe beschrieben werden kann, wird eine der beiden 
conjugirt imaginären Wendelinien durch M vorgestellt. 
In einer Geraden liegen: 


mit 1: abIII und acII, sowie balll und call, 
mit 2: 5c I und balll, sowie cb I und abIII, 
mit 3: call und cb I, sowie aclI und bel. 


Wir wollen nun die Wendepunkte nach bekanntem Schema benennen: 


auf bemit 1 m,w,, 
. ’ 

auf ca mit mw, 2 @,, 
. di ’ 

auf ab mit mw’, m”, 3. 


Da die beiden conjugirt imaginären Wendepunkte auf ab die zusammen- 
fallenden Elemente der projeetivischen Punktreihen bilden, so ist das 
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Doppelverhältniss (ab »'"”,) gleich dem Doppelverhältniss (Mlabw”,). 
Mithin sind im Strahlenbüschel M die beiden conjugirt imaginären Wende- 
linien äquianharmonisch zu den drei Polaren p,, 5, P,, oder, wie sich 
aus der linearen Transformation allgemein ergiebt: In jeder Ecke 
eines syzygetischen Dreiecks sind die beiden Dreiecks- 
seiten äquianharmonisch gelegen zu den drei harmonischen 
Polaren der auf der Gegenseite des Dreiecks befimllichen 
Wendepunkte. 


Nimmt man für die Darstellung der eyclisch-projeetivischen Punkt- 
reihen auch die Durchschnitte der Dreiecksseiten mit den Linien 9,, 49, 43 
zu Hilfe, wobei zu berücksichtigen ist, dass jedesmal 4, und g, harmo- 
nisch gelegen ist zu 9, und >, u. eg. w., so erhält man auf den drei 
Seiten ab, be, ca cyklische Punktreihen, vorgestellt durch: 


394 1%% 29%; 

1291 3 939, 1 9195 2. 
Denn projieirt man den Durchschnitt von 9, und ab vom Punkte 1 aus 
auf ac, so ist, wie sich aus harmonischen Relationen ergiebt, dieser 
Punkt zugleich der Schnittpunkt der Linien «e und g,. Demnach folgt, 
wenn diese cyelisch - projeetivischen Punktreihen von M aus betrachtet 
und auf die Linie 123 projieirt werden, dass auf einer Wendelinie 
die beideu Dreiecksecken zu den drei Wendepunkten äqui- 
anharmonisch gelegen sind. 


Der auf ab gelegenen Punktreihe 
LT, « { 
{ WW gi 3b 49111 
entspricht also die Reihe 
m,w S1U1G,0 9000 
ar ar rd 14 93 
(Unter 4,9, sind die Durchschnitte dieser Linien mit «b zu verstehen.) 
Es ist mithin das Doppelverbältniss 
„r di [di ‚H m 20 
(m wi 36), = (wine 90) lmi wg) 
und ebenso 
vis ‚„ [A [2 [AZ ‚m 
(ww, 3d)—=|m ,w „gll—w, nur 
das heisst: diese Doppelverhältnisse sind zufolge des ersten in jeder 
Reihe befindlichen sämmtlich äquianharmonisch. 


Werden vom Punkte 1 aus die vier Punkte w”, w”,3b betrachtet, 
und die vier Punkte w”, w”,g,5 auf die Gerade p, projieirt, so folgen 
die beiden Cremona’schen Sätze: Die vier durch einen Wende- 
punkt gehenden Wendelinien und die vier aufeiner Polaren 
gelegenen Dreiecksecken besitzen äquianharmonische Dop- 
pelverhältnisse. 


’ 


Da ferner das Doppelverhältniss (w”,w”’,3/1T) harmonisch ist, so 
sind auch (m,w, 45) und (w”, w”,!g,a) barmonisch. Mithin sind die 
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conjugirt imaginären Wendepunkte auch in Staudt’scher Weise, näm- 
lieh als Doppelelemente involutorischer Punktreihen, dar- 
gestellt, von denen immer drei Paare zusammengehöriger Punkte auf 
Jeder Dreiecksseite ohne Weiteres angegeben werden können. Diese 
Darstellung lässt sich nun zur Lösung der Aufgabe benutzen: Sobald 
eine Tangente von einem der reellen Wendepunkte gegeben 
ıst, beliebig viele Punkte der zugehörigen Curve zu con- 
struiren. Aus Annahme einer solchen Tangente vom Punkte 1 folgt 
sofort der Berührungspunkt 0, auf der harmonischen Polaren p,, sowie 
die Punkte 0, und 0, als Berührungspunkte einer von 2 und einer von 
3 ausgehenden Tangente. Es handelt sich also nunmehr darum, in 
den correspondirenden Punkten 1 und 0, die erzeugenden involutori- 
schen Strahlbüschel herzustellen. Der in der ersten Aufgabe gegebenen 
reellen Lösung entsprechend, wird man jetzt den Strahl zu be- 
stimmen suchen, welcher in 1 mit dem Strahle be corre- 
spondirt. 


Auf der Linie bc liegen die beiden Wendepunkte w, und w,. Zieht 
man die Linie 0,w,, ferner 2”',, welche noch im Punkte »”, die Curve 
schneidet, so bestimmen die Linien O,”’, und 0,%»”, und ebenso 0,m, 
und 0,” , durch ihren Durchschnitt je einen imaginären Curvenpunkt, 


und die reelle Verbindungsgerade derselben ist die gesuchte Linie im 
Punkte 1. 


Um diese Linie zu erhalten, betrachte man die involutorischen Strahl- 
büschel in 0, und ®,, deren Doppelelemente durch die imaginären Linien 
0,w, und 0,w,, sowie 0,w”, und 0,w”,, welche kreuzweise zum Durch- 
schnitt gebracht werden sollen, gegeben sind. Die Linie 0, 0, schneidet 
die Seite «5b im Punkte 3, die Seite be in einem Punkte, welcher mit 
& bezeichnet werden soll. Mithin correspondirt mit der Linie 0,0, ım 
involutorischen Strahlbüschel 0, die Linie 0,/I/, während im Strahl- 
büschel 0, der nämlichen Linie ein Strahl O,y entspricht, wenn unter 
y ein Punkt verstanden wird, welcher in der involutorischen Punktreihe 
1,1; 93,6; 9,5 dem Punkte © zugeordnet ist. Bringt man nun den 
Strahl O0,y zum Durchschnitte mit Q,Ill, so ist die Verbindung dieses 
Punktes mit dem Punkte 1 der gesuchte mit be correspondirende Strahl, 
auf welchem sich die beiden conjugirt imaginären, mit den Wendepunk- 
ten w, und ®', correspondirenden ÖOurvenpunkte befinden. 


Auf diese Weise ist das involutorische Strahlsystem im Punkte 1 
durch zwei Paare reeller Strahlen repräsentirt; im Punkte 0, ist ein 
solches durch die Doppelelemente ©, 1 und p», festgelegt. Die eindeutige 
halb perspectivische Zuordnung zwischen den beiden Systemen ist durch 
drei entsprechende Strahlenpaare gegeben. Da indess bei dieser Zu- 
ordnung imaginäre Linien im System O, zu berücksichtigen sind, so ist 
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es für eine Construction von Vortheil, auch in den Wendepunkten 2 
und 3 die involutorischen Strahlsysteme zu construiren. Auf den Dop- 
pelelementen derselben, welche stets reell sind, können die correspon- 
direnden Punkte, von denen immer mindestens je ein Paar reell ist, 
mit Benutzung der für dieselben auf S. 40 angegebenen Relation gefun- 
den werden. Eine einfache Construction, zu deren Ausführung alle 
Elemente reell sind, ergiebt sich ferner durch Anwendung der von 
Sehröter (a. a. OÖ. S. 65) erdachten „Maschine“, welche sich nach 
Festlegung eines beliebigen, durch die Punkte 0, und 1 gehenden 
Kreises und nach Bestimmung der Wendetangente im Punkte 1 (involu- 
torisch zugeordnet dem Strahle 10,) vollständig und eindeutig zusam- 
mensetzen lässt. 


Kleinere Mittheilungen. 


I. Ueber die Lichtmühle. 


Unter den Erscheinungen, welche in neuerer Zeit die Aufmerksam- 
keit der Physiker auf sich gezogen haben, ist vorzugsweise die Licht- 
mühle zu erwähnen, welche von Herrn Crookes, dem Entdecker des 
Thalliums, entdeckt wurde. In der geschickten Hand von Dr. Geiss- 
ler in Bonn hat sie eine handliche Form angenommen und kann jetzt 
auch versendet werden. 

Nach mehreren Modificationen besteht sie jetzt aus einem horizon- 
talen Kreuze von Aluminiumdraht, welches mit einem Glas- oder Achat- 
hütchen sich auf einer stählernen, rundlich polirten Spitze dreht. Eine 
von oben darüber, aber ohne Berührung, angebrachte Glasröhre mit becher- 
förmiger Erweiterung nach unten verhindert das .Abfallen von der Spitze, 
Die Flügel sind 25 bis 30”® ]Jang und jeder trägt an dem Ende radial 
eine senkrechte runde Scheibe von dünnem Aluminiumblech von 10 bis 
15"m Durchmesser, deren eine Seite schwarz angestrichen oder berusst, 
deren andere Seite aber glänzend geblieben ist. Die schwarzen und 
glänzenden Seiten sind an jedem Flügel in derselben Weise angebracht. 
Das Ganze befindet sich in einer Glaskugel von 70 bis SO"® Durchmesser, 
welche mit der Quecksilberluftpumpe möglichst luftleer gemacht ist. Wie 
das Rädchen in diese Kugel hineingebracht ist, und wie diese Kugel 
nachher luftleer gemacht und durch Zuschmelzen luftleer erhalten wird, 
ist Sache des Herrn Dr. Geissler und wird nicht leicht einem weniger 
Geschickten gelingen. Dieses kleine Rädchen dreht sich nun unter dem 
Einflusse von Licht in dem Sinne, dass die schwarzen Seiten rückwärts 
gehen, gerade als wenn ein Druck auf dieselben ausgeübt werde. Schon 
das Licht einer Stearinkerze ist hinreichend, das stillstehende Rädchen 
in Bewegung zu setzen, und im Sonnenlichte ist die Bewegung so rasch, 
dass man die Umdrehungen nicht mehr zählen, selbst die einzelnen 
Theile des Apparates nicht mehr deutlich unterscheiden kann. Es ist 
nun zunächst ganz unbezweifelt, dass hier ein ponderirender Körper eine 
Bewegung angenommen hat, welche wir Massenbewegung nennen, und 
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dass diese Bewegung durch das Glas und das Vacuum hindurchgedrungen 
ist. Das Vacuum Geissler’s ist bekanntlich so vollkommen, dass eine 
elektrische Entladung durch dasselbe nicht mehr stattfindet, wohl aber 
geben noch Strahlen hindurch. Da man eine Bewegung nicht ohne eine 
Unterlage denken kann, so muss man annehmen, dass das Vacuum kein 
absolutes sei, und es ist auch leicht einzusehen, dass durch blosse fort- 
währende Theilung logisch niemals ein Nichts entstehen könne. In jedem 
Falle bleibt in dem Vacuum die Spannung der Quecksilberdämpfe und 
ein ausgekochtes Barometer muss ein noch vollkommeneres Vacuum haben, 
als die Quecksilberluftpumpe macht, weil hier die Luft nicht durch Thei- 
lung, sondern vollständig entfernt wird. Im Barometervacuum sehen wir 
deutlich die Destillation des Quecksilbers, indem die leere Stelle der 
Röhre oft mit Quecksilberkügelchen bedeckt ist. Nimmt man den so- 
genannten Lichtäther als den Träger dieser Bewegung an, so muss man 
ihm Materialität zuerkennen; dann aber würde er ponderiren und sich 
in unserer Atmosphäre stofflich vorfinden. Die Annahme eines Licht- 
äthers scheint darnach überflüssig, sowie auch noch nicht der kleinste 
Beweis für die Existenz eines Dinges vorhanden ist, welches eine un- 
sichere Stellung zwischen Kraft und Stoff einnimmt. 

Unsere Aufgabe ist jetzt, die Erscheinungen der Lichtmühle auf die 
Mechanik, und zwar speciell auf die Mechanik des Lichtstrahls zurück- 
zuführen. 

Der Lichtstrahl, qualitativ absolut identisch mit Wärmestrahl, hat 
eine geradlinige Bewegung, jedoch, wie man annimmt, in der Art, dass 
die Molecule des lichtfortpflanzenden Mittels sich in allen Richtungen 
einer Ebene bewegen, welche senkrecht auf der Richtung des Strahles 
steht. Diese Vibrationen geschehen nach den Gesetzen der Pendel- 
bewegung, so dass das schwingende Molecul die grösste Geschwindigkeit 
besitzt, wenn es in seiner Ruhelage ist, dass die Bewegung von dort an 
nach der Seite abnimmt, bis sie Null wird, wo dann das Molecul um. 
kehrt und denselben Weg nach der andern Seite vollbringt. Bei dem 
Pendel ist die Schwerkraft das beschleunigende und hemmende Prineip, 
bei dem Strahl die Elastieität des Mittels. -Die absolute Grösse der 
Oseillationsamplituden liegt weit unter den Grenzen unserer Messung, 
sie ist als unendlich klein im physikalischen Sinne zu betrachten. Man 
würde von ihrer Existenz gar keine Kenntniss haben, wenn nicht gewisse 
Erscheinungen des polarisirten Lichtsrahls eine ganz entschiedene Ver- 
schiedenheit in zwei senkrecht aufeinanderstehenden Ebenen zeigten. In- 
folge dessen erschien es am natürlichsten, wie Beer (Einleitung in die 
höhere Optik, S. 61) sagt, alle Lichtphänomene durch Transversaloseil- 
lationen zu erklären. Der Erfolg zeigte, dass dies auf eine sehr befrie- 
digende Weise geschehen könnte, und die Lichtmühle ist die erste optische 
Erscheinung, wobei man mit dieser Ansicht nicht auskommt. 
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In Betreff der Fortpflanzung des Lichtstrahls nahm man an, dass 
das transversal schwingende Moleecul in seiner Ebene bleibe, aber dennoch 
dem nächst anstossenden Moelecul seine ganze Bewegung übertrage und 
dann selbst wieder in den Zustand der Ruhe zurücktrete. Die Geschwin- 
digkeit dieser Uebertragung, welche man die Geschwindigkeit des Lichtes 
nennt, findet bekanntlich im Weltraum mit 42000 geographischen Meilen 
(15 auf 1 Grad) in der Secunde statt. Für die Annahme, dass das 
schwingende Molecul die Ebene seiner Ruhelage nicht verlasse, sondern 
sich nur transversal auf die Richtung des Strahles bewege, waren vor- 
züglich die Ansichten von Fresnel massgebend, welcher, als der Aus- 
bilder der Vibrationstheorie, deren Grund von Huyghens, Descartes 
und Euler gelegt wurde, angeseheu werden kann. Derselbe sagt (Pogg. 
22, 73): „Nachdem ich die Möglichkeit solcher Vibrationen in einem 
Fluidum gezeigt habe, bleibt mir -nur noch übrig zu erklären, wie es 
geschehen könne, dass die Molecule keine merklichen Osecillatio- 
nen anders, als in der Fläche der Wellen senkrecht auf den 
Strahlen erleiden. Hierzu braucht man nur zwischen den Moleculen 
ein solches Abstossungsgesetz anzunehmen, dass die Kraft, welche sich 
der gegenseitigen Annäherung zweier Flüssigkeiten widersetzt, weit grös- 
ser sei, als die, welche das Verschieben einer Schicht gegen die andere 
hemmt.‘ 

Ferner vergleicht er in Uebereinstimmung mit Young die Lichtwelle 
mit den Schwingungen eines ausgespannten Seiles von unendlicher Länge, 
wo ebenfalls keine Verschiebungen der Länge nach, sondern 
nur nach der Seite vorkommen. 

Schwerd formulirt diesen Satz in seinen Bewegungserscheinungen 
(S. 6 unter $ 24) dahin: „Die Oscillationsbewegungen stehen senkrecht 
auf der Richtung, nach welcher sich die Wellen fortpflanzen, und liegen 
daher in der Oberfläche der Wellen.‘ 

Beer sagt in seinem oben citirten klassischen Werke 8. 60: „Es 
sind nun drei Fälle als möglich denkbar; es können im Besondern die 
Öseillationen nur transversale oder nur longitudinale, oder, was 
der allgemeinste Fall wäre, aus beiden Arten von Schwingungen resul- 
tiren. Die Seitlichkeit des polarisirten Lichtes lässt sich unmöglich 
aus longitudinalen Schwingungen allein ‚erklären, wohl 
aber aus transversalen. Jedenfalls müssen wir daher die Existenz 
der letzteren im polarisirten Lichte unterstellen. In Betrefi der longitu- 
dinalen Schwingungen, welche die transversalen möglicherweise noclhı 
begleiten, kann man erstlich die Annahme machen, dass sie beim Durch- 
strahlen eines Kalkspathes vernichtet werden; alsdann bestünde das pola- 
risirte Licht blos aus transversalen Schwingungen‘ etc. 

Im Verfolge werden die longitudinalen Schwingungen von Beer 
auch nicht mehr der Betrachtung unterzogen. Es lässt sich also allgemein 
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sagen, dass die heutigen Lehrbücher der Optik nur transversale Schwing- 
ungen annehmen, mit denen aber die Erscheinungen der Lichtmühle 
nicht zu erklären sind. 


Das Licht geht unter allen Umständen von einem leuchtenden Kör- 
per aus, und dazu wird jeder Körper, wenn er auf eine gewisse Tem- 
peratur erhitzt wird. Es zeigt sich dann, dass dieser Körper sich in 
allen Dimensionen ausdehnt und ein grösseres Volum einnimmt. Alle 
amorphen Körper dehnen sich nach allen Richtungen gleichmässig aus 
und unter den krystallinischen die regulär krystallisirten. Diejenigen 
Krystalle, welche sich nicht gleichmässig ausdehnen, üben auch auf den 
Lichtstrahl eine polarisirende Wirkung aus. Wir können deshalb’ hier 
von ihnen absehen und die gleichmässige Ausdehnung als die Regel an- 
nehmen. Letztere kann man sich nur dadurch erklären, dass die kleinsten 
Theilchen grössere Schwingungen machen, und zwar gleichgrosse nach 
allen Richtungen des Raumes. Sie müssen demnach kleine Kugelinhalte 
ausfüllen, von denen die Ruhelage der Mittelpunkt ist. Die äusseren 
Theile eines Körpers schwingen alsdann mit Halbkugeln nach aussen, 
ins Freie, und ebenso nach innen. Die Cohäsion und Elastieität ist in 
diesem Falle die Ursache der vibratorischen Bewegung. Die äusseren 
Theile stossen mit ihren Halbkugeln gegen das lichtvermittelnde Medium 
vor und verdichten dasselbe vor sich, ganz in derselben Weise, wie eine 
schwingende Saite die Luft verdichtet. Diese Verdichtung kann aber 
nicht bleiben, sondern pflanzt sich auf die angrenzenden Molecule, wie 
die Schallwelle, fort, und so immer weiter. Nachdem die ganze Be- 
wegung auf ein angrenzendes Theilchen übertragen ist, kehrt das stos- 
sende Theilchen wieder in die Ruhe zurück, bis eine neue Welle von 
dem leuchtenden Körper es zu derselben Bewegung wieder nöthigt. Wir 
ersehen daraus, dass der Lichtstrahl nothwendig neben den transversalen 
Schwingungen auch longitudinale haben müsse, wenn wir dem leuchten- 
den Körper eine Bewegung nach aussen zuschreiben, die aber nothwendig 
aus seiner Ausdehnung gefolgert werden muss. 


Eine Erklärung ist für die transversalen Schwingungen nienmials 
gegeben worden, sondern sie werden in allen Lehrbüchern als Dogma 
vorangestell. Gleichwohl fand es jeder neu in die Wissenschaft Ein- 
tretende sehr auffallend, warum die Molecule des Aethers oder der Luft, 
die man als in allen Richtungen gleich beschaffen ansehen musste, seit- 
wärts auswichen, wenn sie gerade aus gestossen wurden. Von dem 
leuchtenden Körper hat man es aber niemals als eine berechtigte Eigen- 
thümlichkeit angesehen, dass er auf seiner Oberfläche nur transversale 
Schwingungen mache. Der Vergleich des polarisirten Strahles mit der 
Welle am gespannten Seile war auch eigentlich ganz falsch, denn das 
Seil musste seitlich angeschlagen werden, wenn es transversale Schwing- 
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ungen annehmen sollte. Zupfte man aber in der Richtung des Seiles 
an seinem Ende, so entstanden nur longitudinale Schwingungen. 
Licht- und Wärmestrahl sind nur quantitativ von einander verschie- 
den. Die ultrarothen Wärmestrablen werden am wenigsten gebrochen, 
haben die kleinste Zahl Schwingungen in der Seeunde, aber die grösste 


Amplitude und die grössten longitudinalen Schwingungen. Dies ergiebt 


sich aus der Wärmewirkung der unsichtbaren Strablen. Bekanntlich 
liegt der grösste Wärmeeffeet im Spectrum jenseits des Roth im Dunkeln. 
Der Lichtstrahl ist nicht hell und kann in einem dunkeln Zimmer bei 
reiner Luft von der Seite nicht gesehen werden. Ebenso wenig ist der 
Wärmestrahl warm, wie das Nichtverbrennen des Spinnenfadens im Focus 
des Objectivs beweist. Aber beide Arten von Strahlen gehen in gemeine 
Wärme über, wenn sie auf eine nicht durchlassende und nicht reflec- 
tirende Substanz stossen. Die ganze Summe der Bewegung verwandelt 
sich dann in gemeine Wärme und lässt sich in Calorien (1 Gramm 
Wasser um 1° C.) angeben. Das Licht lässt sich nicht messen, weil 
es nicht auf die Dauer bestehen kann. Sein einziges Mass ist die durch 
sein Verschwinden entstehende gemeine Wärme. Selbst das allersch wächste 
Licht des Phosphors, des Johanniswurmes, der faulenden Fische, des 
Mondes kann nicht anders, als in Wärme übergehen, die aber so wenig 
beträgt, dass sie von den empfindlichsten Instrumenten nicht einmal 
angezeigt wird. Bei keinem Lichte ist man sicher, dass es nicht dunkle 
Wärmestrahlen enthalte. Die dunklen Wärmestrahlen im weissen Sonnen- 
lichte gehen durch das Prisma, dagegen die Wärmestrahlen eines Ofens, 
rothglühender Kohlen können durch Glas aufgehalten werden. Ein Photo- 
meter in demselben Sinne wie ein Calorimeter ist deshalb unmöglich, 
und was man bis jetzt so genannt hat, ist nur ein Vergleich ‚zweier 
Liehtstärken gewesen, von denen die eine als normal angesehen wurde. 
Wenn demnach ein gemischter Strabl auf einer undurchsichtigen und 
berussten Fläche vollkommen verschwindet, so verwandelt sich die ganze 
Summe der Bewegung in gemeine Wärme, wenn diese Fläche unbeweg- 
lich ist. Ist sie aber beweglich, so erleidet sie von der longitudinalen 
Bewegung des lichtfortpflanzenden Mittels einen kleinen Stoss, der sich 
als Massenbewegung zu erkennen giebt; dagegen der grösste Theil der 
Bewegung und die ganze transversale Bewegung geht in gemeine Wärme 
über. In’ der Lichtmüble finden nun beide Wirkungen statt: die Flügel 
erwärmen sich von der schwarzen Seite her, und diese letzteren gehen 
rückwärts. Die auf den Flügeln frei werdende Wärme ist also um die- 
jenige Summe vermindert, welche in der Massenbewegung auftritt und die 


2 


- 


mc . “ 
nach der Formel —- ausgedrückt werden könnte, wenn sie messbar wäre. 


2 x 
Dass der mechanische Effeet. ein so verschwindend kleiner ist, so 
dass seine Existenz erst jetzt gleichsam durch einen Zufall entdeckt 
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik, XXII, 1. 4 
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wurde, erklärt sich aus der Natur des Lichtstrahls. ‚Jede Fortpflanzung 
einer Welle beruht auf einer Uebertragung der Bewegung, während die 
fortpflanzende Flüssigkeit an Ort und Stelle bleibt und nur eine kleine 
Schwingung um ihre Ruhelage macht. So tanzt der auf der Wasser- 
welle schwimmende Kork, ohne fortzurücken, und ebenso bleibt die Luft, 
welche den Sehall vermittelt, an Ort und Stelle, mit Ausnahme einer 
kleinen vorübergehenden Längsverschiebung. Bei dem Lichte ist dies 
noch bedeutender. Die Wellenlänge des rothen Strahles beträgt 0,00069 9%, 
es gehen also 1450 Wellen auf 1“; beim violetten Strahl von der 
Wellenlänge 0,000396 gehen 2530 Wellen auf 1=m. Die Vorwärts- 
bewegung der wägbaren lichttragenden Substanz beträgt deshalb bei dem 
rothen Strahl 7455 und bei dem violetten „4,5 ”"; dann kehrt das Mo- 
lecul wieder um. Es ist ganz überflüssig, den Effect zu berechnen, den 
745 Milligramm mit der Geschwindigkeit des Lichtes von 42000 Meilen 
hervorbringen würde, wenn wir sehen, dass die Meteorite mit einer Ge- 
schwindigkeit von nur 7 bis 8 Meilen in der Seeunde in den verdünn- 
testen Schichten unserer Atmosphäre weissglühend werden und die Sili- 
cate zum Schmelzen kommen. Es wird also von jeder Lichtwelle, welche 
auf der berussten Fläche verschwindet, ein kleiner Stoss ausgeübt; da 
aber in der Secunde beim rothen Lichte 448 Billionen Wellen, beim 
violetten 776 Billionen ankommen, so addiren sich diese einzelnen 
Stösse zu einem Gesammteffect, der als Massenbewegung in der Licht- 
mühle hervortritt. 

Wir haben nun noch zu untersuchen, welche Rolle der luftleere 
oder luftverdünnte Raum in dieser Erscheinung spielt. Dass hierbei der 
Widerstand gegen die Bewegung vermindert wird, bietet sich von selbst 
dar, doch ist dies wahrscheinlich nicht Alles. | 

Eine im luftleeren Raume angeschlagene Saite macht grössere Exeur 
sionen und schwingt länger, als im lufterfüllten Raume. Da sie durch 
Schallwellen keine Bewegung verlieren kann, so muss die ganze Summe 
der mitgetheilten Bewegung in der Substanz der Saite selbst in Wärme 
übergehen, die dann durch Ausstrahlung verloren geht. In gleicher Art 
wird ein leuchtendes Molecul im luftverdünnten Raume grössere Bewegung 
nach aussen machen, als in dichter Luft. 

Wird eine Luftmasse mechanisch verdünnt, so kühlt sie sich ab, 
weil die übrig bleibenden Theilchen einen grössern Raum durchlaufen 
müssen, um den Raum gleichmässig auszufüllen. Die dazu nothwendige 
lebendige Kraft nimmt sie von ihrer eigenen Wärme, um dieselbe in 
Massenbewegung umzusetzen, und daher die Teemperaturverminderung. 
Hat die Temperatur sich wieder durch Aufnahme von Wärme aus den 
Wänden ausgeglichen, so ist die Anzahl der Vibrationen bei gleicher 
Temperatur mit vorher dieselbe geblieben, dagegen die Geschwindigkeit 
der einzelnen Molecule hat im Verhältniss des Raumes zugenommen. Es 
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bewegen sich also die Molecule in einem luftverdünnten Raume weit 
rascher, als in einem lufterfüllten, und können auch eine empfangene 
Bewegung rascher abführen. Die Luftverdünnung hat also die Wirkung, 
dass sie eine andere Vertheilung der bewegenden Kraft in transversale 
und longitudinale Schwingungen veranlasst, und dass ein grösserer T'heil 
der Bewegung auf die longitudinalen verwendet wird. . Diese beiden 
Bedingungen, Verminderung oder Aufhebung des Widerstandes, und die 
grössere Stosskraft der Lichtwellen bedingen die Bewegung der Licht- 
mühle. 

Es lässt sich die Ansicht vertheidigen, dass die äusseren Theile 
des leuchtenden Körpers nicht gerade in Halbkugeln, sondern in Spitz- 
kugeln oder Halbellipsoiden schwingen, weil die seitlichen Schwingungen 
durch die gleichartigen Bewegungen des Moleculs eingeschränkt werden. 
während sie gegen den leeren Raum kein so grosses Hinderniss finden, 
also sich weiter in ihn hinein ausdehnen können. Es wird dadurch 
wahrscheinlich, dass die dunkeln Wärmestrahlen, welche vom Prisma am 
wenigsten gebrochen werden, die grösste Summe der Bewegung im longi- 
tudinalen Sinne besitzen und deshalb am geradesten durch dasselbe hin- 
durchdringen. Früher habe ich die grössere Wärmewirkung der ultra- 
rothen Wärmestrahlen durch entsprechende Erweiterung der transversalen 
Schwingungen zu erklären versucht; ich finde es selbst aber natürlicher, 
diese Wirkung den longitudinalen Schwingungen beizulegen, da deren 
Existenz durch die Erscheinungen der Lichtmühle als feststehend: an- 
gesehen werden darf. Die geringere Brechbarkeit deutet auf eine grös- 
sere Stosskraft. 

Es ist bekannt, welche eigenthümliche Wirkung die Sonnenstrahlen 
auf die Haut in verdünnter Luft ausüben. Die Besteiger hoher Alpen 
haben immer das Bedürfniss empfunden, das Gesicht durch Schleier oder 
Anstriche gegen den unmittelbaren Anprall der Sonnenstrahlen zu schützen. 
Der mehrtägige Aufenthalt in einer Meereshöhbe von 6000 — 8000 Fuss in 
ganz schneefreien T'heilen der Schweiz hatte die Wirkung, dass sich eine 
dünne Epidermis vom ganzen Gesichte ablöste. Die Wirkung der Strahlen 
giebt sich durch einen deutlichen Schmerz zu erkennen, der bis zur Ent- 
zündung gehen kann. 

Eine zweite sehr eigenthümliche Erscheinung bei der Lichtmühle 
machte eine andere Erklärung nöthig, War das Instrument der Sonne 
ausgesetzt und man entzog plötzlich das Licht durch Bedeckung oder 
einen Schirm, so hörte die Bewegung nach einiger Zeit auf und fing 
dann im entgegengesetzten Sinne an, so dass die schwarzen Flächen 
vorwärts gingen. Die Erklärung ergiebt sich gauz ungezwungen aus 
unserer Ansicht. Durch die Beleuchtung wurden Strahlen auf der schwar- 
zen Seite der Flügel in Wärme umgesetzt, und die Flügel erwärmten 


sich und wegen ihrer Dünne durch die ganze Masse. Nach Entfernung 
4*® 


52 Kleinere Mittheilungen. 


INN NIE SINN NENNT INTEL LINNENE LLLILLEDILELTLD LS EL L SL LLILELLR 


der Lichtquelle strahlten sie wieder aus, und zwar vorzugsweise auf der 
schwarzen Seite alle Flügel zugleich, Das Ausstrahlen ist eine Schwing: 
ung nach aussen und Uebertragung dieser Bewegung an ein sjrahlver- 
mittelndes Medium, hier die verdünnte Luft. Der nach aussen schwingende 
Theil der Flügel wird nun durch Cohäsion und Elektrieität wieder zurück- 
gezogen und diese Wirkung ist gegenseitig. Wenn nun der schwingende 
Theil der Flügel einen Theil seiner Bewegung als Strahl abgegeben hat, 
so kann er nicht mehr auf seine ursprüngliche Stelle zurückkehren, son- 
dern bleibt etwas vor derselben stehen, und die Cohäsion bewirkt, dass 
der Flügel sich ihm nähern muss, wenn dies möglich ist. Der Mittel- 
punkt dieser Bewegung ist etwas nach vorn verschoben, weil ein Theil 
der Bewegung in dieser Riehtung verloren gegangen ist. Sobald sich 
die Flügel durch Ausstrahlung mit der Umgebung ins Gleichgewicht 
gestellt haben, hört die Bewegung anf. Man kann daraus schliessen, 
dass, wenn man eine stillstehende Liehtmühle mit einer kälteren Hülle 
umgiebt, ebenfalls diese vorwärtsgehende Bewegung eintreten müsse; 
ferner, dass jeder von oben beschienene Körper schwerer, und jeder nach 
oben ausstrahlende Körper leichter erscheinen müsse, als er an sich ist, und 
es muss dem Versuche überlassen bleiben, den Druck des Sonnenlichtes 
auf eine gegebene schwarze Fläche nach absolutem Gewichte zu bestimmen. 

Endlich füllt die neue Theorie der Liehtmühle noch eine Lücke aus, 
die Allen aufgestossen war, welche die Materialität des Weltäthers an- 
erkennen mussten. Dieser als ponderabler Stoff musste den um die Cen- 
tralkörper kreisenden Planeten einen Widerstand leisten, und wenn dieser 
auch noch so klein war, so musste er sich.in einer grossen Reihe von 
Jahren merkbar machen und die Planeten den Sonnen näher bringen, 
Bei den Kometen von regelmässigem Umlauf hatte man schon bemerkt, 
dass die späteren Umläufe immer etwas früher vollendet wurden, als die 
früheren. Bei der aufgelösten Form der Kometen war dies erklärlich, 
was bei den massigen Planeten noch nicht bemerkt werden konnte. Auf 
unserer Erde deuten die Erscheinungen der Eiszeit darauf hin, dass die 
Erde früher viel kälter gewesen sei als jetzt, was am einfachsten auf eine 
grössere Entfernung von der Sonne gedeutet werden kann. Durch den 
Widerstand des Weltäthers hat sie sich nun allmälig in ihre gegenwär- 
tige Lage herangeschraubt und es ist ungewiss, ob sie schon in jene 
Lage gekommen sei, wo die abstossende Kraft der Sonnenstrahlen dem 
Widerstand des Weltäthers gleich geworden ist. Wir müssen nothwendig 
annehmen, dass die Dichte des Weltäthers überall dieselbe sei, dagegen 
muss die abstossende Kraft der Sonne im umgekehrten Verhältnisse des 
@Quadrates der Entfernung zunehmen. Es muss deshalb für jeden Weltkör- 
per, der um eine leuchtende Sonne kreist, eine Entfernung geben, wo 
diese beiden Wirkungen sich geradezu aufheben, wo also der Weltkör- 
per auf eine unendliche Dauer in derselben Entfernung um seinen Üen- 
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tralkörper kreisen kann. Für die entfernteren Planeten mit dem ge- 
ringern specifischen Gewichte, also grössern Volum, kann dies Verhältniss 
der Ausgleiehung beider Wirkungen auch an jener Stelle stattgefunden 
haben, wo sie sich befinden. Es ist denkbar und wahrscheinlich, dass 
die Planeten sich nach dem abnehmenden specifischen Gewichte von der 
Sonne ab durch die beiden Wirkungen des Widerstandes und der Stoss- 
kraft der Sonnenstrahlen in der Zeit ordnen mussten; denn die dichteren 
Planeten (Mercur, Venus, Erde), welche einen kleineren Querschnitt 
darbieten, mussten der Sonne näher rücken, um eine den Widerstand 
des Weltäthers ausgleichende Menge Sonnenstrahlen zu empfangen, und 
in der That sind auch die Planeten annähernd nach diesem Princip 
seordnet, wobei die Unsicherheit in der Bestimmung des specifischen 
Gewichts der entfernteren Planeten nicht ausser Acht zu lassen ist. 

Bedenkt man, dass das Licht einer Stearinkerze die Flügel der 
Lichtmühle in Bewegung setzt, dass ein brennender Magnesiumdraht sie 
in rasche Rotation setzt, so muss das volle Sonnenlicht auf die eine 
Halbkugel der Erde, die im Querschnitt eine Kreisfläche von 24 Million 
Quadratmeilen darbietet, einen ganz ansehnlichen Druck ausüben, und 
da die Erde sich ebenfalls im Vacuum bewegt, so ist sie in gewissem 
Sinne auch als eine Lichtmühle anzusehen, die aber von der Sonne nicht 
die Drehung um ihre Axe, sondern die ewige Fortdauer ihres Planeten- 
laufes empfängt. 

In Betreff der Ausführung der Lichtmühle dürfte es sich empfehlen, 
statt der Form des Sehaufelrades die der Windmühle zu versuchen, weil 
bei letzterer alle Flügel zugleich in demselben Sinne wirken und die 
Rückseite gar nicht den Strahlen ausgesetzt ist, während bei dem Schaufel- 
rade nur der Ueberschuss einer schwarzen Seite gegen eine glänzende 
oder weisse zur Wirkung kommt. 

Die Ansicht von Neesen (Pogg. 156, 144), dass die Erscheinungen 
der Lichtmühle durch Luftströmungen erklärt werden können, ist ganz 
unhaltbar, weil Luftströmungen, durch Wärme veranlasst, nur aufwärts 
und abwärts gehen können, aber nicht horizontal im Kreise hernm. 

Poggendorff sagt in seinen Annalen (156, 491), dass es für die 
obwaltende Frage entscheidend wäre, wenn man das Instrument in das 
vollkommenere Vacuum von Geissler, Andrews und Gassiot ver- 
setzen könne. „In diesem Vacuum dürfte das Instrument nicht 
in Rotation kommen und wird es sicher auch nicht.“ Diese 
Prophezeihung ist natürlich nicht eingetroffen, und dies ist weniger zu 
verwundern, als dass Poggendorff sie überhaupt gewagt hat, da er 
ein von Geissler angefertigtes und mit dessen „vollkommenerem‘“ 
Vacuum versehenes Instrument in Händen hatte, wie er selbst auf 
S. 489 berichtet. | 

Bonn. Prof, Dr, Mour, 
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II. Ueber die Theilbarkeit der dekadischen Zahlen. 


Jede dekadische Zahl lässt sich in der Form darstellen: 
d=a.1d +a,, 
wenn a, die Ziffer an der Stelle der Einer, und @ die aus den anderen 
Ziffern in der gegebenen Aufeinanderfolge gebildete Zahl bedeutet. Ist 
nun n irgend eine von 2 und 5 verschiedene Primzahl, in Bezug wel- 
cher ein Kennzeichen der Theilbarkeit von 4 gesucht werden soll, so 
kann man setzen: 
4 1[/10ma+ma, 
2 n m ( n ) 

Nach den für n gemachten Voraussetzungen kann m stets so gewählt 

werden, dass 10m bei der Division durch n den Rest nr —1 lässt, 


dass also 


(n—1)a ‘ 


«.‚lOm:n=ga+ oder 1lOma:n=(g+1l)a—— 
n 


n 


das 
wird, wodurch der Ausdruck für = in den folgenden übergeht: 


2 len! 


N m 


Hieraus folgt, dass A:n eine ganze Zahl, also 4 durch n theil- 


a— mäy 


bar ist, wenn eine ganze Zahl darstellt. 


Setzt man in dieser Gleichung 2) beispielsweise m=9, so ergiebt 
sich ein Kennzeichen der Theilbarkeit für 7 und 13, deun es ist 


A za a 
ei we rg 13 U Br A 7 


A 98] -; a 
13 | 13 [7 Ts: 
Dzena 


Eine Zahl ist dureh 7 und 13 theilbar, wenn die aus 
allen Ziffern, mit Ausschluss der an der Stelle der Einer 
befindlichen, gebildete Zahl, vermindert um die neunfache 
Ziffer an der Einerstelle, durch 7 und 13 theilbar ist. 

Für n=17 hat man m=5 'zu setzen; für n=19 ist m=117, für 
n=23 ist m = 16, für n=29. ist m = 26, für n=3l it meer 


| 
ol 


und 


| 


* Für 7 giebt Herr Henrici in seinem „Lehrbuch für den Rechenunterricht‘‘ 
an: „Eine Zahl ist durch 7 theilbar, wenn die doppelte letzte Ziffer von den vor- 
hergehenden Ziffern als Zahl abgezählt einen Rest ergiebt, der durch 7 theilbar 
ist.‘“ — Dies folgt aus Gleichung 2), wenn darin m=2 gesetzt wird. 
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Dieses Kennzeichen kann selbstverständlich wieder auf die erhaltene 
Differenz, und zwar so oft angewendet werden, bis man die möglichst 
kleinste Zahl erhält. 
Es kann aber in der Gleichung 1) die Grösse m auch stets so ge- 
wählt werden, dass 10m bei der Division durch n den Rest 1 lässt, dass 


also 10mamn=pa+ — wird, wodurch die Gleichung 1) in folgende 


übergeht: 
ch 
3) an ei E a+ 


n 


at m’a, 

n | 

u at m’a 

Aus dieser ergiebt sich, dass Adurch n theilbar ist, wenn en 

eine ganze Zahl darstellt. Darnach hat man, wenn m=5 genom- 
men wird, für n=T: 

Eine Zahl’ ist durch 7 theilbar, wenn die aus alleu Zif- 

fern, mit Ausschluss der an der Stelle der Einer befind- 

lichen, gebildete Zahl, vermehrt um die fünffache Ziffer 


an der Einerstelle, durch 7 theilbar ist. 
Für n=13 ist m=4 zu setzen etc. 


Eine weitere Verallgemeinerung dieser Methode für die Aufsuchung 
eines Kennzeichens der Theilbarkeit ergiebt sich, wenn man 4 in der 
Form schreibt: 

A= 410" + 4,, 
wobei 4, die aus den u letzten, und 4° die aus den übrigen Ziffern ge- 
bildete Zahl bedeutet. So ergiebt sich beispielsweise für „= 3 
A 4.10 +4, d— 4, 4. 4.10°+4, d— 4, 


en. 143 4— 7 und Rue a 


welche zwei Gleichungen somit als Kennzeichen der Theilbarkeit durch 
7 und 13 ergeben: | 
Eine Zahl ist durch 7 und 13 theilbar, wenn die Dif- 
ferenz zwischen der Zahl, welche aus allen Ziffern mit 
Ausschluss der drei letzten gebildet ist, und jener aus 
diesen drei letzten Ziffern, durch 7 und 13 theilbar fst. 
Dieses Kennzeichen führt auf die bekannte Theilbarkeitsregel für 7 
und 13;. denn zerlegt man 4° wieder in 4’10°+4, (wo 4” und A, in 
Bezug auf 4° dasselbe bedeuten, wie vorhin 4’ und 4, in Bezug auf A), 
so erhält man 





A Eee UL. sea 143 4’ — Ar A ı 
7 7 PER 
also 
A A—4+4 
RR al 
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wenn 143(4— 4’) kurz mit @ bezeichnet wird; setzt man diese Zerlegung 
fort, so erhält man schliesslich für 4:7 einen Ausdruck von der Form 
s-AtmTAt gu, (At Ast.) en 
7 7 7 
und ebenso für 13; also die bekannten Theilbarkeitsregeln für 7 und 13. 
Diese hier angedeutete fortgesetzte Zerlegung bei Gleichung 3) in 


A ; 
——e+ 
7 ra 


Anwenduug gebracht, liefert für „= 3 oder 9 (wobei m=1 zu setzen 
ist} die bekannte Theilbarkeitsregel (mit der Ziffersumme) für diese bei- 
den Zahlen; ebenso Gleichung 2) die von 11. | 


Es werde nun vorausgesetzt, 4 sei nicht durch » theilbar, also auch 
@— md, nicht durch r, so entsteht die Frage: Wie hängen die beiden 
bei din und (a — ma,):n erhaltenen Reste zusammen ? 

Zu diesem Zwecke stelle man die aus A abgeleitete Zahl « — ma,, 
welche fortan mit 3 bezeichnet werden soll, in folgender Form dar: 


A— (10m +1)a, 


4—a 
= °’— ma, oder B=- ii ; 


ir 10 





woraus 


108 a TER 


N n 


folgt; da aber nach dem Obigen 
n—1 
Omın=y+ a ‚also Om +l=n{g+1), 
N % 
(19m +1)m 
n 


somit — gleich der ganzen Zahl (7-+1)a, ist, so ergiebt sich 


3 103 
für —— der Ausdruck 
n 


102 4 
De („+1)a. 


n 


Diese Gleichung zeigt, dass der bei der Division von 102 durch n ver- 
bleibende Rest derselbe, wie der bei 4:r erhaltene ist; bezeichnet man 
daher diesen mit AR, und den bei Z:n erscheinenden mit A,, so besteht 
(wenn y eine ganze Zahl bedeutet) zwischen AR, und A, die Beziehung 


10:R, 3 R, _ Rötne 
a dt oder A =-— 0° 
in welcher Gleichung für g jene der Zahlen 0, 1, 2,.. 9 zu setzen ist, 
welche A,-+-ng durch 10 theilbar macht, da ja sowohl A, als R, ganze 


Zahlen sind; dass y aber nicht grösser als 9 werden darf, folgt daraus, 


4) 





dass R,<n sein muss, und da sodann stets nur eine dieser einziffrigen 
Zahlen für g gesetzt, der Gleichung 4) genügt, so ist durch diese %, 
durch A,, oder umgekehrt eindeutig bestimmt. 

Geht man von der Gleichung 3) aus, so ergiebt sich für die aus 4 
abgeleitete Zahl: j 


“ 


Kleinere ER UNBT. 57 


DARIN III TE ILL ST SL LE PL SL DELL PILLE DD FIR IR ANIFRT II TILL NN nenn ne I Vs Lu I 4 


B— te ma, oder Be a on ERRT eile 


10 
‚ 1 ER. n 
Da nun aber nach dem Vorigen nn =p+ —, also Wmu—I=np ist, 
n 
so wird 


er 
10 FE ar Bo: 





n 

Durch diese Gleichung wird ersichtlich, dass der bei der Division 

von 105° dureh n verbleibende Rest derselbe ist, wie jener. bei 4:n, 
woraus, wenn der bei #:n erhaltene mit AR’, bezeichnet wird, folgt: 


, R,+ng 
RR, = i 
z 10 
in welcher Gleichung 9° abermals eine der Zahlen 0, 1, 2,...9 ist, so, 


dass R,+ng durch 10 theilbar wird. Aus den bei 4) a Be. 
merkungen ergiebt sich g=y, also auch R,=R,, d.h 

Die nach Gleichung 2) und 3) abgeleiteten Zahlen 
lassen bei der Division durch n dieselben Reste. 

Somit gilt die Gleichung 4) für beide Fälle; dieselbe giebt AR, nur 
von AR, und n (somit auch von m und m’) abhängig an, jedoch unab- 
hängig von den Ziffern der gegebenen Zahl, welche also sowohl ihrem 
Zahlenwerthe, als auch ihrer Anzahl nach beliebig genommen werden 
können, wenn nur diese Zahl bei der Division durch n den Rest #, 
lässt. Es kann also diese Gleichung unabhängig von der gegebenen Zahl 
einer weiteren Betrachtung unterzogen werden. 

Wegen A, <n ist die Anzahl der Werthe, welche die Gleichung 4) 
nach einander liefert, wenn man in derselben für A, stets den eben 
erhaltenen Werth von A, setzt, eine begrenzte, und höchstens gleich 
n— 1; denn sobald sich irgend einer der Reste dieser Reihe wiederholt, 
müssen auch alle folgenden in der früher dagewesenen Ordnung wieder- 
kehren. Es ergiebt sich nun diesbezüglich: 

Die Anzahl der von einander verschiedenen Reste, 
welche man bei der Division der aus A nach einandernach 
Gleichung 2) oder 3) abgeleiteten Zahlen durch n erhält, 
ist stets gleich der Anzahl der periodischen Ziffern, 
welche der Bruch nn in einen Deeimalbruch verwandelt, 
liefert. 

Denn die der Ordnung nach er onendan Reste der Reihe sind 
(995 9»... für g gesetzt): 

& Rot ng, R _R, +tng__ _ tr +r9,10 
2 10,,22:°0927 10 10? 
Be Rt otrNnOdHt..- +9m- ANzT 

10” 


R, R 





58 - Kleinere Mittheilungen. 


Pr Ir Ar II I Fr Tr I An en rn nnnarnnnrennnann III III SAL IL RL I ILL Lu. vun 


Ist nun A„ der erste wiederkehrende Rest, also A„=R,, so hat man 


die Gleichung i 
R,(10” — 1 
5) z n U 
ROTE Berge j 
Da nun bekanntlich Se die Anzahl der periodischen Ziffern 


1 . . * ® ® * 
von — giebt, so ist obiger Satz bewiesen; zugleich sieht man: 
n 


Die Werthe, welche in die Gleichung 4) für g nach- 
einander zu setzen sind, wenn man aus derselben die auf- 
einander folgenden Reste ableiten will, sind die Ziffern 


R i 3 ? 
der Periode, welche —,. in einen Decimalbruch verwan- 
n 


Es 


delt, liefert. 
Die Gleichung 4) bietet also ein Mittel dar, die Zifferanzahl der 


i j . 3 R,. 
Periode, sowie die einzelnen Ziffern derselben zu erhalten, welche — in 
n 


einen Decimalbruch verwandelt, geben muss. Aufgabe hierbei ist, jene 
zwischen 0 und 9 liegenden ganzzahligen Werthe für g zu finden, welche 
der Gleichung 4) genügen, wenn A, und R, ganze, zwischen 1 und n—1 
liegende Zahlen sind. 
So ergeben sich z. B. 
die einzelnen Reste: die zugehörigen g: 
füran ed 1:5 4..6. Ads ST: 
reed 1443 129.10, 3.2.9647 0 
etc. 
Bemerkenswerth ist ferner folgende Eigenschaft der Reste A,, A,, 
Ra, -.. Rm-ı einer Reihe: 
Die Summe der von einander verschiedenen Reste 
einer Reihe ist stets ein Vielfaches des Theilers n. 


Denn da A„= AR, ist, so hat man 


m—1 
R,+n Bi: ae „8 Nünge 
Dir na am na, 4 Semi Mc 
) 











10 10 
oder BER ee m—1 m—1 
fe DR nD'y DR BE 
6) DR ee 


0 
Da aber aus Gleichung 5) folgt 


2 (99 + 9, 10 u + Im—1 A > R, 
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und R, eine ganze Zahl ist, so muss (n nicht 3 oder 9 vorausgesetzt, 


. m—i1 


für welche die Periode einziffrig ist) >’ 10 durch 9 theilbar sein, 
0 


m—1 


m—1 Ds 


also auch >’9; somit ist — 


9 


eine ganze Zahl, folglich wegen Gleich- 


m—1 


R 


m—1 
ung 6) auch er daher >’ R ein Vielfaches von n. 
0 
Auch der folgende Satz verdient erwähnt zu werden: 
Ergänzen sich irgend zwei Reste einer Reihe zu n 
(zum Theiler), ist also etwa ,+AR,=n, so findet dies auch 
für R,+ Rp+ı, R,+ R,+3; HR BLATT, 


Denn aus den Gleichungen A, = Botng +29 und Rn2ı= R» +ng9 
10 10 
folgt: 
10(R,+R R,+R 
reg ya r 


Wegen A,+#,=n redueirt sich die rechte Seite auf die ganze Zahl 
9+ 9 +1, daher muss auch die linke Seite der Gleichung ganzzahlig 
sein, weshalb (da die Reste kleiner als rn sein müssen, und 10 prim 
gegen n ist) auch RR+ R,4ı=n sein muss, wodurch obiger Satz be- 
wiesen ist. Weil aber jetzt die linke Seite der in Rede stehenden 
Gleichung den Werth 10 erhält, so muss 9,+9»=9 sein, was somit 
den Satz liefert: 
Wenn sich je zwei Reste einer Reihe zu n ergänzen, so 
ergänzen sich die zugehörigen Werthe von g stets zu 9. 
Aus dem obigen Satze folgt auch noch, dass zwei Reste einer Reihe 
sich nur dann zu n ergänzen können, wenn die Anzahl aller verschie- 


35 ® = MR 
denen Reste eine gerade ist. Da aber dann diese m Reste — Paare 


2 


bilden und jedes Paar zur Summe z giebt, so muss die Summe aller 


n i . 
.n seiu; ebenso muss dann auch wegen der analogen Eigen- 


Reste 5 


schaft der Werthe y in Bezug auf 9 die Summe aller g sein: 28: 


Wien, 27. Februar 1876. | Jouann Hann, 


Prof. a. d. Handelsakademie, 


ER 


- 
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III. Noch einige Bemerkungen über Bertrand’s Beweis des 
Parallelenaxioms. 


Herr Lüroth hat die Freundlichkeit gehabt, meine offene Frage 
nach dem Fehler in Bertrand’s Beweis (diese Zeitschrift Bd, XX, 
S. 454) in einer verständlichen Weise zu beantworten (diese Zeitschrift 
Bd. XXI, S. 294). 

Obwohl ich sachlich gegen Das, was Herr Lüroth vorbringt, wenig 
einzuwenden habe, giebt mir seine Darstellung doch Anlass zu einigen 
Bemerkungen, die indessen nicht eigentlich als Entgegnungen aufgefasst 
werden wollen. ; 

In erster Linie habe ich einen Irrthum zu berichtigen. Herr Lüroth 
sagt zur Einleitung, ich habe „zum Beweise der Parallelentheorie die 
3ertrand’sche Methode benützt, in welcher der Winkel definirt ist als 
der von den beiden Schenkeln begrenzte Ausschnitt der Ebene.‘ Dies 
ist ein zweifacher Irrthum, wie schon ein oberflächlicher Blick in meine 
Arbeit Jedem zeigen muss, der sich dafür interessirt. Meine Definition 
des Winkels ist ganz unabhängig von dem Begriffe der Ebene; vielmehr 
definire ich diese als das Erzeugniss eines um einen Schenkel gedrehten 
rechten Winkels. Ebenso unabhängig ist meine Parallelentheorie von 
dem Bertrand’schen Beweise, den Herr Lüroth widerlegt. Denn 
dieser Beweis ist mir erst durch diese Widerlegung bekannt 
geworden. Ich hatte bisher den von Herrn Baltzer in der ersten 
Auflage seiner Elemente (II, 8. 12) gegebenen Beweis auf Grund der 
‚demselben beigefügten Anmerkung für den Bertrand’schen gehalten, 
und meine Bemerkung, dass gegen meinen Beweis derselbe Einwand 
erhoben werden könne, wie gegen den Bertrand’schen, bezieht sich 
nur auf den von Herrn Baltzer gegebenen Beweis und meine Frage 
ist nur veranlasst durch die sonderbare Bemerkung, mit welcher Herr 
Baltzer in der 3. Auflage die von ihm früher gegebene Darstellung 
als eine mangelhafte verwirft und zugleich als die Bertrand’sche be- 
zeichnet. 

Mir selbst ist zur Zeit das Werk von Bertrand nicht zugänglich 
und kann ich darum nicht selbst mich überzeugen, ob Bertrand seiner 
Theorie zwei wesentlich verschiedene Unterlagen gegeben hat, die 
von Herrn Baltzer reprodueirte und die von Herrn Lüroth wider- 
legte, oder ob Einer der Herren diesem Geometer einen Beweis zuschiebt, 
den er gar nicht gegeben hat. Soviel aber kann ich sagen, dass mein 
Beweis mit demjenigen, den Herr Lüroth als den Bertrand’schen 
widerlegt und den ich selbst noch aus anderen Gründen verwerfen muss, 
ganz und gar Nichts gemein hat. 
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Um nun zunächst zu zeigen, dass der Beweis, den ich bisher für 
den Bertrand’schen gehalten habe, von Herrn Lüroth’s Widerlegung 
nicht berührt wird, genügt es, denselben einfach so hierher zu setzen, wie 
ich ihn in meiner Quelle (Baltzer, Elemente Il, S. 12 der 1. Aufl.) 
gefunden habe: 


„6. 1. Der von parallelen Geraden eingeschlossene Streifen (bande) 
hat zur Ebene das Verhältniss 0!* 

Beweis. Macht man auf der Geraden XZ die Strecken MN, 
N6, OP,... einander gleich, und zieht durch die Punkte M, N, 9, 
P,... die Geraden 45, CD, EF, GH, ..., welche mit ZZ gleiche 
oder um 180° sieh unterscheidende Winkel bilden, so sind die Ge- 
raden AB, CD, EF, @H,... parallel (5), und die zwischen 42 und 
CD, CD und EF, EF und GH enthaltenen Streifen "congruent. Von 
einer endlichen Anzahl Streifen, wie der zwischen AB und CD ent- 
haltene, wird aber die Ebene ebenso wenig ausgefüllt, als von der- 
selben Anzahl Strecken wie MN die Gerade, auf der die Strecken 
liegen. Daber übersteigt das Verhältniss der Ebene zu dem 
Streifen jede gegebene Zahl, und das Verhältniss des Streifens 
zur Ebene verschwindet.‘ 


„IL. Wenn eine Gerade eine von zwei Parallelen schneidet, so 
schneidet sie auch die andere. 

Beweis. AB und CD sind parallel, 42 wird von EF in @ 
geschnitten. Der Winkel £GBß hat zur Ebene ein endliches 
Verhältniss (3) und kann deshalb nicht ganz in dem zwi- 
schen 45 und ED liegenden Streifen enthalten sein, des- 
sen Verhältniss zur Ebene verschwindet (I). Also wird auch 

ED von EF geschnitten.“ 


Damit ist die Sache eigentlich erschöpft, denn nun folgen die 
übrigen Sätze ohne Herbeiziehung des Unendlichen. 


Diese Darstellung ist offenbar ganz unabhängig von dem Schlusse 
a<b, weil na<nb, und also auch unberührt von Herrn Lüroth’s 
Widerlegung, welche sich lediglich auf die Berechtigung dieses Schlusses 
bezieht. Sie beruht aber auf demselben Grundgedanken, auf den sich 
mein etwas einfacherer Beweis stützt, dass nämlich ein Theil der 
Ebene, welcher zu dieser ein endliches Verhältniss habe, 
nicht in einem verhältnissmässig kleineren Theile derselben 
ganz liegen könne. 


* Hierzu bemerkt Herr Baltzer in einer Anmerkung: „Dieser Satz ist zur 
Grundlage der Parallelentheorie von Bertrand gemacht worden“, und als Quelle 
wird eitirt Bertrand’s Developpement noweau de la partie elem. des Mathem., 
Geneve 1778, II, S. 19. 
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Wenn Herr Lüroth nicht blos den letzten Absatz auf S. 454 des 
eitirtten Bandes, worin sich mein Aufsatz befindet, gelesen, sondern 
etwas weiter oben begonnen hätte, so hätte ihm nicht entgehen können, 
dass er eine ganz andere Frage beantwortet hat, als die- 
jenige, welche ich gestellt habe, und dass mithin die Be- 
antwortung meiner Frage noch aussteht. 

Der Aufsatz des Herın Lüroth giebt mir aber noch zu einer an- 
dern Bemerkung Anlass. Der angefochtene Beweis für die Behauptung, 
dass ein Winkel nicht in einem Streifen liegen könne, stützt sich auf 
eine Definition, welche Herr Lüroth als bekannt voraussetzt, ohne die 
aber das von Heırn Lüroth gegebene geometrische Beispiel für die Un- 
zulässigkeit des Bertrand’schen Schlusses nicht blos völlig unverständ- 
lich ist, sondern zu Consequenzen führen würde, die allen Grössen- 
begriffen widersprechen. 

Diese Definition kann etwa so ee werden: „Werden in den 
Endpunkten der Strecke PC nach einer Seite ‚derselben die Senkrechten 
BA, CD auf BC errichtet, so ist der durch diese und ZC begrenzte 
Streifen kleiner als der Winkel ZFG, wenn er ganz in dessen Fläche 
fällt, sobald BC mit einem Schenkel und einer seiner Scheitel 
B oder € mit dem Scheitel F des Winkels zur Deckung ge- 
bracht wird.‘ Würde aber ein Streifen bei anderer Lage ganz in der 
Fläche eines Winkels liegen, so ist die Frage, ob er grösser oder klei- 
ner als derselbe, so lange offen gelassen, bis entschieden, ob ein ihm 
congruenter bei jener Lage in der Winkelfläche liegt oder nicht. 

Es wird also stillschweigend die Möglichkeit zugelassen, dass, 
wenn auch der Streifen kleiner ist wie der Winkel, doch 
dieser bei passender Verschiebung ganz in dessen Fläche 
liegen könne. 

Es fragt sich nun, ob eine solche Definition überhaupk wissen- 
schaftlich berechtigt ist. Nach meiner Meinung darf, wenn jene Mög- 
lichkeit zugegeben wird, der Ausdruck grösser oder kleiner für Win- 
kel und Streifen gar nicht gebraucht werden, noch weniger aber irgend 
eine für Grössen sonst zulässige Schlussfolgerung aus einem solchen 
grösser oder kleiner gezogen werden. Denn 4>D2 heisst nur: „B ist 
gleich einem Theile von 4“, und setzt voraus, dass das Ganze nicht dem 
Theile gleich sein könne. Mache ich andere Voraussetzungen, so habe 
ich es mit einem andern Begriffe zu thun, und dann ist nicht blos der 
Schluss: a<b, weil na<nb, nicht berechtigt, sondern überhaupt gar 
kein Schluss, zu dem Grössenbeziehungen berechtigen. Der Fehler 
Bertrand’s liegt demnach weniger in der Form des Schlusses, als in 
der Definition. 

Die Frage, ob überhaupt Grössenbeziehungen bei unendlich aus- 
gedehnten Dingen, wie Streifen und Winkelflächen möglich sind, hängt 
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nach meiner Meinung nur davon ab, ob eine Definition des grösser und 
gleich möglich ist, die auf sie anwendbar, ohne mit der üblichen Defini- 
tion im Widerspruche zu stehen. Dies gilt allerdings nicht von der 
Definition: „A ist grösser als B, wenn B einem Theile von A congruent 
ist.‘“ : Denn zieht man durch die Punkte A, © der Geraden AE die Pa- 
rallelen A2, CD, so ist die Winkelfläche DCE nur ein Theil der Win- 
kelfläche BAE, und doch derselben congruent. Definiren wir aber: 


: Haid 2 2 
„4 ist grösser als ZA, wenn das Verhältniss 521: und 4 ist gleich 2, 


A ; & 2 
wenn — —1 ist‘, so ist die ursprüngliche Definition aufrecht erhalten 


B 
. * . y BAE 

und doch der Widerspruch mit jener Thatsache aufgehoben, da DIR 

B4CD  DCE | 
Be: ae I de D . 7 ) u . tr A 

DORT DEE 1, weil BACD in DCE wnendlich oft aufgetragen 

BACD 

„ also —— —=( ist. 

werden kann, also DCE 0 ist 


Ob aber darum diese Definition auf Winkelflächen, Streifen u. dergl. 
anwendbar ist, hängt immer noch von der Frage ab: „Kann 4 ganz in 


B liegen, wenn bei irgend einer Lage 5 >71 ist?“ Für mein Anschau- 


ungs- und Denkvermögen ist diese Frage unbedingt mit Nein zu be- 
antworten. Doch das kann ein subjectiver Mangel meines Anschauungs- 
oder Denkvermögens sein und ich möchte mit diesem Nein nicht das 
kategorische „Mangelhaft‘‘ des Herrn Baltzer ebenso kategorisch wider- 
legen. Denn rein ‚‚formal‘“ oder „logisch“ kann ja wohl die Berechti- 
gung zu diesem „Nein‘‘ nicht nachgewiesen werden. Die Ueberzeugung 
von der Unmöglichkeit dieses logischen Nachweises ist der Hauptgrund, 
warum ich die Bertrand’sche Definition des Winkels nicht blos nicht 
adoptirt, sondern auch öffentlich als unwissenschaftlich bekämpft habe. 
Denn es scheint mir unwissenschaftlich zu sein, dass man 
von einem Dinge sagt, es sei grösser als ein anderes, und 
doch zugleich die Möglichkeit zulässt, dass es ganz darin 
liegen könne. 


So lange aber nicht wirklich ein 4 nachgewiesen wor- 
den, das thatsächlich ganz in einem liegen kann, obgleich 


bei irgend einer Lage >1 ist, so bleibt doch die Wahrschein- 


lichkeit, dass dies unmöglich, mindestens so gross, als z. B. die, dass 
alle Materie dem Newton’schen Gesetze unterworfen ist, und man 
wird wohl so lange berechtigt sein, diese Unmöglichkeit als eine all- 
gemeine Eigenschaft der räumlichen Gebilde anzunehmen, bis sie durch 


64 Kleinere Mittheilungen. 


NAAR ne a IE 





AN MTNILINN AT MNINII HNTII AAN ARMAAN ANA AN 


eine Thatsache widerlegt ist, und meine ursprüngliche ; war nur 
die Frage nach einer solchen Thatsache. 

Das geometrische Beispiel des Herrn Lüroth dürfte vielleicht ge- 
eignet sein, in Bezug auf diese Frage einer genaueren Prüfung unter- 
zogen zu werden. Denn der Streifen RSTV liegt ganz in dem Sector 
RMO, welcher dem Sector PM R congruent ist; dieser ist aber nach der 
Bertrand"schen Definition kleiner als der Streifen PHSR, also auch 
kleiner als der ihm congruente ASTV. Es fragt sich also nur, ob nicht 
alle vier Gebilde als gleich anzusehen sind, wenn man definirt: A=B, 


A i 
wenn — =] ist. 


B 
Mannheim, im October 1876, J. ©, BECKER. 
Hu Sn 
Im XXI, Jahrgange Heft 6, 8.452 Z, 14 v. o. ist zu lesen: „Luftwellen von 


endlicher Schwingungsweite schöni etc. 


IV. 


Ueber die Stabilität des Gleichgewichtes einer auf einem 
dreiaxigen Ellipsoid mit kleinen Excentricitäten ausgebrei- 
teten Flüssigkeit, welche der Anziehung des ellipsoidischen 
Kernes, sowie der ihrer eigenen Masse unterworfen ist. 


Von 
J. HAGEN, 8.7. 


In dem „Jahresberichte über die höhere Schule in Opladen für das 
Schuljahr 1872 — 73“ ist vom dortigen Rector Herrn Dr. A. Giesen 
eine beachtenswerthe Abhandlung veröffentlicht worden unter dem Titel: 
„Ueber die Stabilität des Gleichgewichtes einer nur der Gravitation unter- 
worfenen Flüssigkeit.‘‘ Der Verfasser kleidet das zu behandelnde Pro- 
blem in folgende Worte: 

„Ueber einem beliebigen festen Körper ist eine homogene Flüssigkeit 
ausgebreitet, welche nur der Anziehung des gedachten festen Körpers, 
sowie der Gravitation ihrer Theileben gegen einander unterworfen ist. 
Bei einer nach den Gesetzen der Hydrostatik zu bestimmenden Gestalt 
ihrer Oberfläche wird dann die Flüssigkeit sich im Gleichgewichte be- 
finden und es werde noch vorausgesetzt, dass in diesem Gleichgewichts- 
zustande kein Theil der Oberfläche des festen Körpers von der Flüssig- 
keit unbedeckt bleibe. Es fragt sich, wann dieses Gleichgewicht ein 
stabiles sei.‘ 

Die Lösung des Problems zerfällt in drei Theile: Im ersten "Theile 
wird eine Gleichung aufgestellt, welche bei beliebiger Gestalt des festen 
Kernes das allgemeine Kriterium der Stabilität bildet, welche aber in 
dieser Allgemeinheit einer eingehenden Disenssion nicht zugänglich ist. 
Im zweiten Theile setzt der Verfasser als festen Kern eine homogene 
Kugel, im dritten endlich ein homogenes Rotationsellipsoid mit 
kleinen Excentrieitäten voraus und gelangt schliesslich zu folgendem in- 
teressanten Resultate: | 

„Die Oberfläche der Flüssigkeit nimmt im Gleich- 
gewichtszustande je nach der Gestalt des festen Körpers 


w 
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wiederum die Gestalt einer Kugel oder (wenigstens in erster 
Annäherung) eines dem festen Körper concentrischen und 
coaxialen Rotationsellipsoids von geringer Excentricität 
an. In beiden Fällen ist das Gleichgewicht sicher ein sta- 
biles, wenn die Dichtigkeit des festen Körpers grösser ist 
als diejenige der denselben bedeckenden Flüssigkeit; wenn 
dagegen die Dichtigkeit der Flüssigkeit diejenige des festen 
Körpers übertrifft, so ist das Gleichgewicht im Allgemeinen 
als ein labiles zu bezeichnen. Wenn endlich die Dichtigkeit 
des festen Körpers derjenigen der Flüssigkeit gerade 
sleichkommt oder wenn gar kein fester Körper vorhanden 
ist, man also eine blosse isolirte Flüssigkeitsmasse hat, so 
ist das Gleichgewicht der Flüssigkeit, deren Oberfläche im 
Gleichgewichtszustande in diesen beiden Fällen sphärisch 
wird, auch noch ein stabiles.“ 

In der vorliegenden Abhandlung soll nun dasselbe Problem an- 
gewendet werden auf ein dreiaxiges Ellipsoid mit kleinen Excen- 
trieitäten. Ich werde mich hierbei sowohl in der Bezeichnung, als auch 
in der Reihenfolge der Entwickelungen möglichst genau an die Abhand- 
lung Giesen’s anschliessen, verweise aber, was die Ableitung der für 
das allgemeine Kriterium der Stabilität aufzustellenden Gleichung betrifft, 
auf den angeführten ‚Jahresbericht‘. 


S1. Als allgemeines Kriterium für die Stabilität des Gleich- 
gewichts einer homogenen über einen beliebigen Körper ausgebreiteten 
Flüssigkeit stellt Giesen die Gleichung auf 


Nd 
1) -m=3/(, veast4 Re ‚ 


Hierin bezeichnet W, das Potential des ganzen Systems auf sich 
selbst in seiner Gleichgewichtslage, # hingegen das Potential des 
Systems auf sich selbst, nachdem die Flüssigkeit durch eine kleine, sonst 
aber beliebige virtuelle Bewegung aus ihrer Gleichgewichtslage verschoben 
worden ist. oe bezeichnet die constante Dichtigkeit der Flüssigkeit, r die 
gegenseitige Entfernung zweier Punkte des Systems, F das Potential des 
Systems auf einen beliebigen Punkt des Raumes, r die nach aussen 
gekehrte Normale der Flüssigkeitsoberfläche in ihrer Gleichgewichtslage, 


VN 
(7) bezieht sich auf den Fusspunkt der Normale n, endlich bezeichnet 


N die normale Entfernung des Elements ds der ursprünglichen Flüssigkeits- 
oberfläche von der neuen Oberfläche, die sie infolge der erwähnten virtuel- 
len Verschiebung angenommen hat, und zwar positiv oder negativ genommen, 
je nachdem die neue Oberfläche an der betrachteten Stelle ausserhalb oder 
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innerhalb der ursprünglichen Oberfläche liegt. Die Integrationen erstrecken 
sich über die ganze Oberfläche der Flüssigkeit in ihrer Gleichgewichtslage. 

Die im Allgemeinen willkürliche Funetion N unterliegt den beiden 
Bedingungen, erstens, dass sie einen sehr kleinen Werth besitze, 
zweitens, dass sie die Gleichung erfülle 


[nas=9, 


wo die Integration sich über die ursprüngliche Flüssigkeitsoberfläche erstreckt. 

Ueber die Bedeutung der Gleichung 1) drückt sich Giesen also 
aus: „Diese Gleichung bestimmt nun die Aenderung des Potentials des 
Systems auf sich selbst bei einer beliebigen virtuellen Verschiebung, wie 
sie durch die willkürliche Function N charakterisirt ist. Wenn daher 
der Werth von W— W,, welchen sie ergiebt, in einem speciellen Falle 
für alle zulässigen Annahmen der willkürlichen Function N stets negativ 
ausfällt, so ist offenbar in diesem Falle das Potential des Systems auf 
sich selbst in der Gleichgewichtslage ein Maximum und daher das Gleich- 
gewicht stabil. Kann dagegen der Werth von W— W, für bestimmte An- 
nahmen über N auch positiv werden, so ist das Potential des Systems auf 
sich selbst in der Gleichgewichtslage weder ein Maximum, noch ein Mi- 
nimum, und wäre endlich W— W, für alle zulässigen Annahmen über 
N pesitiv, so wäre das Potential des Systems auf sich selbst in der 
Gleichgewichtslage ein Minimum; in beiden Fällen wäre das Gleich- 
gewicht im Allgemeinen als ein labiles zu bezeichnen.‘ 

Das erste Glied der Gleichung 1) ist, wie Giesen bemerkt, unter 
allen Umständen negativ, wogegen das Zeichen des zweiten Gliedes im 
Allgemeinen sich nicht bestimmen lässt. Giesen betrachtet N als die 
Dichtigkeit einer über der ursprünglichen Flüssigkeitsoberfläche ausgebrei- 


Nds 5 : Re 
teten Masse und h als,ihr Potential, was ihm den Vortheil bietet, 





die für letzteres schon fertig vorliegende Reihenentwickelung nach Kugel- 
funetionen sofort in Anwendung; bringen zu können. Eine entsprechende 
Reihenentwickelung für N leitet er sodann ab aus der bekannten Formel 


_ (2%) _ (00) 
-AnN=(7, On)’ 


wenn U, das Potential der Massenvertheilung für einen äussern, 7; das 
für einen innern Punkt bedeutet. 

Ich werde im Folgenden denselben Weg einschlagen, mich aber 
dabei nicht der gewöhnlichen Kugelfunctionen, sondern der Lam&’schen 
Functionen bedienen. 


$2. Was nun vor Allem die Gestalt der Flüssigkeitsoberfläche 
in ihrer Gleichgewichtslage betrifft, so lässt sich leicht zeigen, dass die 


Oberfläche einer homogenen, über einem dreiaxigen Ellipsoid von kleinen 
| ” 
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Excentrieitäten ausgebreiteten Flüssigkeit bei Vernachlässigung kleiner 
Grössen höherer Ordnung wieder als ein dreiaxiges Ellipsoid von kleinen 
Excentricitäten betrachtet werden kann. 

Giesen stellt als angenäherten Ausdruck für das Potential eines 
homogenen dreiaxigen a in a äussern Punkte die Formel auf: 


aa tesy 
V.=M. ee ae 


wenn M die Masse des en bedeutet und die Gleichung der Ober- 
fläche lautet - { 

- Az 

atrat+s=l 
ferner 

=aR—e, e2=b— 
ist. In dieser Formel sind erst jene Glieder vernachlässigt worden, 
welche die vierten und höheren Potenzen der linearen Excentrieitäten 
enthalten. Da aber im Folgenden mehrere Formeln aus dem „Handbuche 
der Kugelfunctionen“ von Heine zur Verwendung kommen werden, ist 
es bequemer, als NE des ee die IplEBR ST zu nehmen: 
>= 


- un 


und, an Stelle der Grössen e,?, &,, x bei Ba hier zu setzen —c#, 
—b?, z. Hiernach ergiebt sich für das Potential des Ellipsoids in einem 
äussern Punkte die Formel 


1 B+l , By + cr’) 
2) Va—.), TO TEA Se 





wo r=Ya?+y®+2* die Entfernung des angezogenen Punktes vom Mit- 
telpunkte des Ellipsoids bezeichnet. 

Der Grad der Annäherung soll hier, wie bei Giesen, der sein, dass 
nur jeneGlieder beibehalten werden, welche von derselben Ordnung 
sind, wie die Quadrate der linearen Excentrieitäten, während alle Glie- 
der der höheren Ordnung vernachlässigt werden, 

Zunächst soll die Frage beantwortet werden, unter welchen Beding- 
ungen eine über dem Ellipsoid ausgebreitete homogene Flüssigkeit wieder 
als ein Ellipsoid von kleiner Excentriecität betrachtet werden kann, und 
dann soll mit Hilfe der gefundenen Bedingungen die Formel 2) um- 
geformt werden. Die Flüssigkeitsoberfläche vorläufig als ein dem festen 
Kerne coaxiales Ellipsoid vorausgesetzt, seien 


A Ay — bg Ay — Co und 2, 2 —0%, 2 —c? 
bezüglich die Quadrate der Halbaxen des Kernes und der Flüssigkeits- 
oberfläche. Die Dichtigkeiten des Kernes und der Flüssigkeit seien @, 
und o, die Volumina beider Ä und F. Das äussere Potential V.„ des 
ganzen Systems ist dann die Summe der Potentiale zweier Ellipsoide 
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von den Halbaxen 'A, vıa—b2, VR—c: und der Dichtigkeit 0, resp. A,, 
Vhr— bo Vi —c% und (,—e). Es wird also 
M=(F+K).e+Kla—e); 


folglich 
Bere rleo, | ETAER Fe) + Klee e)linitcn) 
en r ; r? 
are Frey dHtHK Tre) ‚ 


yd 


Für Punkte der Flüssigkeitsoberfläche ist näherungsweise 


a2 N 2) = 2) 
eetalha)T 


also 
r2 b?y? + ce? 22 
ee 
oder 
Dee ( f a 
” Ne 2) 


Setzt man nun diesen Ausdruck in das erste Glied der Formel für 
V,„, während in *den übrigen beiden r einfach durch A zu ersetzen ist, 
so muss, wenn die Flüssigkeit überhaupt im Gleichgewicht sein soll, das 
Potential des Systems für alle Punkte der Oberfläche einen constanten 
Werth haben, was aber nur dann möglich ist, wenn die Coeffieienten 
von Y? und z? einzeln verschwinden. Dies liefert zwei Bedingungsgleich- 
ungen, von denen die erste lautet 


b2 1 
35; [F+A)e tAla- el Erlebe = 0 
oder kürzer 
in (F+K)o® + K (HG o)b2=$(Fo+ Ko,) 2. 


Die zweite Bedingungsgleiehung erhält man aus dieser, wenn man 
b? und b,? bezüglich durch c? und c,? ersetzt. Diese beiden Bedingungen 
liefern nun für die Excentricitätsquadrate die Werthe 
3 3 s 


ee 012 = Es RE erg Co J 
2 I(F+X) (FE) 


... 5+ 
en) ee 

0 Q 
welche immer reell, im Allgemeinen auch klein sind, so dass in der That 
die vorausgesetzte Gleichgewichtsgestalt der Flüssigkeit eine mögliche ist. 
Unter gewissen Umständen jedoch können die beiden Nenner verschwin- 
den. Bezeichnet man dieselben vorübergehend mit N und nimmt N als 


Bi 





Ordinaten, hingegen % als Abscissen und construirt die gerade Linie 


3 
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ER (147) 
EI RE 

p 
für verschiedene Werthe des Quotienten o,:e von Null bis Unendlich, 
so überzeugt man sich leicht von der Richtigkeit folgender Behaup- 
tungen: So lange 0,>o ist, haben 5? und c? dasselbe Zeiehen wie by? 
und co, d. h. die Flüssigkeitsoberfläche besitzt mit dem Kern gleich- 
artige Krümmung. Für e,=e geht die Oberfläche in die Kugel über. 
Denkt man sich aber die Dichtigkeit der Flüssigkeit über die des festen 
Kernes hinaus zunehmend, und zwar bis zum $-fachen derselben, so 
erhält man für die Flüssigkeitsoberfläche wieder ein Ellipsoid, das aber 
mit dem Kerne ungleichartige Krümmung besitzt. Wird nun 0>3o, 
und ist das Volumen der Flüssigkeit hinlänglich gross, so wachsen die 
Excentricitäten in demselben Sinne bis zu einem gewissen Maximum an, 
das indessen immer noch von derselben Ordnung ist, wie by und c,2. 
Denkt man sich aber, während o>2e, ist, den Quotienten F:X vom 
Werthe $ an immer mehr abnehmend, so erhält man bei einem gewissen 
Werthe desselben für die Oberfläche kein Ellipsoid mit kleinen Ex- 
centrieitäten mehr. Nimmt endlich das Volumen der Flüssigkeit noch 
mehr ab, so nimmt letztere die Gestalt eines Ellipsoids mit kleinen Ex- 
centrieitäten an, welches nun mit dem Kerne gleichartige Krümmung 
besitzt. Schliesslich mag noch bemerkt werden, dass die Flüssigkeits- 
oberfläche für den Fall, dass gar kein fester Kern vorhanden, also K=0 

ist, die Gestalt einer Kugel annimmt. 
Mittels der beiden Bedingungen 4) lässt sich nun Gleichung 2) fol- 


se schreiben: 


Kun, By? + 222 
5) = (Ee+ ka dr 





$ 3. Es handelt sich jetzt um die Frage, unter welchen Beding- 
ungen die erwähnte Gleichgewichtslage der Flüssigkeit eine stabile sei. 
Vor Allem sollen für die in Gleichung 1) auftretenden Grössen 
"Nds 





Reihenentwickelungen aufgestellt werden, die nach Lam&’schen Func- 
tionen fortschreiten. 

Zwischen den rechtwinkligen Coordinaten &, y, 2, den bei Ellipsoi- 
den gebräuchlichen Polarcoordinaten A, 0, w und den elliptischen Co- 


ordinaten A, u, v bestehen dann folgende Beziehungen: 
Auv 


z—Acosd == —— 
be ’ 


YA 2— 2 Vw—b au Vb—»: neh 
bVe—b? 


y-= YVR— b2 sin cosw = 
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z= yM— ce? sind sinv = VE—e > BVezp ye- Ra m. 
-cV®—-2% 
0<d<n, 0<p<2n, 
<v<b<u<e<i< om. 
Zur Abkürzung sollen noch die folgenden Bezeichnungen eingeführt 
werden: 


b2 ce? 
Ben a 
pP 2 q 2403 
V 
dw r dv 


Ive=3 ee ya 
0 


u=)=0, o=h)=©. 

Die Coordinaten, die sich auf einen ausserhalb oder innerhalb der 
Flüssigkeitsoberfläche gelegenen Punkt beziehen, sollen mit Accenten 
versehen werden, alle übrigen beziehen sich auf Punkte der Oberfläche 
' selbst. 

Bezeichnet nun U, das Potential einer beliebigen Massenvertheilung 
auf der Oberfläche eines Ellipsoids in einem ausserhalb, U; dasselbe in 
einem innerhalb dieser Oberfläche gelegenen Punkte, so ist (vergl. 
Heine’s Handbuch der Kugelfunctionen): 


ee ee) 








€Ee> 


ER RE LM 
= I MEET 


6) 


n—=» s—=?!n 
U, a BE RE), 

n=0 s=0 E, (A) 
wenn die k in beiden Gleichungen dasselbe System von Constanten be- 
zeichnen und nur von der Massenvertheilung abhängen. Die Functionen 
E und F sind die Particularintegrale einer gewissen Differentialgleich- 
ung zweiter Ordnung und zerfallen nach ihrer Rationalität in je vier 
Classen. Bezeichnet man diese vier Classen für die E mit X, L,M,N 
(die beizufügenden Indices werden eine Verwechselung mit früheren Be- 
zeichnungen verhüten), so ist 


K)= D gm-r, 


ne=0 
L;(A) = yR—» S er 
r=0 
M; (A) ir VEZED g iazizan: 
Ne) 
N; (A)= VR—b? VRZED g: An—2—?r 


r=V0 
Die obere Grenze von r ist so zu wählen, dass die Exponenten von 
A nur nicht negativ werden. Ferner ist 
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= dk 
FE” A = E; A ee ee ee EN SCHE 
Ze f [Er PYP=B VR—e 
A 


Die den E, F, %k, 9 beigefügten n und s sind selbstverständlich nicht 
Exponenten, sondern Indices. Die g sind bestimmte reelle Constanten, 
nur 9, ist willkürlich und kann hier =1 gesetzt werden, da k willkür- 
lich bleibt Da die vorliegende Untersuchung sich nur auf reelle Ver- 
schiebungen der Flüssigkeit erstreckt, so mögen die k so beschaffen sein, 
dass sämmtliche Glieder in den Reihen 6) reell sind. 


$4. Aus den für das Potential einer beliebigen Massenvertheilung 
über einer ellipsoidischen Fläche aufgestellten Formeln lässt sich die 
Reihenentwickelung für die Dichtigkeit oe dieser Masse ableiten durch 
die bekannte Formel DU, 2D, 
— 4no= -) y 
on on)y-ı 


wenn mit n, wie früher, die nach aussen gekehrte Normale bezeichnet wird. 
Diese Formel reducirt sich aber auf die einfachere 


7) rag! gez 
ST ml\dR 0°) On leo 
ou 
weil dr und EP eine Aenderung des Potentials in der Tangentialebene 
u j 


der Fläche bezeichnen, also beim Durchgange durch diese Fläche keine 
Unterbrechung der Stetigkeit erleiden. 


’ 


I 
Zunächst soll der in 7) auftretende Differentialquotient — ent- 


on 
wickelt werden. Werden die Neigungen der äussern Normale zu den 
Axen der x, y, z bezüglich mit «, ß, y bezeichnet, so hat man 


or Oh ON oh 

8) ae BR a; Rn, 5, 6087. 
Für A hat man aber nach 3) se Ausdruck 
b2y? 2,2 
= (144 I) 


oder mit derselben Genauigkeit 


= (143 In Bi z a 


Hieraus findet man 


0% a b?y de Bo 
Da er 

DEN ae 2) 
EN a 
or a ?y?+ 027” a 
aA A 


oder mit demselben Grade der Annäherung 
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Eee) 
N 2 : 
or y ne a 
9) Au ei (1= I ——H+p " 
( BPy? + ) 
ee a Pr 2 
02’ r’ 1 S r' ——Ht q = 
Für cose, cosß, cosy findet man die genäherten Werthe 
@ 1 
cC0Sa = 12 N y 


Yy b?\ 1 
lt) 
® | 
= litz)e 
wenn vorübergehend gesetzt wird 
1 a? z2 D2 ul) Zar meatmsar a WaEurTaolsde 
wt: 2 25) +; (142 SG) H RE 
u (1 erree) 
er, Der 9 78 


r r2 
folglich 
/ 2 27,2 2,2 
al Pure), 
r r 
: 42 2412,37 3 
10) 8-1 PU FT m), 


z- 72 2 2 8 
copy (1 BUTTER, ), 


Aus 9) und 10) ergiebt sich nun, wenn man die Accente sogleich 


weglässt 
’ oı x? i p?y? + g?:? 
7,50 =7 Im deeange Dr 
RD. „py+g%2? 
le Fans r 
A 22 pey? + gq?z? i 
De tg RE oc) 


und hieraus wiederum mit Rücksicht auf 8) 
Ip rgr 
On)lı 3 r? ; 
Bei dem immer angestrebten Grade der Annäherung darf man aber 


hierin r durch A ersetzen und erhält dann schliesslich nach Einführung 
‘der Polarcoordinaten Ö und % die einfache Formel 


= '5 (an); —=1—4(p? cosy? + 9? sinw?) sin O2. 
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Es bleiben jetzt noch die in Gleichung 7) auftretenden Grössen 


OU ou; m ’ 5 
> —, für \=1 lden. M e 
71 und 57 für zu bilden an findet u 


OE; (A) ] 


(7) I Suruiane] 
= tg Es(u) Es(v) | — te 
Yale Br) VezRyRzEm ra 


d 2 wi 
non 


SI 


Relsss0 








ns 





also durch Subtraetion 
12) @& 2) N 1 NEN SEN IR 
OR Ok/y=ı y-b® | su BE, (A) Fr (A) 
Die Substitution von 11) und 12) in 7) liefert endlich, wenn man 
bedenkt, dass 


1 
VER yVR=e& 


st, für die Dichtigkeit e den Ausdruck 
1+4(»°+ 99) 


n—=%® s—=?2n n 
k; 
x [1—4 (p2 cosw? + 92 sin 2) sin 0?) ——E(uE (v), 
PT IOT 
während die Gleichungen 6) für das Potential dieser Massenbelegung 
in Bezug auf Punkte der Oberfläche den Ausdruck liefern: | 


1 ; 
FE [1+ (m; +7)] 


= 


Nmusean 


DS Be (u) Ex). 


Nn=0- 30 
Durch Aenderung der willkürlichen Constanten % lassen sich diese 


beiden Formeln auch folgendermassen schreiben: 


e=1+ 3er] 


n=» s=2!n n 
2 k 
x [1—4 (p2 cosw? + g2 sin?) sin O2 >) ” eu. Da 
13) | G _ s—=( E, (A) Fs (A) ; We E 


na se.n 
D,= dm > Di E} (u) ER (v). 


nzeu) sd 


$5. Diese beiden Doppelsummen finden weiter unten ihre Anwen- 
dung auf einen Fall, wo die gesammte über der ellipsoidischen Fläche 
ausgebreitete Masse verschwindet, wo also nach der jetzigen Bezeichnung 


fe da 
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wäre, wenn die Integration über die ganze Fläche hin erstreckt wird. 
Es folgt hieraus, dass die nach 2 genommenen Summen in 13) erst bei 
n=1 beginnen dürfen. Der Beweis dieser Behauptung ergiebt sich aus 
der Betrachtung eines sehr weit entfernten Punktes. Da nämlich 


TV. Ak 
F, ’ 
nz E; Es [reis BE yM—ch 


also F sowohl mit wachsendem A’, als auch mit wachsendem n sehr klein 
wird, so reducirt sich die Doppelsumme für U, in 6) auf ihr erstes Glied 


are ko F W) 
0 ’ 


— ky0 Bye 0 0 
zB u) Mar Fo 


3 1 

Po 0 = Se ee (für ein sehr grosses A). 

0 ) ER: r \ 5 ) 
a 


Andererseits wird aber auch 


NE 


Us 


’ 


unter M die Masse der Belegung verstanden. Da M=( vorausgesetzt 
ist, so wird U,=0 (noch bevor A!=w geworden ist), woraus folgt, dass 
k,=0 zu setzen ist. 

Es soll hier sogleich noch ein genäherter Ausdruck für das Ober- 
flächenelement eines dreiaxigen Ellipsoids abgeleitet werden. Bezeichnet 
man mit do, und do, vorübergehend zwei unendlich kleine Strecken, die 
ein Punkt der Oberfläche beschreibt, dessen #, resp. w sich bezüglich 
um dÖ und dw ändern, so stehen beide auf einander senkrecht. Es ist 


++ 
2 2 
[CHE] ]ev 


daj2. d6,2= (A? — 62 cos? cosy? — c? cos O? sin v2) 
x (42 sind? — b2 sin O2 sin „2 — c2 sin 2 cos?) AO? dp? 

oder mit der immer angestrebten Genauigkeit 
= 44 [1— (p? sinw? + 92 cosy2) — (p? cosy? + 4? siny?) cos Ö2| sin O2 a0? ay, 
also | 
do,.do,—= [1—4 (p2+942) +4 (p? cosy® + g2 sinw?) sin 2] A? sin a0 day 
oder mit derselben Genauigkeit 
14) ds=[1—1(p2+4)].[1+ 4 (p?cosw? + q2sin y2) sin 0?) a2 sind dO dw. 

$6. Nach diesen Entwickelungen über das Potential und die Dich- 
tigkeit einer beliebigen über einer ellipsoidischen Fläche ausgebreiteten 


also 
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Masse sollen nun die in der Gleichung 1) vorkommenden Grössen ein- 
zeln bestimmt werden. | 


v 
) darzustellen. Für das Potential des ganzen Sy- 
on 


stems in einem äussern Punkte ergab Gleichung 5): 


b2 2 l 2,2 
et, 


0 
Zunächst ist ( 


Nun überzeugt man sich leicht, dass bei dem hier angestrebten 
Grade der Genauigkeit eine Differentiation nach der Normalen auf eine 
solche nach r hinauskommt. Denn es ist 


OPER dr 


on dr dn’ 
Er ToR Or or 
ee — C08$ — 08 
UNNOR Er re: ’ 
2 PEHLEENTET Doz 
Al 


„2 3,9.1.,308 
z p?ı z 
| =(- : En ?) 1: 

















Es ist nun 


oV. el „uay? 3 








a, Fo+ Ko) - Ti „5 


Um diesen Ausdruck für Punkte der Oberfläche darzustellen, hat man 
1 t ; 
im ersten Gliede für = den Ausdruck 3), in den übrigen aber einfach 


A für r zu setzen und erhält so 
za. Fo a »( ae a 
5 ITS FERN 1+43(#® +) —-%\» „»t4 12 ( 


oder mit derselben Genauigkeit 
F K 2 „22 
- et kart. 1er )] 


Ban rofl (»+9)].[1— % (p? cosw? + 92 sin y?) sin®]. 
Ferner ist 
F=4rıyR—E YRr— ce — Arch, V ho? — bo? VA — 092 
=4nP 1-3 (P +) —- Fri [1% (20°+009)]; 
K=4ni, 1— 3 (Po + go)» 
also schliesslich 
(z kr I AR (p2+42) 2 
15) 7 1 1 to) t3Pe+] 
x[1—3(p? cos u +4? sinw?) sin 92]. 
Es sind jetzt ferner Nds 
N und Ya 
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darzustellen. Die ganz willkürliche Function N lässt sich, wie schon in 
S 1 angedeutet ist, als Dichtigkeit und 


I ds 
b r 


als das Potential einer über der Flüssigkeitsoberfläche ausgebreiteten 
Masse betrachten und somit kann man unmittelbar die Formeln 13) zur 
Darstellung der beiden Functionen benutzen und setzen 


=[1+3%(»°+9°)] 


. Nnens=2n nn 


k; n n 
x [1— 4 (9? cosw? + 9? sin w?) sin 02] >, I B;(u)E, (v), 


DZZVES-=0 
Nds nassen 
> 2 
— =4no >" DIESER (n). 


n=1l s=U 
Hierin bilden die k dasselbe System willkürlicher Constanten, o ist als 
kleiner Factor zugesetzt, weil N in allen Punkten der Oberfläche klein 
bleiben muss; endlich sind auch die Glieder, deren n=( ist, weggelas- 


sen, weil nach SI o 
[vas=0 


sein soll, also nach $5 ku, =0 zu setzen ist. 
ST. Setzt man nun die für 


oV "Nds 
ae 5): N: EN £ 


gefundenen Ausdrücke in die Fer 1) ein, so erhält man 
W—-W,=-300l’n 


he YVNn—R sIn ke" 2 
x[1+4 (+) /fEE En SEHR ER ») 
air SU Zn: (A) F; (A) 


-(p? cos? + 9? sin 2) sin 02] sind a0 dw 


7c 
z n—® Sr n 
k 
— 34 ee rl) Re) 
[fSZ; SEN ER (A) FR (A) 


X 3 > BE: (R) E} ") sind a0 nf j 


nl 





16) 


wenn zur Abkürzung gesetzt wird 
tn 
ara ee 1-3 (+90) +3 +)]=r. 


Da es im Folgenden nur auf die Bestimmung derjenigen Grössen 
ankommt, welche von den Faectoren 9° und 9? frei sind, so können wir 
den Factor 
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[1— (p? cosy® + 92 sin p?) sin 02) 


vor das Integral setzen und ihn mit dem andern 


mr ILL IM RANIIIIILLLE 


| 1 0 
vereinigen zu dem neuen 1r3(o +7) 
(1+vp+mwg), 
in welchem v und » positive oder negative echte Brüche bedenten, die 
zwischen 0 und # liegen. 


$ 8. Bevor die Gleichung 16) für den vorliegenden Zweck geeignet 
umgestaltet werden kann, müssen folgende zwei Sätze vorausgeschickt 
Rn 


Es ist 
er n (S er or a BE) Dada 
no s=2n an 2n 
a (ee) Jferw ron snd ad. 
2. Es int a D 


N 


ın 


IM 
=M 


[SE 
.($$ 


n=a.0—2n 


> Dr 5 Be 4 fi für (Ei (a) ERv))? sind dd-ay. 


| 


end ER E” n 
Brig BSD Waren E, (u) Ö (v) 
Es (A)F%5 (A) 


is; Er (u) Es ) 0 dd dy 


IM! l 


1 


Zunächst soll bewiesen ik dass in den beiden Doppelintegralen 
J, und J, alle jene Producte verschwinden, die nicht denselben Index 2 
haben. Zu diesem Zwecke mögen die von Heine angewandten Zeichen 
C und 8 a werden zur Bezeichnung der Kugelfunctionen 
(9, y)= Ph (cos 0) cosm 
gr (0, w) = Pin (cosO) sinm y 
Setzt man statt Ö und % die elliptischen Coordinaten « und v ein, 


so sollen C (9, w) und S (0, %) bezüglich übergehen in -C [a, v] und S[a, »]. 
Zugleich erinnere man a dass 


|; fun me nmodv=0, 
fo ji SH dv—=N, 


0 


(m<n). 


17) 
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7 27 
- 
17) fo sind] Sn Ss, dv=h0, 
0 0 


wenn für die erste und dritte Gleichung die Bedingung erfüllt ist, dass 
nicht zugleich u=n und vo=m ist, während die zweite auch dann noch 


siltig bleibt. 


Denkt man sich nun die Lame&’schen Producte durch Kngelfune- 
tionen ersetzt mittels der bekannten Beziehungen 


Br) REOW)- Don m Turr], 
Lu) EC) =, Bm Amt la r], 
M; (u) M,(v) -) Ym Stm+1 [a v], 
NW)NW)=-) Sn mo] 


worin die «, ß, y, Ö gewisse Constanten bezeichnen, auf deren Bestim- 


18) 


mung es hier nicht ankommt, so erkennt man mittels 17), dass 


S 2 
——  E(u)E(v) \snO dad 
S/fiE en 2) & au dv 


n=@ s=In r=2n m 27 


en en spe E}(u) E}(v) sind ad ay, 


n=ls=0 r=0 


ks p® 2 g 
ar fi ee 2 Ei EN) 


BRIE 
x (3 ks Es (u) Es “) sin! AO dw 


0 


ei 


n=oas=?2nrz=2n 7 pn 
r 


>. Be >; rl (u)ER(v) Er (u) Er(v) sind AO dw. 


an I RrZU,.rZ=0 

Weiter soll jetzt bewiesen werden, dass in den beiden Doppelinte- 
gralen J, und J, alle jene Producte verschwinden, in denen die unteren 
Indices s und r verschieden sind. 


Zunächst ist zu beachten, dass die in den beiden Integralen in ein- 
ander multiplieirten E, und E, immer derselben ÜUlasse angehören, 
weil nach 17) alle jene Producte verschwinden, in denen die Indices 
m und » der €, resp. S$ verschieden sind, und auch jene, in denen über- 
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haupt ein € mit einem 5 multiplicirt auftritt. Zur weitern Beweisführung 
dient der bekannte Satz, dass 


SS Erw EI) Er ER) ar de=0, 
00 


wenn die E, und E, derselben Classe angehören und r von s verschie- 
den ist. 


Um dieses Integral mit dem in J, und J, vorkommenden vergleichen 
zu können, führe man für & und e die Polarcoordinaten OÖ und w ein 


und setze also 
sind dd dw statt (u?—v?) d&de, 


“. vw “ . . TE 
wodurch auch die oberen Grenzen ® und » beide sich in — verwan- 


2 
deln. Es ist also 


„w|N 


19). Ei (u)Es (v) Er (u) Er (v) sind ad ay=0,' 


ABenen Er 


0 
wenn r und s verschieden sind. 


Es kommt jetzt ersichtlich darauf an, das in J, und J, vorkommende 


Doppelintegral auf die Grenzen 0 und I zu redueiren, sowohl für », 


2 
als für 6). Man denke sich wieder die Producte E(k).E(v) nach 18) 
bezüglich durch die € und S ersetzt, und man wird mit Hilfe von 17) 
sofort erkennen, dass die Veränderlichen ® und Y nur in den Quadra- 
ten [C (0, vw) und [S(O, w)]? auftreten können, mit alleiniger Ausnahme 
des Factors sind im Oberflächenelement. Betrachtet man nun in dem 
Doppelintegral nur die Integration nach Yw und bezeichnet es mit 
2 


Sr, 


0 
so kann man setzen 


27 


7 2 
fra = /Aay +f4 da. 
0 a 


v0 


Setzt man im zweiten Theile m + % an Stelle von %, so erhält man 


den ersten, also ist 
27 


. T 
JS» ay=2faay. 
0 


0 | 
Es ist weiter 
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n 2 72 
2| ay=2 say +2f day. 
0 0 m 


2 


Setzt man im zweiten Theile a — y an Stelle von ı, so erhält man 


wieder den ersten, also ist 
7I 


am 2 | 
Sraw=af aan. 
0 0 


Betrachtet man aber jetzt nur die Integration nach O und bezeich- 
net den zuletzt gefundenen Ausdruck mit 


IT 
- fa sin ad, 
| 0 
so kann man: setzen 
TC 
m 2 7 
41 Bsind ad = fr sind daO + af sind ad. 
o 0 # 
9, 


Setzt man im zweiten Theile m -—- O statt O, so erhält man den ersten, 
also ist 


n r 
fr nA = SL Bsind ad. 
0 0 


sl 3 


Man kann also in dem in J, und J, auftretenden Doppelintegrale 


* TE . 
als obere Grenzen von Ö und w einfach — setzen, wenn man zugleich 


2 
das Integral mit 8 multiplieirt. Dadurch erhält man aber das Integral 
19), welches verschwindet, so oft r und s verschieden sind. Dadurch 
sind nun die beiden in diesem Paragrapben aufgestellten Sätze bewiesen. 


Statt sind aD da möge Kürze halber ds, gesetzt werden, ebenso statt 
Ks 
Br (A) F% (A) 
einfach %,, wobei zu beachten ist, dass * und Ak immer zugleich reell 
oder rein imaginär sind, da E(A) und FA) stets reell bleiben. 


Durch alle diese in SS 7 und 8 besprochenen Umwandlungen nimmt 
‘ Gleichung 16) folgende Gestalt an: 


Zeitschrift f. Mathematik u. Physik, XXIT, ?. | D 
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ee re a re 


W-W,=-— 
202022? a I 147-3 Es (A) Fs(A)+ (14 2)(vp? + mg?) f (1 Es(u) EsW))?ds, , 


nl 
worin die Integration sich über eine Kugelfläche vom Halbmesser =1 


erstreckt. 


$S 9. Um über das Vorzeichen dieses Ausdruckes entscheiden zu 
können, ist es nöthig, die Grösse AE(A)F(A) genauer zu untersuchen. 
Bezeichnet 4 eine unbestimmte Grösse von der Ordnung der Excen- 
tricitätsquadrate, so wird sich herausstellen, dass Ä 
1 
A E” (A) Fr (A) AN A + 2%. 
Zunächst ist leicht zu erkennen, dass 
Ero)=ar + 22. 
Es sind nämlich alle in den E vorkommenden Coeffieienten 9, bekannt- 
lich von derselben oder noch niedrigerer Ordnung, wie »° oder 9°, mit 
Ausnahme des ersten 9,, der oben =1 angenommen wurde. Entwickelt 
man nun noch die Factoren VR—b, VR—c, Vı?—b? Ve—e nach 
Potenzen der Excentriecitätsquadrate, so ist sofort klar, dass 
| Er (A)=A+ 4% 
Nun ist aber 
di 


zz 
A 


ferner ist 
1 4 
— (AR LIN-?— — 2 
On 
und | 
Aue 1 +1? 
Vı—b? VER 1 i 
also 


1 
a an + #) =) (mt). 


Dafür lässt sich = auch schreiben 
a Er (A) 1 i 
ee A — m 
OnFIa. rar On +) ama)t 
woraus folgt 1 
n n = 2 
ma) Pra)=.,7t4: 
wie oben behauptet war. 
Bezeichnet also «, irgend eine endliche, weiter nicht zu bestimmende 
Grösse, so erhält man schliesslich für die Zunahme des Potentials des 


ganzen Systems auf sich selbst die Formel: 


Von J. Hacen. 83 


AARANAANANNANANDEI III SL LIE ST II IS SS DIS CS CS LI IL DS CSS DL LI ILL SS DS PL ILS CS EST L ST SS GSLT LIST SL LS AL LAS GL LE L LS LE LT LE LL LU 


20) W-W=-—- een 


32 
x) +(+7—u)(wp?+wq)] F DD) (Hs Era) Erw)? as, 


su 


3 s—4 
+ 2 +:+(1+7— 4)(vp®+w4)] ale 


s—V 


+ B+r+ll4r-u)op?+ng) MfS DM Eile) Ei)? ası+.. 


on Is In 2 1 
Hlangıt" + (14 7-un)(vp? te) / 2% Eu (u) Es)" dsı +... 


Obwohl u mit s sich ändert, ist es doch der Einfachheit wegen vor 
das Summenzeichen gesetzt worden, da es auf den Werth der mit »° und 
q° multiplieirten Grössen nicht ankommt, und es genügt, wenn dieselben 
nur endlich bleiben. Die Integrationen erstrecken sich über eine Kugel- 
fläche mit dem Halbmesser =1, endlich bezeichnet z den folgenden 
Ausdruck: - 0 (MN? i 

| or wi 1 (pr ta) tt). 


A 


S 


$ 10. Die Gleichung 20) giebt nun die Bedingungen an, unter 
welchen eine über einem dreiaxigen Ellipsoid von kleinen Excentricitäten 
ausgebreitete Flüssigkeit im stabilen Gleichgewichte ist, wenn sie 
selbst ebenfalls die Gestalt eines dreiaxigen Ellipsoids mit kleinen Ex- 
centricitäten annimmt. Da nur reelle Verschiebungen der Flüssigkeit in 
Betracht kommen, so müssen die Grundzahlen der in den Summen vor- 
kommenden Quadrate reell sein (vergl. die Entwickelung für N in $ 6), 
woraus folgt, dass sämmtliche Integrale in 20) positiv sind. Da aber 
die Glieder von der Ordnung p° und 4° keinen Einfluss auf die Zeichen 
der vor den Integralen stehenden Factoren haben, da ferner r positiv 
ist, wenn 0,>o, negativ, wenn g,<e, so folgt, dass die Differenz 
W—-W, für jede reelle Erschütterung der Flüssigkeit negativ wird, wenn 
> 0, hingegen positiv oder negativ, wenn eg, <g, je nach der Art der 
erwähnten Erschütterung. Ist aber 9=e oder ist ,=0, so ist auch 
t=( und, weil die Flüssigkeitsoberfläche nach den Erörterungen in $ 2 
in diesen beiden Fällen die Kugelgestalt annimmt, auch ”?=4g’=0, so 
dass W— W, für jede reelle Erschütterung negativ wird. Hieraus ergiebt 
sich nun folgendes Resultat: 

Ist die Dichtigkeit der Flüssigkeit kleiner als die des 
festen Kernes, so ist das Potential des Systems auf sich 
selbst in der oben definirten Gleichgewichtslage ein Maxi- 
mum, also das Gleichgewicht stabil. Ist dagegen die Dich- 
tigkeit der Flüssigkeit grösser als die des festen Kernes, 


so ist das Potential des Systems auf sich selbst in der 
6* 
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erwänten Gleichgewichtslage weder ein Maximum, nocheein 
Minimum, das Gleichgewicht also im Allgemeinen labil. Ist 
endlich die Dichtigkeit der Flüssigkeit gleich der des Ker- 
nes oder ist gar kein Kern vorhanden, in welchen beiden 
Fällen die Gleichgewichtslage der Flüssigkeit die Kugel- 
sestalt ist, so ist das Potential des Systems auf sich selbst 
in dieser Lage wieder ein Maximum, das Gleichgewicht also 
ebenfalls stabil. 

- Dass es für den Fall, wo 9,< e ist, solche Erschütterungen der 
Flüssigkeit giebt, für welehe W-W, positiv wird, erkennt man sofort, 
wenn man dieselben derartig voraussetzt, dass N nur durch Lame&’sche 
Functionen erster Ordnung ausgedrückt wird, wenn man also setzt 

s=?2 
N=[144(p+)] 1 4(p? cosw®+ gEsin w2) sin02]o I’ h, E, (u) Ex(v), 
wel... BE 
Denn in diesem Falle reducirt sich die Reihe für W—W, auf ihr erstes 
Glied, welches sicher positiv ist. Will man eine derartige Erschütterung 
geometrisch untersuchen, so hat man zu setzen 


Ku), LW)=Ya—, M=Yu—c, N'=0, 
N=[1+%(9°+43)][1— 4 (P?cosy? + 4? sin w2) sin O2] 6 

x [pur th, V®—yYr—0? +h,VYw— eVYrr—e] 

— 6[1— 4 (pP? cos? + 9? sin y?) sin O2] | 

x [4 cos0 + B(1+ 492) sind cos + C(1+ 492) sind sinw], 
wenn man den Factor [1+4(»°+9%)] in die Constanten legt und des 
Folgenden wegen B(1+3p»°) und C(1+49?) statt 3 und CO schreibt. 
Aus S3 erhält man aber 


also 


y 


=, sind sy + (14499), sind siny=— (1449), 


also 


| b2y2 + 0222 : 
N 11-3 7 [a4 zu4 m 2 +40], 
also mit Zuhilfenahme von 3) 
b2 2 2,272 3 . 
N= 014] (aö+Ba4m) 2 +eu4R,| 


oder mit derselben Genauigkeit 


2,2 2,2 FR 
=: 1- FE]. [a2 + 2492 +04) 2], 


22 





folglich nach 10) 

N=6[|4cosa+ Bcosß + cosy] = 6 V#+ B?+C? cos6, 
wenn «, ß, y, wie früher, die Neigungen der äusseren Normale zu den 
Axen der «, y, z, und ö den Winkel bedeuten, welchen diese Normale 
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mit einer gewissen constanten Richtung bildet, deren Neigungen zu den- 
selben Axen die folgenden drei Cosinus besitzen: 


4 B C 


VR+BFO VEFB+O VYErmLOR 
‚Es folgt nun aus diesem für N gefundenen Ausdrucke, dass durch 
die Lam&’schen Functionen erster Ordnung eine derartige Verschiebung 
der Flüssigkeit ausgedrückt wird, bei welcher alle Punkte der ursprüng- 
lichen ellipsoidischen Oberfläche parallel einer beliebigen, aber 


constanten Richtung um die gleiche Strecke sYyA+B?+ (0? 
verschoben werden. 

Ist also in diesem Falle e,>o,, so wird die Flüssigkeit die oben 
angenommene Gleichgewichtslage verlassen. Ist aber o=.@, oder ist 
A,=0, so wird offenbar das Gleichgewicht auch nach einer derartigen 
Verschiebung fortbestehen, wie vor derselben, es wird also gegen eine 
solche Verschiebung indifferent sein, und in der That weist auch die 
Gleichung 20) für #7— W, den Werth Null auf. 


Anmerkung. Schliesslich soll noch auf folgende zwei Punkte auf- 
merksam gemacht werden: 

1. Aus den im $ 2 gemachten Bemerkungen erkennt man, dass die 
Flüssigkeit im stabilen Gleichgewichte mit dem festen Kerne immer 
gleichartige Krümmung besitzt und dass das Gleichgewicht labil 
wird, sobald Flüssigkeit und Kern ungleichartig gekrümmt sind. 
Zugleich wird man sich erinnern, dass immer eine ellipsoidische Gleich- 
gewichtsfigur mit kleinen Excentrieitäten für die Flüssigkeit existirt, so 


lange Sr} ist, dass dies aber für . nicht mehr allgemein der 
g 


Fall ist. Wie also der Grenzwerth °° — —=+ für die Gleichgewichtsfiguren 
2 


überhaupt eine Bedeutung hat, so findet dies auch statt in Bezug auf 


die Stabilität des Gleichgewichtes. So lange nämlich © >}, bleibt auch 
0 


S 


der absolute Werth von 


(a) tad ++ 


stets kleiner als #, da man den Ausdruck 

Aa ’ 

es 1 er (Po + 90) + + (p?+4°)] 
immer kleiner als 1 annehmen kann. Daraus folgt aber, dass in der 
Gleichung 20) sämmtliche Glieder mit Ausnahme des ersten stets nega- 


tiv sind. Schliesst man also bei den zu betrachtenden Erschütterungen 
der Flüssigkeit diejenigen aus, welche durch Lam&'sche Functionen 
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erster Ordnung dargestellt werden und also nach dem ÖObigen in einer 
parallelen Verschiebung aller Oberflächentheile um eine gleiche Strecke 
bestehen, so bleibt unter der Voraussetzung, dass 


nt 


das Potential des Systems auf sich selbst für alle anderen Erschütte- 
rungen ein Maximum, das Gleichgewicht also in Bezug auf dieselben 
stabil. 

2. Die Uebereinstimmung der Gleichung 20) mit den beiden von 
Giesen für die Kugel nnd das Rotationsellipsvid aufgestellten Gleich- 
ungen erkennt man sofort, wenn man bedenkt, dass nach den beiden 
in $ 8 aufgestellten Sätzen | 


8=2n SER 2 
": > (} EX (u) Ev)? ds, = en (3 ER (u) ei) ds, 
N) s=0 


und dass 
s=?!n 


73 Er (u) ER (v) 
s—— 
mit einer gewöhnlichen Kugelfunetion nr! Ordnung identisch ist. Der 
von Giesen eingeführten Grösse A entsprechen hier x und v, deren 
Summe kleiner ist als 1, ebenso entspricht der unbestimmten Constanten 
vn bei Giesen hier «n- | 


V. 


Ueber die Fundamentalwerthe des allgemeinen 
hypergeometrischen Integrals. 


| Von 
A. RADICKE, 


Lehrer an der Realschule zu Bromberg. 


In seiner Abhandlung über die Gauss’sche Function F (a, ß,y, x) 
(Abh. d. Soc. d. Wissensch. zu Göttingen, 1857) hat Riemann die 
Function, welche die Ditferentialgleichung der hypergeometrischen Reihe 
löst, in die 'I'heorie der Functionen complexer Variablen eingeführt und 
mit Rücksicht darauf, dass die verschiedenen Partieularlösungen jener 
Differentialgleichung auch in Form von .bestimmten Integralen dargestellt 
werden können, welche die unabhängige Variable der Differentialgleich- 
ung als Parameter enthalten, am Schlusse darauf hingewiesen, dass 
die Eigenschaften jener Function auch aus ihrer Integralform her- 
geleitet werden können. Durch eine Abhandlung von Herrn Poch- 
hammer „Ueber hypergeometrische Functionen n'“ Ordnung“ (Crelle’s 
Journ. Bd. 71), namentlich aber durch die im folgenden Bande (8. 255) 
befindlichen Bemerkungen zu dieser Abhandlung von Herrn Fuchs ist 
ein Theil dieser Frage, soweit es sich nämlich um die Eindeutigkeit und 
Stetigkeit der einzelnen Zweige der Function handelt und so lange nicht 
der Punkt & als Grenze der Integrale in Betracht kommt, erledigt wor- 
den. Es fehlt noch die Herleitung der Relationen, die zwischen den 
einzelnen Integralen bestehen, oder mit anderen Worten die Herleitung 
einer den Fundamentalsystemen des Herrn Fuchs entsprechenden Grup- 
pirung der in Rede stehenden Functionen aus ihrer Integralform, wozu, 
wie sich ergeben wird, der Punkt ® als Grenze nothwendig ist. Diese 
Lücke auszufüllen, ist der Zweck der folgenden Zeilen. 


Das Integral 


1) fvaz, 


in welchem U das Product 
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(2— a,)% (z—a,)% ... (2 an)® 


und ayd,... Any &yly.:.&n, %, und 2, beliebige complexe Grössen beden- 
ten, ist unendlich vieldeutig, weil die zu integrirende Function für den 
Anfangswerth z, unendlich viele Werthe hat und weil der Integrations- 
weg völlig willkürlich ist. Durcli Annahme eines bestimmten Inte- 
grationsweges, der freilich durch keinen der singulären Punkte 4,4,...4n 
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oder & hindurchführen darf, kann die zweite Ursache der Vieldeutig- 
keit beseitigt werden, und durch Fixirung eines bestimmten Anfangswer- 
thes von U für z, auch die erste, wenn nicht z, mit einem der singulären 
Punkte zusammenfällt. Allein gerade diesen Fall werden wir im Fol- 
senden vorzugsweise zu behandeln haben, und deshalb bemerken wir 
von vornherein, dass das Integral 1) nach Festsetzung eines bestimmten 
Integrationsweges, wenn z, einer der singulären Punkte «„a, ...«„ oder 
& ist, nur bis auf einen willkürlichen eonstanten Factor bestimmt ist. 
Es wird unsere nächste Aufgabe sein, zu untersuchen, welche Be- 
ziehungen zwischen zwei Integralen 1) bestehen, wenn verschiedene In- 
tegrationswege zwischen denselben Grenzen z, und z, gewählt werden. 
Zu diesem Zwecke stellen wir zuvörderst einige Sätze auf, die aus der 
Theorie der Functionen complexer Variablen oder aus der 'T'heorie der 
bestimmten Integrale entweder unmittelbar bekannt sind oder sich leicht 
herleiten lassen. 


2. 


I. Wenn «, untere oder obere Grenze des Integrals 


fea: 


ist, so hat dasselbe nur einen Sinn, wenn a,+1>0 ist. Dies ist 
gleichzeitig die Bedingung dafür, dass dasselbe Integral, auf einem un- 
endlich kleinen um z=a, beschriebenen Kreise genommen, verschwindet. 
Bezeichnen wir nämlich zuerst den mit dem endlichen Radius r um z=a 
beschriebenen Kreis durch X, und die im Punkte a+re!? beginnende 
Integration über denselben dadurch, dass wir (A)g dem Integrationszeichen 
hinzufügen, so wird in 2 
J=I| (z—-aj*%dz 
5 
die Integration dadurch ausgeführt werden, dass man 
z=a+trei! 
setzt und in Bezug auf ! von 9 bis $+ 2 integrirt. Man erhält so 
| 9+2% 
Jzirarı fertetdear, 
” 
und da das letzte Integral den Werth 
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j 1($ +27) _ gila+1)$ Irzia_ 
ei(a+ + 7) eit&+1) sa e?rie __1 
i(@+1) i(@+1) 
hat, so ergiebt sich 
; r@&+1ei9(e +1) 
EN UNE IT 5 (Bra), 
at 1 
Für e&=—1 wird J=%, und nach dessen gehöriger Bestimmung, 


wie es sein muss, gleich 2; ist @ gleich irgend einer andern positiven 
oder negativen ganzen Zahl, so verschwindet J für jedes endliche r, wie 
ebenfalls bekannt. In beiden Fällen ist also das vorliegende Integral 
von re!”, d. h. dem gemeinsamen Anfangs- und Endpunkte der Integra- 
tionscurve, unabhängig. Für beliebige, nicht ganzzahlige Werthe von « 
dagegen hängt J im Allgemeinen von re?” ab, verschwindet aber für 
unendlich abnehmende 7, wenn &-+1>0 ist. 

Da nun der Ausdruck nn für z=a, endlich ist, so wird das 

x 

Integral 1) ebenfalls, wie oben behauptet wurde, unter der Bedingung 
&+1>0 verschwinden, wenn als Integrationsweg der um z2=«, mit 
unendlich kleinem Radius beschriebene Kreis genommen wird. 

Es wird im Folgenden stets angenommen werden, dass die Beding- 
ungen 


o+1>0..m+1>0 und s+1<0, 


wo %+a+::..+%=s gesetzt ist, erfüllt sind, so dass das Integral 


fva: einerseits einen endlichen Werth behält, wenn einer der n+2 
€ 


singulären Punkte a, 4, ...4n „oder & als untere oder obere Grenze 
gewählt wird, andererseits verschwindet, wenn um einen dieser Punkte 
. auf einem unendlich kleinen Kreise integrirt wird. 


II. Die Umformung der Integrationswege. Es bezeichne Z 
eine geschlossene Curve, die keinen singulären Punkt umgiebt, und 
Ly,3,i.. eine solche, die nur die singulären Punkte a, aza;... umschliesst. 
Wenn ferner Z oder Z,,ı,:.. Integrationscurve ist und die Integration in 
dem auf der Ourve liegenden Punkte z, beginnen soll, so wird dies 
durch das Zeichen Z° resp. Z',,2,:.. angedeutet werden. Endlich soll 
keine der Curven Z durch einen singulären Punkt selbst hindurchgehen. 
Dann ist 


a) fe dz=(0, 
(L)) 
so dass statt einer Integrationscurve, die keinen singulären Punkt um- 
giebt, irgend eine andere genommen werden kann, für die dasselbe gilt. 
b) Das Integral 
fva: 
(L’,) 


J 
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ist von der Form der Curve Z, unabhängig, so lange der Anfangspunkt 
x, ungeändert bleibt und keine anderen singulären Punkte in die Curve 
eintreten. Dies ergiebt sich leicht aus dem vorhergehenden Satze, da 
die beiden im Punkte z, zusammenhängenden geschlossenen Curven in 
einem continuirlichen Zuge, die eine direct, die andere invers durch- 
laufen werden können und beide zusammen keinen singulären Punkt 
einschliessen. Wenn also der Integralwerth für verschiedene einen sin- 
gulären Punkt umgebende Curven ungeändert bleiben soll, so muss der 
Anfangswerth z, für alle derselbe sein. — Für zwei Punkte 2°, und Bi, 
die beide nur einen singulären Punkt a, umschliessen, aber verschiedene 
Anfangswerthe z, und z, haben, findet man die Beziehung 


2 
fva:- ante Uaz= (1 errien)f | Udesa 


(LP) (L,) % 
welche für ein ganzzahliges «, in die bekannte, für solche Functionen 
U giltige Formel übergeht, deren Zweige in der Umgebung von a, mo- 
nodrom sind, 
Da nun, wenu wir z, unendlich nahe an a, rücken lassen und für 
2, den unendlich kleinen um «a, beschriebenen Kreis wählen, das zweite 
Integral linker Hand nach Satz I verschwindet, so ergiebt sich die wich- 


tige Formel 
ü 
ps dz=(1-— nie) [ 
(Z°,) &o 
nach welcher jedes auf einer beliebigen, einen singulären Punkt umschlies- 


senden Curve genommene Integral in ein auf gerader Linie genomme- 
nes“Integral, multiplieirt mit einem constanten Factor, transformirt wer- 


4 





IA 25 


den kann. 
c) Es sei r'r"...r® eine beliebige, aus den Zahlen 0, 1,2... ent- 
nommene Gruppe von i Zahlen, so fragt es sich, welche Umformungen 


der Integratiousweg des Integrals 
. 


Udz 
(D’,,, KR +) 
zulässt. Offenbar kann für Z%,, ,r,..ri) wie vorher jeder andere Weg 
gewählt werden, der nur z, zum Anfangs- und Endpunkte hat und die- 
selben singulären Punkte umschliesst, also z. B. der folgende Weg: die 
von 2, nach a, gezogene Gerade, der um a, mit unendlich kleinem 
Radius beschriebene Kreis, die von «a, nach 2, zurückführende Gerade, 
die von z, nach a,” gezogene Gerade, der um a,» beschriebene unend- 
lich kleine Kreis, die von a,» nach z, zurückführende Gerade u. s. w. 
Durch Benutzung dieses Weges, des Satzes I und des schon mehrfach 
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% 
angewendeten Satzes, dass die Function U durch direete Umgehung des 
Punktes a, den Factor e?”ie, annimmt, a sich dann 


vd, aflen 


(Dr, 7"... rt) 

wo die ö Constanten © von den Exponenten ar @&r ... &i) abhängig 
sind. Die Umformung des gegebenen Integrationsweges ist hier so be- 
werkstelligt, dass nur ? Verbindungslinien der ö+1 Punkte 2,4 a"... 4,6) 
und i Kreisperipherien übrig bleiben. Denselben Bedingungen genügen 
aber ausser der angegebenen noch verschiedene andere Umformungen 
des gegebenen Weges Z’,,,,,..,«).. Wir erhalten dieselben, wenn wir 
um 4, dyr..,dri) Kreise mit hinreichend kleinem Radius beschreiben und, 
indem wir auf jedem derselben einen beliebigen Punkt resp. durch ar 
Ay’’...A,6) bezeichnen, zwischen den öi+1 Punkten 2, Ar... art) ö je 
zwei verbindende Linien ziehen, ohne dass eine geschlossene Figur ent- 
steht. Alsdann wird es immer möglich sein, die beiden Ufer jener i 
Linien und die Peripherien der i Kreise in einem continuirlichen, in 2, 
beginnenden und schliessenden Zuge zu durchlaufen. (Näheres über die 
Begründung dieser Behauptung s. in Nr. 4.) Werden dann die Kreise 
mit unendlich kleinem Radius genommen, so dass die Punkte a mit den 
Punkten « zusammenfallen, so ergiebt sich eine der vorigen analoge 
Gleichung, auf deren rechter Seite ö Integrale stehen, deren Grenzen 
sich, wie vorher angegeben, aus den Punkten 2,4 ar ... d,() ZUSam- 
mensetzen. 

Es mag noch bemerkt werden, dass, wenn die Summe der Expo- 
nenten &r ar”... &,6) eine ganze Zahl ist, das über die Curve L’y 7”, rt) 
genommene Integral vom Anfangspunkte z, unabhängig wird, weil dann 
die zu integrirende Function für das von z, ausgehende und das nach 
na zurückführende Integral denselben constanten Factor hat. In diesem 
Falle kann also eine Zusammenziehung der gegebenen Curve Dr. {ty 
ohne Rücksicht auf den Punkt z, stattfinden. 


3. 


Vermittelst der gewonnenen Resultate lässt sich bereits die am 
Schlusse von Nr. 1 gestellte Frage beantworten. Irgend zwei beliebige 
von z, nach z,, aber durch keinen singulären Punkt hindurch führende 
Wege bilden, wenn wir den einen in umgekehrter Richtung nehmen, 
eine geschlossene Curve Z%r, ,”,..,(. Verstehen wir also unter g und 4 
zwei beliebige der Grössen 2,4,4,...4n, go ergiebt sich, dass die Diffe- 
renz zweier verschiedener Werthe des Integrals 1) sich stets ausdrücken 
lässt durch eine Summe von Integralen der Form 
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“ 
fo dz, 
g > 
jedes multiplieirt mit einer Constanten, die ihrerseits die Form e?’*!« 


— e?”'P hat, wo « und ß auf einfache Weise von den Exponenten 
@»..@n abhängen. Es versteht sich, dass die Hinzuziehüng des Punk- 
tes © für g oder A hier noch nicht nothwendig ist, so lange es sich 
nur um endliche Integrationswege handelt. 

Erwägen wir ferner, dass jedes zwischen den Grenzen :, und z, 
genommene Integral in zwei andere zerlegt werden kann, die beide zur 
untern Grenze irgend einen singulären Punkt haben, so finden wir, dass 
wir ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit uns auf die Betrachtung 
derjenigen Integrale beschränken können, deren untere Grenze a, ist 
(r=0,1,2,...n). Wir nennen im Folgenden, indem wir uns an ana- 
loge, theils von Herrn Carl Neumann, theils von Herrn Pochham- 
wer eingeführte Bezeichnungen anschliessen, das Integral | 


s 
I) e fva: 


Ur 
das „allgemeine hypergeometrische Integral‘ und die Integrale 
a7 
In) fva:, 
Ar 


wo a, und «z irgend zwei der n+?2 Punkte a,a,...4„ oder & bedeu- 
ten, die „Fundamentalwerthe‘ des allgemeinen hypergeometrischen 
Integrals. Dann können wir den gefundenen Satz zunächst folgender- 
massen aussprechen: 

„Irgend zwei auf verschiedenen Integrationswegen genommene 
Integrale I) unterscheiden sich von einander durch einen linearen 
homogenen Ansdruck der Fundamentalwerthe mit constanten Üoeffi- 
cienten“ (wobei zunächst vom Punkte w als Grenze abzusehen ist). 

Die Coeffieienten dieses linearen homogenen Ausdrucks sind durch 
die Integrationswege bestimmt. Ist also kein bestimmter Weg vorgeschrie- 
ben, so involvirt das allgemeine hypergeometrische Integral willkürliche 
Constante, deren Anzahl,‘ wie man leicht erkennt, mit der Anzahl der 
von einander unabhängigen Fundamentalwerthe II) übereinstimmt. 
Um diese Anzahl zu bestimmen, ist es nothwendig, zu untersuchen, ob 
zwischen den Fundamentalwerthen Relationen bestehen, und welche 
dieses sind. 


4, 


Indem wir uns die unabhängige Veränderliche, wie gewöhnlich, auf 
einer Kugelfläche mit unendlich grossem Radius beweglich denken und 
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den Punkt & von jetzt ab durch a„+1 bezeichnen, erhalten wir vermit- 
telst Nr. 2 die Gleichung 
III) f TOR R 
(9, Re, 
welche besteht, weil die hier angewendete geschlossene Integrationseurve 
auf der einen Seite keinen singulären Punkt einschliesst. Es wird in 
der That im Folgenden gestattet sein, den Punkt &=a,„,+1 ebenso, wie 
die endlichen singulären Punkte zu behandeln, da nach den gemach- 
ten Voraussetzungen das betrachtete Integral "einerseits den Punkt 
als Grenze erhalten darf, andererseits verschwindet, wenn auf einem 
unendlich kleinen um & genommenen Kreise oder auch auf einem un- 
endlich grossen um den Nullpunkt beschriebenen Kreise integrirt wird. 


Die Curve Z%y,1,2,..n+ı kann nun, ebenfalls nach Nr. 2, beliebig, 
d. h. ohne Rücksicht auf den Punkt z,, zusammengezogen werden, wenn 
kein singulärer Punkt überschritten wird. Um diese Zusammenziehung 
so zu bewerkstelligen, dass die Gleichung III) die gesuchten Relationen 
zwischen den: Fundamentalwerthen des allgemeinen hypergeometrischen 
Integrals liefert, beschreiben wir zunächst um jeden der n-+2 Punkte 
@y@y...Am+ı Kreise mit kleinem Radius, bezeichnen auf jedem dersel- 
ben einen beliebigen Punkt durch a, und haben nun zwischen diesen 
letzteren solche Verbindungslinien zu ziehen, dass deren beiderseitige 
Ufer im Verein mit den äusseren Seiten der Kreisperipherien in einem 
continuirlichen Zuge durchlaufen werden können. Es wird dies beispiels- 
weise erreicht werden durch die n-+-1 Verbindungslinien 99,5 Ada, ».. 
AnAn-+ı oder durch die n-+1 Verbindungslinien, die wir aus den vori- 
gen erhalten, wenn wir die Punkte in irgend einer andern Reihenfolge 
nehmen, oder auch durch die +1 Verbindungslinien a94,, Ayflg, »:- 
AgAzrı u. s. w. Allein es kommt hier darauf an, alle möglichen Arten 
ins Auge zu fassen, durch welche jene »+2 Punkte auf die verlangte 
Art, d. h. so, dass mit Zuhilfenahme der Kreise ein continuirlicher Zug 
entsteht, mit einander verbunden werden können. Mit Rücksicht hierauf 
lässt sich zeigen, dass die Anzahl jener Verbindungslinien nicht mehr 
und nicht weniger als n-+1 betragen darf; denn zunächst müssen die- 
selben so gewählt werden, dass nicht drei oder mehr als drei eine ge- 
schlossene Figur bilden, weil es sonst nicht möglich wäre, ohne Ueber- 
schreitung der Grenze in einem continuirlichen Zuge von der einen Seite 
derselben auf die andere zu gelangen. Nun lehrt eine einfache geo- 
metrische Betrachtung, dass man zwischen v gegebenen Punkten nicht v 
oder mehr je zwei verbindende Linien ziehen kann, ohne dass mindestens 
eine geschlossene Figur entsteht. Hieraus ergiebt sich für unsern Fall, 
dass die Anzahl der Verbindungslinien höchstens n +1 betragen darf. 
Aber diese Zahl muss auch erreicht werden, weil bei einer kleinern An- 


94 Ueber die Fundamentalwerthe etc. 


LUIAÄANANNNTIILIS III ULLI I HL LT SS SI NS SL CL DI GL IS Sr 





unnnrn 





N ISSN MNMIINV VD DU DE 


zahl die Punkte a, in einzelne getrennte Gruppen zerfallen müssten, so 
dass wieder der verlangte continuirliche Zug nicht möglich wäre. Nach- 
dem wir so gefunden, dass die Anzahl +1 für die zu zeichnenden 
Verbindungslinien zugleich nothwendig und hinreichend ist, erkennen 
wir noch leicht, dass dieselben nicht beliebig sein können, sondern so 
gewählt werden müssen, dass keine geschlossene Figur entsteht. Denn 
in. diesem Falle würden wieder getrennte Gruppen von Punkten auftre- 
ten, was aber nicht sein darf. 

Wir wollen im Folgenden ein System von v—1 Linien, die zwi- 
schen v Punkten so gezogen sind, dass keine geschlossene Figur ent- 
standen ist, „ein zu jenen v Punkten gehöriges vollständiges Linien- 
system“ * nennen, und nun die Integration über die beiden Ufer eines 
zu den n-+2 singulären Punkten der Function U gehörigen vollständigen 
Liniensystems und die zugehörigen Kreisperipherien wirklich ausführen. 
Es ist klar, dass die zu integrirende Function auf den beiden Ufern der- 
selben Verbindungslinie sich nur durch einen constanten Factor unter- 
scheidet, welcher die Form e?='@ hat, worin « einen linearen homogenen 
Ausdruck der Exponenten «, mit den Coeffieienten +1 oder —1 bedeutet. 
Zur Erläuterung soll die Zerlegung des Integrals für einen bestimmten 
Integrationsweg, der aus den beiden Ufern des vollständigen Linien- 
systems Aydy, Ayfgy. « Anda+ı und den Peripherien der Kreise A, X, 
An+ı bestehen ünd im Punkte a, beginnen mag, wirklich ausgeführt 
werden. Wir finden zunächst 


An +1 
ferrfi dz-+.. fr 


N, 


A,—1 


Rn 5 
+fü dz-+ rim | Udz-+e-?ris P[Udz-+ aim (U dz 


A, +1) +1 MU) N = 
Zipingh | 
a ET 
L errmitate [U dz-+ ni Da: + eric (0 dz 
&) a (%) 


Lassen wir nun die Punkte a, unendlich nahe an die entsprechen. 
den Punkte a, rücken, so dass die über die Kreise U, genommenen 
Integrale verschwinden, und ziehen wir die zwischen denselben Grenzen 
genommenen Integrale derselben Function U zusammen, so geht die 
Gleichung in folgende über: 


* Eine andere charakteristische Eigenschaft eines vollständigen Liniensystems, 
die ebenfalls als Definition benutzt werden könnte, ist die, dass man vermittelst 
desselben von jedem der v» gegebenen Punkte zu jedem andern, aber nur auf einem 
Wege, gelangen kann, 
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a 
(1-e- ana) (U de+(1— ertmimtan Var ui. 
do ; 


a 


IV) 
= 
+ (1— er?"ilar& +. ten) fva: =, 


4, 
so dass zwischen den n+]1 ndsloentalwarthän 
Leu &» 
jva: jva «| Var 
d, a Gn 
eine lineare homogene Gleichung mit eonstanten Coefficienten besteht. 
Gleiches gilt offenbar von irgendwelchen n+1 Fundamentalwerthen, 
wenn tur ihre Integrationswege ein zu den n-+2 Punkten m,a,...An+ı 
gehöriges vollständiges Liniensystem bilden. 

Die Gleichung IV) oder die ihr analogen Gleichungen gehen in 
lineare homogene Gleichungen von einem niedrigeren Grade über, wenn 
einer oder mehrere der Coefficienten verschwinden; und dies tritt offen- 
bar ein, wenn einer der Exponenten &,«,...@n oder die Summe einiger 
von ihnen eine positive oder negative ganze Zahl ist. Des Folgenden 
wegen hebe ich den Fall besonders hervor, wenn die Summe zweier 
Exponenten, z. B. a, +, eine ganze Zahl ist. Alsdann ist offenbar 
das auf dem Wege Z°,, genommene Integral von dem Anfangswerthe z, 
unabhängig, und hieraus folgt, dass das zwischen den Grenzen a, und 
a; genommene Fundamentalintegral linear homogen durch n —1 andere 
Integrale ausgedrückt werden kann, deren Wege ein vollständiges Linien- 
system bilden, welches zu den nach Ausschluss von a, und a7 noch 
übrig bleibenden n singulären Punkten gehört. 


5. 


Nach Nr. 4 können durch rn Fundamentalwerthe, deren Integrations- 
wege keine geschlossene Figur involviren, alle übrigen linear homogen 
mit constanten Üoefficienten ausgedrückt werden. Ein System von sol- 
chen n Fundamentalwerthen, welche dieser Bedingung genügen, wird 
nach Herrn Fuchs ein Fundamentalsystem genannt. Der am Schlusse 
von Nr. 3 gefundene Satz geht nun aber in folgenden über: 

„Das allgemeine hypergeometrische Integral von «, bis z ist gleich 
dem auf einem beliebig vorgeschriebenen Wege zwischen denselben 
Grenzen genommenen Integral, vermehrt um einen linearen homogenen, 
mit willkürlichen constanten Coeffieienten versehenen Ausdruck der 
n Werthe eines Fundamentalsystems.“ 

Bezeichnen wir die Werthe eines solchen Systems durch »,, ®s, ... 
’»„ und den auf einem bestimmten Wege von a, bis z genommenen In- 


tegralwerth durch 
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wobei aber zu bemerken, dass die zwischen «a, und z gezogene gerade 
Linie als Integrationsweg natürlich nur gewählt werden darf, wenn anf 
derselben kein anderer singulärer Punkt liegt, so ist 


2 2 
' n 
V) fre-/| UN >, Cm, 
® 
! 
A, 4, 


wo die € willkürliche Constante bedeuten. 

Die Fundamentalwerthe sind, wie ihre Definition lehrt, von den 
2n-+2 Grössen ay4,. „Un, &y&y-:.@n abhängig. Betrachten wir nun 
die 2n-+1 Grössen «,... An, &y@y...%n als constant, dagegen a, als 
variabeln Parameter, den wir im Folgenden durch w bezeichnen, so sind 
die Fundamentalwerthe Functionen von v, deren Eigenschaften wir zu 
untersuchen haben. 

Aus den Abhandlungen der Herren Fuchs und Pochhammer 
ergeben sich zunächst für die Fundamentalwerthe des allgemeinen hyper- 
geometrischen Integrals, als Functionen von u aufgefasst, mit Rücksicht 
auf ihre Eindeutigkeit und Stetigkeit, folgende fünf Sätze, wenn wir 
noch der Kürze halber das zwischen den Grenzen a, und a; genommene 
Integral von Udz durch (#z,A) bezeichnen, wo den Zahlen x und A im 
Allgemeinen die Werthe 0, 1,2, ...n-+1 beigelegt werden können, wenn 
noch berücksichtigt wird, dass alsdann =u und 4,41=@ ist: 

1. Jedes Integral (x, A), wo weder #, noch A gleich O0 sein darf, ist 
um u=a, eindeutig und stetig, wenn weder gleich «, noch gleich A, 
noch gleich n+1 ist. 

2. Jedes Integral (#,A), wo # und A weder gleich 0, noch gleich 
n-+1 sein dürfen, ist nach Division durch u" um u=w eindeutig und 
stetig. 

3. Jedes Integral (0,x), wo » weder gleich 0, noch gleich „+1 
sein darf, ist um v=a, nach Division durch (u — a„)%+% +! eindentig 
und stetig. 

4. Das Integral (0, n+1) ist um v=w nach Division mit 

urotkıt.+On-+1 
eindeutig und stetig. 

5. Das Integral (x, A) ist für die beiden Punkte a, N; d;, ebenso 
das Integral (0,#) für irgend einen Punkt a;, wo i nicht gleich « und 
nicht gleich +1 sein darf, im Allgemeinen logarithmisch unendlich. 

Nun sei unter einem zum Punkte «, gehörigen „algebraischen“ 
Fundamentalsysteme ein solches verstanden, dessen einzelne n Elemente 
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entweder an sich oder nach Division mit irgend einer Potenz von u— a, 
um v=a, eindeutig und stetig sind. Alsdann finden wir ein zum Punkte 
a, gehöriges algebraisches Fundamentalsystem auf folgende Weise: 


Nach den vorangeschickten Sätzen sind zunächst unter den Funda- 
mentalwerthen alle diejenigen um v=a, eindeutig und stetig, welche 
zur untern und obern Grenze irgend zwei der n Punkte 

REN BL PER 
haben. Von allen diesen Integralen dürfen aber nach den in Nr. 4 
gemachten Auseinandersetzungen zu einem Fundamentalsystem höchstens 
n —1 hinzugenommen werden, und zwar solche, deren Integrationsbahnen 
ein zu den n Grenzpunkten gehöriges vollständiges Liniensystem bilden, 
also z. B. die n—1 Integrale 


EB, er a): 


Der Integrationsweg des !“” Integrals muss vor Allem die Beding- 
‚ung erfüllen, mit den n—1 ersten Wegen keine geschlossene Figur zu 
bilden. Darnach könnte irgend eines der Integrale (0,x) oder (1, x), 
oder endlich das Integral (0,1) gewählt werden. Die ersten beiden sind 
aber nach Satz 5 auszuschliessen, da das Fundamentalsystem ein alge- 
braisches werden soll. Hiernach bleibt als n'“ Integral des gesuchten 
Fundamentalsystems (0, 1) übrig; damit dieses aber von den n—1 ersten 
unabhängig, also durch dieselben nicht linear homogen ausdrückbar sei, 
ist nach der am Schlusse von Nr. 4 gemachten Bemerkung noch die Be- 
dingung zu erfüllen nöthig, dass die Summe der beiden zu zn und @, 
gehörigen Exponenten, also @,-+«,, keine ganze Zahl sei. 

In derselben Weise werden die zu den übrigen singulären Punkten 
gehörigen Fundamentalsysteme gebildet, wobei die Bedingungen hinzu- 
kommen, dass 


nF oT ... Rt On 

o-s=-(, +%+...+0) 
keine ganzen Zahlen seien. In Bezug auf den Unendlichkeitspunkt ist 
noch zu merken, dass hier auch die n—1 ersten Integrale nicht unmittel- 


und 


bar, sondern erst nach Division mit der Potenz u% um u=w eindeutig 
und stetig sind. 

Wir erhalten hiernach folgende n-+1 algebraische Fundamental- 
systeme: | | 
0,1) 2,9) 84... R,nr+]) 
(0, 2) (3,4) 45) "hr 
(03) (4,5). 0656)... (1,2 
aaa 3) 1 2) (arr2n—1) 
Oincht) 1, 2:28) Re ern). 
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Je n in einer Horizontalreihe befindliche Fundamentalwerthe bilden 
ein Fundamentaisystem, und zwar die in der x'‘* Reihe stehenden das 
zum Punkte «, gehörige. Ferner ist, abgesehen von dem in der letzten 
Reihe befindlichen, zum Punkte & gehörigen Fundamentalsystem, das 
erste Integral in der z' Horizontalreihe nach Division mit der Potenz 
(u—a,)%t@x+!, jedes andere dagegen ohne Weiteres um u=a, eindeu- 
tig und stetig. Von den in der letzten Reihe stehenden ist das erste 
nach Division mit u“ot&%+.ten+!, die übrigen nach Division mit u“ 
um u=mw eindeutig und stetig. Statt der letzten n—1 Integrale jeder 
Horizontalreihe können rn —1 andere zwischen denselben Grenzen aus- 
gewählt werden, wenn nur auch die Integrationswege dieser keine ge- 
schlossene Figur enthalten. Endlich sind die für die Existenz der 
algebraischen Fundamentalsysteme neu hinzukommenden Bedingungen 
die, dass keine der Summen + %, + %, ... & + en und „++ 
...+ @n eine ganze Zahl sei. 


6. 


Zum Schlusse sei es mir noch gestattet, als Beispiel den Fall n=2 
hervorzuheben, weil derselbe auf die bekannten, namentlich von Euler 
und Jacobi behandelten Integrale führt, welche der Differentialgleichung 
der hypergeometrischen Reihe Genüge leisten. Es ergeben sich zunächst 
die drei zu den Punkten a, a, ® gehörigen algebraischen Fundamental- 


systeme 
& gi 
2,9=/var, (nf vaz, 
da u 
& 2 
(3,1) (va, (0, »=/vaz, 
Ro u 
dig oo 
a,9=f var, (0,3)= | Udz. 
dq W 


Um aber Uebereinstimmung mit der gebräuchlichen Form dieser In- 
tegrale zu erzielen, setzen wir 


a.—=h, ,=1, Ba 
y=—a, =e—-Y, =y—P—l. 
Dann geht Udz über in 
— PA - PA ll—uN)edt, 


5 2 x . . % 
welchen Ausdruck wir kurz durch — V dt bezeichnen wollen. Die drei 
Fundamentalsysteme werden nun folgende: 
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1 
1 u 
2,9=/raı, o1)=frar, 
0 nn 
1 
. u 
a,9=fraı, 0,27 KBEdi, 
0 1 


1 


U 


» 
ch, 2) -/ Pd, (0,3)=JfVaı. 
1 0 

Aus den in Nr. 5 aufgestellten Eigenschaften des allgemeinen hyper- 
geometrischen Integrals ergiebt sich nun, dass die beiden ersten Integrale 
nach Division mit u, resp. u!=7, in der Umgebung des Punktes v=(, 
die beiden folgenden nach Division mit «°, resp. (u—1)Y=-*-P, in der 
Umgebung von u=1, und endlich die beiden letzten Integrale nach 
Division mit u”*, resp. u”, in der Umgebung von u=w eindeutig und 
stetig sind. Ferner folgt, dass sich durch je zwei ein Fundamental- 
system bildende Integrale die übrigen linear homogen mit constanten 
Ooefficienten ausdrücken lassen. 

Dies sind aber die charakteristischen Eigenschaften der Zweige der 
Riemann’schen Function 7, die wir hier aus ihrer Integralform her- 
geleitet haben. In der That, wenn man noch in den zuletzt aufgestell- 
ten Integralen ß statt @, ß statt ß, 1—a«’ statt y und y’ statt y—a—ß 
setzt, so dass zwischen den neu eingeführten vier Grössen die Relation 
+ßB+P+ y-1 besteht, so stimmen die Fundamentalwerthe 


DEE NOFTI LH, 311,002 (172) 40,3) 
der Reihe nach mit den Riemann’schen Functionen 
pe’ p& pr‘ pr PB PR 


bis auf einen willkürlichen eonstanten Factor überein. 


VI. 
Nachträge zu meinen Abhandlungen über Integration 
partieller Differentialgleichungen der ersten Ordnung. 


Von 
Professor A. WEILER 


in Mannheim. 


Die Integration der allgemeinen partiellen Differentialgleichung 


fr N PREID)O 
ist wesentlich abhängig von der Methode, nach welcher ein vollständiges 
System partieller Differentialgleichungen von linearer Form integrirt 
wird. Die partielle Differentialgleichung 


hat bekanntlich n —1 verschiedene Lösungen @. Das System von % 
partiellen en 
= do S dp 
Du Fr Suhgz —(. da 

da dx; 
=. 1 i=1 
hat höchstens n—k gemeinsame Lösungen. Wenn in der That n—% 
gemeinsame Lösungen vorhanden sind, so nennt man das System ein 
vollständiges. 

Die Methode von Jacobi zur Integration eines vollständigen Systems 
partieller Differentialgleichungen geht von der Voraussetzung aus, dass 
gewisse besondere Eigenschaften vorhanden sind, welche nicht jedes voll- 
ständige System hat. Ich habe eine andere Methode zur Integration 
des vollständigen Systems aufgestellt (vergl. Jahrg. 1875 dieser Zeitschr., 
S. 87), welche, unabhängig von dieser besondern Form des Systems, 
auf den folgenden Satz gegründet ist: „Wenn zwei partielle Differential- 
gleichungen ein vollständiges System bilden, und zwei Lösungen . der 
zweiten Gleichung als neue Veränderliche in die erste eingeführt werden, 
so ist der Quotient der den neuen Veränderlichen entsprechenden Co- 


“u 
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efficienten der transformirten Gleichung gleichfalls eine Lösung der zweiten 
Gleichung. Wenn also die Gleichungen 


in 


in do 


1 
4 — =, el) 


dx “da, 


il 2 
ein vollständiges System bilden und 
9=P, P=ß 
Lösungen der zweiten Gleichung sind, so ist auch der Quotient 


en in 
> a; Abs: >) a aD 
air Il > i 77131 
da; — ds; 
in 


arzt 
eine Lösung der zweiten Gleichung.‘ Durch diesen Satz ist die all- 
gemeine Eigenschaft des vollständigen Systems von zwei partiellen Dif- 
ferentialgleichungen vortheilhaft ausgedrückt. 

Als Clebsch eine Darstellung meiner Methode zur Integration der 
allgemeinen partiellen Differentialgleichung 

ABIT Aa pin: Da) ul 

gab (Crelle’sches Journal Jahrg. 1865), nahm er Umgang von diesem 
Satze. Clebsch hat nur solche Systeme integriren wollen, welche die 
bekannte Jacobi’sche Form haben. Die Folge davon war, dass er, 
um zu den von mir gefundenen Resultaten zu gelangen, der Methode 
eine verwickelte und unvortheilhafte Gestalt geben musste, Clebsch 
ging eben — und er hat dies in seiner Abhandlung unzweideutig aus- 
gesprochen — von der Ansicht aus, die Vervollkommnung der Methode 
zur Integration der allgemeinen Gleichung f=0 werde sich folgerichtig 
als eine Fortentwickelung der Jacobi’schen Methode erweisen. Nun 
hat auch Herr Mayer in den Mathemat. Annalen Bd, IX eine Darstel- 
lung meiner Methode gegeben, welche frei ist von jenem Mangel der 
von Clebsch gegebenen Darstellung. Herr Mayer hat in der That 
von dem oben ausgesprochenen Satze Gebrauch gemacht und giebt meine 
Methode innerhalb gewisser Grenzen in ihrer wahren Gestalt. 

Ich habe schon erwähnt, dass die Integration der allgemeinen par- 
tiellen Differentialgleichung (2 &%,%;... &n Pi Pa :--Pn)=0 zurückgeführt 
wird auf die Integration von simultanen partiellen Differentialgleichungen, 
welche die lineare Form haben. Die Jacobi’sche Methode stützt den 
Beweis des Satzes, dass die zu integrirenden Gleichungen vollständige 
Systeme bilden, auf den algebraischen Zusammenhang zwischen den Co- 
effieienten dieser Gleichungen. Ohne auf die algebraische Form der 
Coeffieienten Rücksicht zu nehmen, habe ich diese Eigenschaft der linearen 
partiellen Differentialgleichungen aus’einer andern Betrachtung hergeleitet 
(vergl. $ 3 meiner Abhandlung 1875). Ich setze die Kenntniss des Ver- 
fahrens voraus, wonach man aus einem vollständigen Integral der Gleich- 
ung f=0 das allgemeine Integral dieser Gleichung herleitet. In gleicher 
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Weise kann man, wenn die partiellen Differentialquotienten P, Pa :.. Pr 
als Function der Veränderlichen 2%, ®,...%, bekannt sind, wie sie dem 
vollständigen Integral der Gleichung f=0 entsprechen, jene anderen 
Werthe 2, Ps... ?n herleiten, welche dem allgemeinen Integral der Gleichung 
f=® entsprechen. Man ist hierdurch in den Stand gesetzt, eine Zählung der 
Lösungen auszuführen, welche den einzelnen Systemen partieller Differen- 
tialgleichungen entsprechen. Ich habe auf diesem Wege die Ueberzeugung 
gewonnen, dass man es jedesmal mit einem vollständigen System zu thun hat. 

In seiner Darstellung meiner Methode hat Herr Mayer diese Art 
der Beweisführung zwar nicht angefochten, hat aber doch die Jacobi’sche 
Beweisführung beibehalten, welche die Eigenschaften des vollständigen 
Systems aus dem algebraischen Zusammenhange der Coeffieienten herleitet. 
Ich muss zunächst dagegen erinnern, dass diese Jacobi’sche Beweis- 
führung nur den Fall berücksichtigt, in welchem die unabhängige 
Veränderliche z in der Gleichung /=0 nicht vorkommt. Andererseits 
aber hat Herr Mayer an dem Umstande, dass die von mir gegebene 
Methode zur Integration der allgemeinen Gleichung f=0 in ihrer bis- 
herigen Gestalt an einer Stelle allerdings einer Berichtigung bedarf, An- 
lass genommen, dieselbe mit dem folgenden Ausspruche abzufertigen 
(vergl. S. 369): „In dieser Allgemeinheit genommen sind aber seine 
Resultate nicht blos unklar dargestellt, sondern auch geradezu falsch.‘ 
Ich bemerke noch, dass ich die erwähnte Berichtigung in $ 3 dieser 
Abhandlung gegeben habe. 

Zur Integration der allgemeinen Gleichung f=0, in welcher auch 
die abhängige Veränderliche z vorkommt, glaubt Herr Mayer die 
Jacobi’sche Methode aufrecht halten zu müssen. Jacobi hat bekannt- 
lich die allgemeine Aufgabe auf jenen besondern Fall zurückgeführt, 
wo die abhängige Veränderliche z fehlt, indem er die Anzahl der un- 
abhängigen Veränderlichen der Gleichung f=(0 um eine vermehrt hat. 
Herr Mayer glaubt einen gegen diese Jacobi’sche Methode gemachten 
Einwurf zu entkräften, indem er in $ 4 seiner Abhandlung zeigt, dass 
man in der That ein vollständiges Integral der Gleichung f=0 durch 
die Integration der von Jacobi aufgestellten Systeme erhalten kann, 
Ich erwähne, dass dieser mit vollem Rechte erhobene Einwurf für mich. 
Veranlassung gewesen ist, in $9 meiner Abhandlung 1875 zu zeigen, 
wie man die von Jacobi aufgestellten Systeme umwandeln muss, damit 
sich die Anzahl der unabhängigen Veränderlichen in allen partiellen Dif- 
ferentialgleichungen um die Einheit vermindert. Nachdem man diese 
Vereinfachung an den Systemen angebracht hat, erst dann hat man für 
den Fall n=2 diejenige partielle* Differentialgleichung, welche schon 
Lagrange für diesen Fall aufgestellt hat. | 

Einen weiteren Punkt hat Herr Mayer am Schlusse seines $ 3, 
S. 365— 366, berührt, über welchen er eine von der meinigen ab- 
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weichende Ansicht zu haben scheint. Ich habe diesem Gegenstande in 
$6 dieser Abhandlung eine eingehendere Besprechung gewidmet. Im 
Uebrigen hat Herr Mayer die wesentlichen Rücksichten, welche bei der 
Beurtheilung der Methode massgebend sein können, in den Bereich 
seiner Besprechungen hineingezogen und hiermit die Absicht zu erkennen 
gegeben, nach jeder Seite hin gerecht zu sein. Seine Bemühungen in 
diesem Sinne sind auf einen dankbaren Boden gefallen. Wenn ich es 
unternommen habe, einen von der gewöhnlichen Betrachtungsweise ab- 
weichenden Gedanken zu verfolgen, so wird es mir allein schwerlich 
gelingen, allen Anforderungen, welche an die Durchführung billigerweise 
gestellt werden können, gerecht zu sein. Dass auch Andere denselben 
Gedanken verfolgen, ihre Bedenken aussprechen, wo Dunkelheit geblie 
ben ist, und unnachsichtig die schwachen Seiten aufzudecken bemüht 
sind, dies ist-die unerlässliche Bedingung, unter welcher eine derartige 
Unternehmung zur Vollendung gelangen kann. 

Auch in einer andern Beziehung habe ich meine Abhandlungen ver- 
vollständigen können. Ich habe erwähnt, dass meine Methode zur In- 
tegration des vollständigen Systems auf einer andern Grundlage beruht, 
als die Jacobi’sche. Wenn zwar dieselbe im Allgemeinen zu vollkom- 
meneren Resultaten führt, als die Jacobi’sche, so erweist sie sich 
unter gewissen Voraussetzungen doch als unfruchtbar, während die der 
Jacobi’schen Methode eigenthümliche Betrachtungsweise, indem sie auf 
die algebraische Form der Üoefficienten eingeht, vorzüglich geeignet ist, 
die vorhandene Schwierigkeit zu lösen Hier ist der Punkt, in welchem 
ein Anschluss der einen Methode an die andere als geboten erscheint 
(vergl. $ 3 dieser Abhandlung). 


$ 1. Ueber die Integration eines vollständigen Systems von drei 
und mehr partiellen Differentialgleichungen. 


Wenn die zwei partiellen Differentialgleichungen 
= dp < dop 
> a da; Fe nz 

I ı1z 
ein vollständiges System bilden, wenn es also n— 2 gemeinsame Lösungen 
p giebt, wenn ferner g=ß,, p=P, Lösungen der zweiten Gleichung 
sind, so ist der Quotient 


Die Duri 


gleichfalls eine Lösung dieser Gleichung. Auf diesen Satz habe ich die 
Integration des vollständigen Systems von zwei partiellen Differential- 
gleichungen gegründet. Von den zwei Gleichungen behalte ich nur die 
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erste unverändert bei; anstatt der zweiten setze ich diejenige Gleichung, 


ERS AATBEE : do 
welche durch die Elimination des Differentialquotienten me: entsteht, und 
Re 
schreibe also die een 


in in 
dj vr RN, b; 

Das dx; DD Ri 

a NP. 


Die zweite Gleichung hat die Lösung 9=x,. Ich bestimme eine zweite 
Lösung =ß,, durch Integration und es ergeben sich weitere Lösungen 
dieser Gleichung nach der obigen Regel. Da 

in de, 
4: —— 
: d T; 


| 


—4, 


ist, so erhält man 
in en 
d 1 d 
Abe B, == 4; ap; u. 8, W. 


a da; a de, 
1 et E 1 ! ’ 


Die n—2 Lösungen Pß,Pz,...ß„-ı setze ich als. neue Veränderliche an- 
statt 2, %g...@n—ı in die erste Gleichung ein. Aus den Coefficienten 
der transformirten Gleichung fällt dann die Veränderliche x, von selbst 
hinaus. Durch die Integration dieser Gleichung erhält man die Lösung 
des vollständigen Systems. 

Ich schreibe nun drei partielle Differentialgleichungen, welche ein 
vollständiges System bilden, welche also n—3 gemeinsame Lösungen 
haben, in der bekannten Abkürzung: 


A(p9)=0, Zio)=0, Clp)=0. 
Wenn 9=y,, p=y, Lösungen der dritten Gleichung sind, so kann 
man nicht behaupten, dass in allen Fällen die Quotienten 


Biy):Byı), Ay): Alyı) 
gleichfalls Lösungen der dritten Gleichung seien. Man kann leicht zei- 
gen, dass n—3 gemeinsame Lösungen vorhanden sein können, ohne dass 
diese Quotienten die erwähnte Eigenschaft haben. 
Wir denken uns die beiden Gleichungen A(p)=0 und Z(p)=0 
als lineare Verbindungen zweier anderen Gleichungen 4(p)=0, B(p)=0, 
welche in der T'hat die Eigenschaft haben, dass die Quotienten 


By): By), Ay): Alyı) 
Lösungen der Gleichungen C{p)=0 sind, und das System der Gleich- 
ungen 
AY)=0, Zp)=0, CV 

habe n — 3 gemeinsame Lösungen. Es bestehen die identischen Gleich- 
ungen 

A(9) = 4(9) +b B’(p), 

B(p)=Pkip)+taAlp), * 
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und es ist offenbar, dass jene r—3 Lösungen auch dem ursprünglichen 
System entsprechen. Wenn aber die unbestimmten Coefficienten b und a 
nicht gerade von solcher Beschaffenheit sind, dass sich die Quotienten 


b By): Alyı), a dly): By) 


als Lösungen der Gleichung C(p)=0 darstellen, so können auch die 
Quotienten 
B(y):Bly), Ay): Alyı) 


nicht als Lösungen der Gleichung C(p)=0 angesehen werden. 


Wenn der Quotient 2(y,): D(y,) nicht eine Lösung der Gleichung 
C(p)=0 ist, so giebt es eine lineare Verbindung 2’(p)=0 der Gleich- 
ungen A(p)=0 und Z(p9)=0, welche die Eigenschaft besitzt, dass der 
Quotient B’(y,): B’(y,) eine Lösung der Gleichung C(p)=0 ist. Man 
kann diese lineare Verbindung leicht herstellen, wenn eine dritte Lösung 
=, der Gleichung C(p)=0 bekannt ist, welche nicht zugleich eine 
Lösung des Systems darstellt. Man giebt nämlich der linearen Verbin- 
dung die Lösung 9=y,, indem man 2(y,) A(p) — 4(y;) B(p)=O setzt. 
Die Gleichungen Z/(p)=0 und C(p)=0 haben die n—2 Lösungen des 
Systems; ausserdem haben sie die gemeinsame Lösung 9=y,- Aus dem 
Vorhandensein von nr —1 gemeinsamen Lösungen folgt sofort die ver- 
langte Eigenschaft der Gleichung 3’(g)=0, wonach sich der Quotient 
B’(y,):B’(y,) als eine Lösung der Gleichung C(p)=0 darstellt. 


Um die Integration des vollständigen Systems 
49)=0, Bip=0, Clip)=V0 


auszuführen, behalte ich nur die erste Gleichung unverändert bei. Die 
beiden anderen Gleichungen ersetze ich durch diejenigen Gleich- 


ER R d 
ungen, welche durch die Elimination von I entstehen. Auch von 
a! 
diesen beiden behalte ich nur die erste bei und ersetze die andere durch 
ee | PR dp 
diejenige Gleichung, welche durch die Elimination von Fe entsteht. Die 
2; 
partiellen Differentialgleichungen haben dann die folgende Form: 
vn en 
do dp 
a — =) =, SI. 
&> "de; j In ET DT F 
’=1 (>32 i=3 
Die zweite Gleichung hat die Lösung =x,, die dritte Gleichung die 
Lösungen g=x, und p=r,. Diese beiden Gleichungen haben also die 
gemeinsame Lösung 9= rx,, welche nicht eine Lösung des Systems ist. 
Wir nehmen an, es sei durch Integration die Lösung =, der dritten 
Gleichung bestimmt worden, Man erhält dann weitere Lösungen dieser 
Gleichung in der Form 
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1 i—n 


dy 1 a dy 
= — b. —3 =D SB , 
Yı Br >’ I; de,’ Y5 b,. i im; u.8W 
= 1_= 


ıi=2 

Die n— 3 Lösungen Y,7,:-:?n—ı Setze man als neue: Veränderliche an- 
statt %,%,...Cn—ı in die zweite Gleichung ein. Aus den Üoefficienten 
der transformirten Gleichung fällt dann die Veränderliche &„ von selbst 
hinaus. Ich bestimme durch Integration eine Lösung =, der trans- 


formirten Gleichung. Da auch p=x, als eine solche bekannt ist, so 


ergeben sich weitere Lösungen .dieser Gleichung in der Form 


13 4B, 1 II. aß 

ri BZ Hr u. 8. W. 
ii il . 

Die n—3 Lösungen ß,Pßz;...ßn 2 der zweiten Gleichung führe ich als 

neue Veränderliche anstatt 2, X,...2n-2 in die erste Gleichung ein. Aus 

den Coeffieienten der transformirten Gleichung fallen die Veränderlichen 

Xn-ı und x. von selbst'weg. Durch die Integration dieser Gleichung 

erhält man die Lösung des vollständigen Systems. 

Wenn das vollständige System aus mehr als drei partiellen Differen- 
tialgleichungen besteht, so kommen zu den bisherigen nicht noch weitere 
Rücksichten hinzu. Die Verallgemeinerung des hier eingeschlagenen In- 
tegrationsverfahrens ergiebt sich ohne Weiteres. 

In $ 3 meiner Abh. 1875 habe ich 8. 278 Z. 2 den folgenden Satz 
ausgesprochen: „Wenn m partielle Differentialgleichungen ein vollstän- 
diges System bilden, so bilden auch je © von diesen m partiellen Diffe- 
rentialgleichungen ein vollständiges System, und haben deshalb m —i 
gemeinsame Lösungen.“ In dieser Allgemeinheit ausgesprochen ist der 
Satz allerdings nicht richtig. Dies erhellt aus den vorstehenden Betrach- 
tungen. Dass derselbe für die in der dort behandelten Aufgabe vor- 
liegenden Systeme richtig ist, folgt aus den weiteren Aufstellungen des 
erwähnten Paragraphen. 


$2. Ueber den algebraischen Ausdruck der Beziehungen, welche 
zwischen den Coefficienten der partiellen Differentialgleichungen 
eines vollständigen Systems bestehen. 


Wir nehmen an, die partiellen Differentialgleichungen 
in dp = do 
ur Et 
DR gi 0, 2 hi = 0 
bilden ein vollständiges System, und schreiben dieselben abkürzend 
49)=0, Bi). 
Dien—1 Lösungen der Gleichung Z(p)=0 bezeichnen wir mit P,ßz..- Pa-ı 
und setzen dieselben als neue Veränderliche in J(p)=0) ein. Die 
Gleichung 4(p)=0 geht dann über in 
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Sum 


iz 


a 


Theilt man diese Gleichung durch A(ß,), macht man also den Coefficien- 


ten von —- zur Einheit, so erhalten die übrigen Üoefficienten der trans- 


2 AB) 
formirten Gleichung die Form 
; 416,) 

allgemeinen Eigenschaft des vollständigen Systems, als Lösungen der 
Gleichung B(p)=0 zu betrachten. Diese Bemerkung setzt uns in den 
Stand, jene Eigenschaft des vollständigen Systems durch Bedingungs- 





‚ und sind dann, auf Grund jener 


gleichungen auszudrücken, welche zwischen den Coefficienten der beiden 
partiellen Differentialgleichungen bestehen. | 

Man erhält sehr einfache Bedingungsgleichungen, wenn man zu 
dieser Eigenschaft des Systems noch eine weitere Eigenschaft hinzufügt. 
Wir nehmen an, die Gleichung 4(p)=0 habe einen Factor erhalten von 
soleher Art, dass A(ß,) eine Lösung der Gleichung Z(p) =0 ist. Man 
kann dann sagen, dass jeder Coefficient der transformirten Gleichung 

izn—1l 


> AB) GE 


i—i 
eine Lösung der Gleichung Z(p)=0 sei, und man hat die identische 
Gleichung 3(4(ß,))=0, welche immer richtig ist, wenn man anstatt i 
eine der Zahlen 1,2... n—1 setzt. 
Bezeichnen wir die n—1 Lösungen der Gleichung 4(p)=0 mit 
& @y...@&n —ı und führen dieselben als neue Veränderliche in die Gleich- 
ung B(p)=0 ein, so geht dieselbe über in 


| 


32. Bu) 2 =0. 


il 


Theilt man diese Gleichung durch A(«,), macht man man also den Co- 


effiecienten von m zur Einheit, so erhalten die übrigen Coefficienten 

: B(o,) 
B(a,) 
der Gleichung 4(p)=0 zu betrachten. Wir nehmen aber ferner an, die 
Gleichung A(p)=0 habe einen Factor erhalten von solcher Art, dass 
B(e,) eine Lösung der Gleichung A(p)=0 ist. Es sind dann alle Co- 


effiecienten P(c;) der transformirten Gleichung 
i—=n—]1 


> B(a) - = —=( 

i=1 
ne genommen als Lösungen der er A(p)=0 zu betrachten, 
Man hat die identische Gleichung 4(2(«))=0, in welcher man anstatt 
i jede der Zahlen 1,2...n—1 setzen darf. 





der transformirten Gleichung die Form und sind dann als Lösungen 
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Wir haben jetzt eine identische Gleichung aufgestellt, welche von 
den unbekannten Lösungen «, abhängig ist, während die obige von den 
unbekannten Lösungen ß; abhängt. Selbgtverständlich behält die eine 
und die andere dieser Gleichungen ihre Giltigkeit, wenn man anstatt & 
und ß; die den Gleichungen 4(p)=0 und Z(p)= (0) gemeinsamen Lö- 
sungen setzt, welche wir mit dem Buchstaben p bezeichnet haben. Es 
bestehen also die identischen Gleichungen 

B(49))=0, ABG)=0, 
in welchen @ irgend eine der n—2 den Gleichungen 4(g)=0 und 
D(9)=0 gemeinsamen Lösungen ist. Sehr leicht eliminirt man die Un- 
bekannte 9. Man schreibt in dieser Absicht die Gleichung 


BABY) -ABE)=0, 
welche vor den beiden obigen dadurch ausgezeichnet ist, dass sie nur 
partielle Differentialquotienten der ersten Ordnung von @ enthält. In 
der 'I'hat heben sich alle diejenigen Glieder dieser Gleichung gegenseitig auf, 
in welchen partielle Differentialquotienten der zweiten Ordnung von & vor- 
kommen. Ferner besitzt die vorliegende Gleichung die merkwürdige Eigen- 
schaft, dass die Coeffieienten von = einzeln genommen identisch gleich 
“; 
Null sind. Dies als richtig angenommen, sieht man sofort, dass zwischen 
den Ovefficienten der Gleichung A(p)=0 und B(p)=0 n Bedingungs- 
gleichungen bestehen von der Form 
ee 

da man anstatt @ jede der Zahlen 1, 2...n setzen darf. 

Der Beweis des obigen Satzes, dass in der Gleichung 2 (4(9)) 

do 


— A(B(p))=0 die Coefficienten von 7 einzeln genommen identisch 


gleich Null sind, kann leicht geführt werden. Wir haben erwähnt, dass 
diese Gleichung eine partielle Differentialgleichung der ersten Ordnung 
ist, welcher alle die den Gleichungen A(p)=0 und B(p)=0 gemein- 
samen Lösungen genügen. Wollte man annehmen, dass ihre Coefficien- 
ten die angegebene Eigenschaft nicht haben, so könnte sie nichts An- 
deres sein, als eine lineare Verbindung der Gleichungen A(p)=0 und 
B(9)=0, und wäre als solche identisch mit aA(p) +b B(p)=0. Es 
genügen aber der Gleichung Z(A(@)) — 4(B(»))=0 nicht blos die den 
Gleichungen 4(p)=0 und R(p)=(0 gemeinsamen Lösungen, sondern 
auch jede Lösung p=ß;, welche der Gleichung ZA(p)=0 allein ent- 
spricht, weil nach dem Obigen B(A(P))=0 ist, und ebenso genügt 
derselben auch jede Lösung p=«;,, welche der Gleichung 4(p) =0 
allein entspricht, weil nach dem Obigen 4(2(w))=0 ist. Soll der 
Gleichung aA(p)+bB(p)=0 . die Lösung p=P; entsprechen, so muss 
a=( sein; soll derselben die Lösung p=o; entsprechen, so muss b= (0) 
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sein. Es muss also gleichzeitig «=0 und b=( sein, und damit ist die 
obige Behauptung bewiesen, wonach die Gleichung B(4(9))— A4(B()) 
=() die Eigenschaft hat, dass jeder Ooefficient von = einzeln genom- 
men identisch gleich Null ist. 

Es handelt sich freilich um eine besondere Classe vollständiger Sy- 
steme, wenn demselben die obigen Bedingungsgleichungen entsprechen. 
Dies vollständige System ist dadurch ausgezeichnet, dass jedesmal, wenn 
"@=ß; eine Lösung der Gleichung B(p)=0 ist, auch = 4(ß,) eine 
Lösung dieser Gleichung, und wenn p=a; eine Lösung der Gleichung 

A(p)=0 ist, auch re) eine Lösung dieser Gleichung darstellt. 
Clebsch hat das vollständige System der Gleichungen A(p) = 0, 
B(p)=0, welche die Bedingungsgleichungen (a) — A(b)=0 iden- 
tisch erfüllen, ein Jacobi’sches System genannt. Ein vollständiges 
System von mehr als zwei partiellen Differentialgleichungen wird nach 
Olebsch ein Jacobi’sches genannt, wenn je zwei Gleichungen des 
Systems eben diese Bedingungsgleichungen erfüllen. 

Man kann jedes vollständige System der Gleichungen A(p)=(, 
B(p)=0 in ein Jacobi’sches umwandeln, indem man denselben gewisse 
Factoren giebt. Dieser Satz folgt unmittelbar aus der allgemeinen Eigen- 
schaft des vollständigen Systems. Selbstverständlich darf man die beiden 
Gleichungen 4(p)=0, B(p)=0 durch beliebige lineare Verbindungen 

ersetzen, bevor man dieselben durch die erwähnte Multiplication in ein 
 Jacobi’sches System überführt. Wenn das vollständige System aus 
mehr als zwei partiellen Differentialgleichungen besteht, so kann man 
nicht mehr beliebige lineare Verbindungen davon durch Factoren in ein 
Jacobi’sches System umwandeln. Man muss dann die partiellen Dif- 
ferentialgleichungen nach einer bestimmten Regel in lineare Verbindungen 
bringen, um ein Jacobi’sches System zu erhalten. Im 65. Bande des 
Orelle’schen Journals hat Clebsch gezeigt, wie man diese linearen 
Verbindungen, welche Jacobi’sche Systeme darstellen, in ihrer all- 
gemeinsten Form anschreiben kann. Es ist im vorigen Paragraphen das 
vollständige System von drei und mehr partiellen Differentialgleichungen 
erwähnt worden, in welchem je zwei Gleichungen für sich genommen ein 
vollständiges System bilden. Wenn das vollständige System diese Eigen- 
schaft hat, so kann man dasselbe auch wieder in ein Jacobi’sches um- 
wandeln, indem man jeder Gleichung einen Factor giebt. 


Wenn. die re 2 en 


= 27 


#1 





ein vollständiges RS bilden, welches nicht zugleich ein Jacobi- 
sches ist, so gestalten sich die Bedingungsgleichungen, welche zwischen 


4 
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den Üoeffiecienten bestehen, weniger einfach. Man kann dieselben aus 
den für das Jacobi’sche System giltigen Bedingungsgleichungen her- 
leiten. Giebt man allen Coeffieienten a; den Factor a, und allen Co- 
efficienten 5b; den Factor b, so geht das vollständige System in ein 
Jacobi’sches über. Man hat daher die Bedingungsgleichungen 
bBlau)—aA(bb)=0, 
in welchen an die Stelle von @ nacheinander die Zahlen 1,2.. n zu 
setzen sind. Eliminirt man die unbestimmten Factoren a und b, so be- 
hält man n — 2 Bedingungsgleichungen, welche zwischen den Coeffhicien- 
ten des vollständigen Systems bestehen. 


$3. Betrachtung des Falles, in welchem die Eigenschaft des 
Jacobi’schen Systems mit Vortheil verwendet wird. 


Wenn die partiellen Differentialgleichungen A(g)=0 und ZB(p)=0 
ein vollständiges System bilden, so eliminiren wir den partiellen Diffe- 


d 
rentialquotienten I und behalten die beiden Gleichungen 


1 
in in 
do Y, do 
i— b; a 
2“ dx; 7, % ORRR 


al =, 





Wir bestimmen (vergl. $ 1) durch Integration eine Lösung 9=Pß, der 
zweiten Gleichung. Die weiteren Lösungen, ergeben sich in der Form 
1 SI _dß, 1 SI. dB; 
NE lan da u u. 8. W. 
Diese Lösungen führen wir als neue Veränderliche in die erste Gleich- 
ung ein und erhalten alsdann durch die Integration der transformirten 
Gleichung eine Lösung des Systems. 

Wir nehmen jetzt an, es sei aus irgend einem Grunde versagt, die 
Elimination von m auszuführen. Man müsste dann zwei Lösungen 
9=Pß,, g=P, der Gleichung Z(p)=0 durch Integration bestimmen, 
um weitere Lösungen auf Grund der allgemeinen Eigenschaft vollstän- 

| A(ß,) 

4(6,) 
Wir gehen aber von der Voraussetzung aus, dass der in dem vorigen 
Paragraphen besprochene Fall vorliege, dass nämlich die Gleichungen 
A(p)=0 und B(p)=0 ein Jacobi’sches System bilden. Man braucht 
dann doch nur eine Lösung =, der Gleichung Z(p)=0 durch In- 
tegration zu bestimmen. Denn in dem Jacobi’schen System ist auch 
ß,= A(f,) eine Lösung der Gleichung Z(p)=(0. 

Um die allgemeine partielle Differentialgleichung‘/ (z 2, 2,...2n P} Pa --- Pn) 
=() zu integriren, habe ich dieselbe in $ 2 meiner Abh. 1875 in der 





diger Systeme daraus ableiten zu können. Man fände f,= 1. 8. W. 
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Form 9,=ec, geschrieben, wo ce, irgend eine der in der Gleichung f=0 
vorkommenden Beständigen ist. Es handelt sich darum, 2 —1 ähnliche 
Gleichungen 


= (9, Plz... Pn>Cn 

anzugeben, um sagen zu können, die partiellen Differentialguotienten 
PıPg:-:Pn Seien als Function der Veränderlichen zx,%,...%, bestimmt, 
Zur Bestimmung der Functionen 9,93...9„n habe ich die partiellen Dif- 
ferentialgleichungen aufgestellt: 


N) =0, (P)=N0 ... (M-ıP)=0, 
wobei ich mich der u Abkürzung bediene: 


a do; dox /dp 
(PP) = > dee en dpi a) 


und weiter abkürzend 


dor dk dopr do dg dp 
(en da, ErtE | 
setze. Es ist 9=9, eine Lösung der Gleichung (9,9)=0, ferner 
9=9, eine Lösung des Systems (9,9)=0, (9%p)=L0, ferner =, 
eine Lösung des Systems (9,9)=0, (,9)=0, (9p)=0 u. s. w. 

Für den Fall, dass die abhängige Veränderliche z in der Gleichung 
9, =c, nicht vorkommt, sind diese Systeme identisch mit denjenigen, 
welche Jacobi für diesen Fall aufgestellt hat. Dass dieselben, in dieser 
Beschränkung genommen, die Bedingungsgleichung A(2(p)) — P(A(P)) 
—=( erfüllen, hat Jacobi sehr einfach bewiesen. Setzt man anstatt 
A(9)=0, B(p)=0 die Gleichungen (9,9)=0, (9,9)=0, so schreibt 
sich die Bedingungsgleichung in der Form: 2 


(91 (92 )) — (9(9ı9)) =). 
Man weiss, dass sich die partiellen Differentialquotienten der zweiten 
Ordnung von @ gegenseitig aufheben, dass also nur partielle Differen- 
tialquotienten der ersten Ordnung von p vorkommen. Mit Rücksicht dar- 
auf, dass (9, 9)=—(99,) ist, schreibt sich die Bedingungsgleichung in 


der Form: 
(9, (9, P)) + (pP (P 9,)) = I. 
In seiner Beweisführung geht Jacobi von der folgenden Gleichung aus: 


(# (91 93)) + (91 (PP) + (PP yı))=I. 
Man kann leicht nachweisen, dass dieselbe eine identische ist; denn es 
heben sich hier nicht allein alle partiellen Differentialquotienten der 
zweiten Ordnung von ® gegenseitig auf, sondern ebenso auch die par- 
tiellen Differentialguotienten der zweiten Ordnung von p, und 9. Da 
überhaupt keine Glieder vorhanden sind, welche frei sind von den 
Differentialquotienten der zweiten Ordnung, so sieht man ein, dass 
sich alle Glieder ohne Ausnahme gegenseitig aufheben. Man be- 
merke noch, dass g9=9, eine Lösung der Gleichung (g,P)==0, dass 
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also (9,95) =0 eine identische Gleichung ist. Daraus folgt, dass die 
vorliegende identische Gleichung in die oben verlangte übergeht: 


(9, (P9)) - (99,9) = 0. 

In $ 4 meiner Abh. 1875 habe ich einen andern Beweis des Satzes 
gegeben, dass die Gleichungen (9,9)=0, (9,p)=0 ein Jacobi’sches 
System bilden, welcher unabhängig ist von der Kenntniss der obigen 
Bedingungsgleichung. Ich habe S. 282 die zu integrirende Gleichung 


9, =V, (2 DT, Dg... TnTn+1PıPg-: -Pn) + mm >6 
geschrieben und alsdann zur Bestimmung von 9=9, die folgende 
Gleichung erhalten: 


> dapı\dg _dy, (de\\ _ 
- de, / dp, 2.dp: \dE 
1 = 


do. s 
Le sei, so geht 
dpa +1 





Wenn man nun von der Annahme ausgeht, dass 


diese Gleichung über in: 


See 


und führt für den Fall, dass die abhängige Veränderliche z in @, fehlt, 
folgerichtig zu dem ausgesprochenen Satze. Wenn aber die abhängige 








Veränderliche z in g, vorkommt, dann ist diese Schlussfolgerung unzu- 
lässig; denn es ist dann auch 9 als Function von z zu betrachten, und 
deshalb muss 








do it do 
d Pn+1 Ep 
In+1 de d&n+1 


gesetzt werden. Da dann die Coefficienten der Gleichung nicht frei von 
do, 
Pr+1 S 
stand habe ich in meiner Abh. 1875 nicht beachtet, und angenommen, 





Pn+ı sind, so ist die Annahme —() nicht berechtigt. Diesen Um- 


dass die Gleichungen (9,9)=0 und (9,9)=0 auch in der allgemeinen 
Aufgabe ein Jacobi’sches System bilden, was nicht richtig ist. 

Herr Mayer hat in seiner Abhandlung S. 370 gezeigt, dass die 
Gleichungen (9,9)=0 und (9,9)=0 nicht mehr ein Jacobi’sches 
System bilden, wenn auch die abhängige Veränderliche z in der Gleich- 
ung 9,=c, vorkommt. Zunächst hat Herr Mayer gezeigt, dass unter 
dieser Voraussetzung der Ausdruck 


( (9 9)) + (91 (9, P)) + (9, (9 91)) 
nicht identisch gleich Null ist. Es heben sich zwar alle diejenigen Glie- 
der gegenseitig auf, welche die partiellen Differentialquotienten der zwei- 
ten Ordnung von 99,9, enthalten. Aber es sind jetzt auch solche 
Glieder vorhanden, in welchen nur partielle Differentialquotienten ‘der 
ersten Ordnung vorkommen; und diese sind es, welche sich nicht 


IE 
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5 1 ER dp d d 
aufheben. Dieselben sind mit je einem der Factoren iR —, _ 
z LE 





Ua, ER HE 
verbunden, und die mit multipliecirten Glieder sind ausgedrückt 


-. dp,\dp dy,/dp\\ _ dp 
5 ee ee 9 NE 
ds; ) dp; dp: \dz; dz 


d . . d 2 “ .. . 
— und die mit —? multiplieirten Glie- 
dz dz 


der, und man findet die identische Gleichung 


(2 (pı 93)) + (9, (92 9P)) te NR 9,)) 
I A REL: 


durch: 





Aehnlich Ei, sich die mit 





ie (pp). 


dz 


Mit Rücksicht auf die identische Gleichung (9,9,)=0 geht dieselbe 
über in: > 


tt (ap) = CRCRDE EZ - (MP). 


Das Jacobi’sche ist an die folgende Be gebunden: 


(9, (99) = (9 (PıP)). 
Man sieht nun, dass dieselbe nicht besteht, wenn 9, und 9, nicht un- 
abhängig von z sind. 

Wenn zwei partielle Differentialgleichungen ein vollständiges System 
bilden, so kann man dasselbe in ein Jacobi’sches umwandeln, indem 
man denselben gewisse Factoren giebt (vergl. $ 2). Es sollen nun die 
Factoren « und 5 von solcher Art bestimmt werden, dass die Gleich- 
ungen a(9,9)=0 und b(9,9)=0 ein Jacobi’sches System bilden. 
Wir verfolgen in dieser Absicht den von Jacobi eingeschlagenen Weg. 
Man hat zunächst die identische Gleichung 


a (91, d(P9)) = b (9,4 (PıP)). 
Wenn man die Differentiation der Producte durch partielle Differentia- 
tionen ersetzt, so geht die Gleichung über in: 


ab (9, (93P)) + « (9,9) (9b) = ab (9 (9ıYp))+ “ p)(py,@). 
Nach dem Obigen besteht auch die identische Er 


(+ (pp) = (+ (ip). 


Wenn man dieselbe mit «ab multiplieirt und von der andern Gleichung 
abzieht, so erhält man 

dp, 

dz ) 


«(92 P) ( 2b a) = b(9,9) @ 


Diese Gleichung soll für jede beliebige Function @ eine identische sein. 
Man erhält daher zur Bestimmung von a und 5 die beiden Gleichungen 
Zeitschrift f. Mathematik u, Physik, XXII, 2. 8 
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do do, 
(9,5 yeaber BE (9a) = a I: 


Man kann nun leicht ee dass die Gleichungen ( p)=0 
und (9,9)=0 durch einen und denselben Factor a in ein Jacobi’sches 
System übergeführt werden können. Unter der Annahme «—=b hat man 
zur Bestimmung von a die beiden Gleichungen 
dp 
Dr; 


dp 
(pa) = a gen » (Mpa)=a 





Es besteht ferner die identische Gleichung 


(PP) + i (94) = (ven) + (pa). 


Setzt man die aus den vorstehenden A genommenen Werthe 
(p,«) und (Y,«) ein, so geht diese Gleichung über in: 


le) 
1 au} BALL 


Indem man die Differentiation der Producte durch partielle Differentia- 
tionen ersetzt, erhält man: 
«(pi ke a ALT (#. ze a (Me), 
und mit Rücksicht auf ne ligen Werthe (p,«a) und (g,«) die Gleichung: 
(v. A 9.) —=(, oder auch on =(), 
Nach der Voraussetzung ist identisch (9,9) =0, und es ist daher auch 
die vorliegende Gleichung als eine identische anzusehen. Ich habe hier- 
mit nachgewiesen, dass die Gleichungen (9, 9)=0 und (9p)=0 durch 
einen und denselben Factor «a in ein Jacobi’sches System übergeführt- 
werden, und dass dieser Factor den beiden folgenden Gleichungen ent- 
spricht: 





N 
en 

Auf Grund dieses Satzes kann man, wenn ausser g=9, noch die 
Lösung =, der Gleichung (9,9) =0 bekannt ist, aus derselben wei- 
tere Lösungen dieser Gleichung ableiten. Man erhält zunächst die Lö- 
sungen @=a(9,%) und y=«4(9,, @(9,4,)). Den unbestimmten Factor 
a kann man leicht eliminiren. Die zuletzt erwähnte Lösung schreibe 
man in der Form: 


do 
(p,a)= u mar, (9a) = a — 


| y=«a°(p,(9,%))+ «(9 %)(P3«), 
d 
welche, weil (9,«a)= a Ze ist, übergeht in: 
dp 
y=«a(9,(9%)) + « er (928). 
Es ist jede Function von x und y, also auch = 5 eine Lösung der 


Gleichung (9,9)=0. Dies ist die von dem unbestimmten Factor a be- 
freite Lösung 
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(95 (93 &5)) En => - ® &,) 


(99 = 

Die Priorität dieses Resultats gehört Herrn Mayer, da mir derselbe 
schon im Mai 1876 brieflich davon Mittheilung gemacht hat. Herr 
Mayer ist auf einem andern Wege zu diesem Resultat gelangt. Er be- 
dient sich zu diesem Zwecke jener Transformation, durch welche Jacobi 
die abhängige Veränderliche aus der Gleichung f=0 wegbringt, anderer- 
seits aber die Anzahl der unabhängigen Veränderlichen um eine vermehrt. 


,= 


$4. Wie man die Anzahl der unabhängigen Veränderlichen in den 
partiellen Differentialgleichungen der zu integrirenden Systeme 
vermindert. 


Zur Bestimmung der Functionen 9, 9,...9„n hat man die n—1 par- 
tiellen Differentialgleichungen 
Mt, BMI... (Mm-1p)=0, 
und es ist abkürzend | 


ee dy,.\ dp dyp./dy 

(Pr 2) SE 5 5 ’ 
2 da; / dpi dpı \dz; 
=== 


(= dor he (2 )\-:?, + 


dx; dx; dx; dz 
gesetzt worden. Jede der n—1 partiellen en elseenonsen hat 
die 2n +1 unabhängigen Veränderlichen z&,%,...2n PıPg-: Pn- Man 








ferner 








kann aber andere Gleichungen an deren Stelle setzen, welche beziehungs- 
weise nur 2n, 2n— 2, 2n—4...4 unabhängige Veränderliche haben. 
Dies soll nun gezeigt werden. 


Es ist 9=g, eine Lösung der partiellen Differentialgleichung; 


II //dp,\ dp dy, (dp 
1 — a ET Fa Tr Pn 
) (Bı 9) > eh dp; dp: eh) 0, 
in welcher die oben erwähnten 2n + 1 unabhängigen Veränderlichen vor- 


kommen. Man kann die Veränderliche p, mit Hilfe der Gleichung 
9, = c, aus den Üoefficienten eliminiren. Die Lösungen der transformir- 


- 





d 
ten Gleichung sind dann unabhängig von ?,, und man darf daher Ei 
| 1 
=( setzen. Zur Bestimmung von 9, hat man dann eine partielle Dif- 


ferentialgleichung mit 2 unabhängigen Veränderlichen. 


Es ist ferner p9=9, eine Lösung des Systems der Gleichungen 

(9, 9)=0, (9P)=0. Wir bezeichnen mit 95! diejenige Function, in 

welche die Function @, übergeht, wenn die Veränderliche p, mit Hilfe 
g*+ 


116 “  Nachträge ete. 


nn nnnntnnnnnnnnnärnnNe 








vun run 





der Gleichung 9, =c, eliminirt wird, und erhalten alsdann die identische 
EEE 


= = na en EU U RL 

(pp 3 2 raE, da,)) dp; dp; de, dp )\dx; : 
dog 
dp, ET dp, 


5 en d p, d p d p,! do 
(99) = > (( er es dpi er), 
„.I9' > 5 Ep GEB, 
I da;/)dpı dp: da; 


Indem wir die üblichen Abkürzungen einführen, entsteht: 

















welche mit Rücksicht darauf, dass 


geht in: 














do.! 
dt). 
1 


An die Stelle der Gleichung (9,9) =0 setzen wir eine lineare Verbin- 
dung der Gleichungen (99)=0, (9,9)=0. Wir schreiben die neue 
Gleichung 


in 
do, dp dp, /dy 
2 Ip) = >) 2 VEN am 
9 En (( hm dp; \dz; u 








in welcher die 2n —1 unabhängigen Veränderlichen z2,r,... 2nPaPg::- Pn 


vorkommen. Eliminirt man die Veränderliche », mit Hilfe der Gleichung 
9,'=c, aus den Coefficienten der Gleichung 2), so findet man die Lö- 

d S 
sungen unabhängig von 2,, und man darf daher 0 setzen. Die 


2 | 
Gleichung (9,!9)=0 hat dann nur 2n —2 unabhängige Veränderliche. 
5 \9 sis 


Zur Bestimmung von 9, aber hat man das System der Gleichungen 
)=0, (9'9)= 


Es ist ferner g=9, eine Lösung des Systems. der Gleichungen 


(9,9)=0, (Bp)=0, (9p)=0. 


Wir bezeichnen mit 9,? diejenige Function, in welche die Function @3! 
übergeht, wenn die Veränderliche p, mit Hilfe der Gleichung 9,'=t, 
eliminirt wird. Der Anwendung der fortlaufenden Zahlen in dem oberen 
Index von @ steht Nichts im Wege, weil Exponenten von @ in diesen 
Untersuchungen nicht vorkommen. Wir erhalten die identische Gleichung: 


day | dp’ (dp,\ | dp? /d d 
(p, 9) ->' PS 93 93 ii P3 9 — 
de; nf GNd“; de, \day)J dpi 


a an eh 
dpi de, dp; de, dp; de, 2 























d 3 N 
0, dass ferner ee) ist, über- 
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A dp.? d 
welche mit Rücksicht darauf, dass RG, A =(, dass auch ER 
dp, dps dp, 


d 
0, _—V angenommen werden darf, übergeht in: 


dp. 
(9, P) = Me ETN, 
39) > dz;)dp,;, dp, \dz; 
ze 











ES dop,\ dp do, dp 
dc, = 1 dp; dp; de; 
dp; * 








> dp, dp dp, dp 
de, | de; dapı dp; \dz; ; 


Indem wir die üblichen Abkürzungen einführen, entsteht: 





se dn.® dp? 
(99)=(P5’Yp) + 53, ld p)+ s (FıP). 
de, de 


An die Stelle der Gleichung (9,9) =0 setzen wir eine lineare Verbin- 
dung der drei Gleichungen (9,9)=0, (9,9)=0, (P,9)=0. Wir 
schreiben die neue as RuDs 


"A dp dp? /dp 
3 (© re ED — u 0 
) (9p)= > ( 2) dp; dp TE) 5 


welche nur 2r — 3 unabhängige Veränderliche hat. Eliminirt man noch 

die Veränderliche p, mit Hilfe der Gleichung 9,’=c, aus den ÜOoefficien- 

ten dieser Gleichung, so ergeben sich die Lösungen unabhängig von 
d z 4 

?, und. man darf — 0 setzen. Man behält demnach eine partielle 


Pz 
Differentialgleichung mit 2n — 4 unabhängigen Veränderlichen. Zur Be- 


stimmung von p, aber hat man das System der Gleichungen 
(,9)=0, (!9)=0, (py)=0. 
Schliesslich ist = 9, eine Lösung des Systems der Gleichungen 


(P)=0, (Bp)=N0 ... (m-ı9)=0. 
Anstatt (9,—ı9)=0 gebrauchen wir die neue Gleichung 


arg) > (at): Bean ale 0, 
n— n— —. FINALE 
SS ee da; /dp:; dp; \dz; 


1 








wo 9277 diejenige Function bezeichnet, welche man aus der Function 
9”? durch die Elimination der Veränderlichen p„—-2 vermittelst der 
Gleichung 93 = «„—2 herleitet. Nachdem man noch die Veränderliche 


Pn-ı mit Hilfe der Gleichung 9? 77=cn-ı aus den Coefficienten dieser 


—() setzen und man behält eine 





Gleichung eliminirt hat, darf man Da 
? n—1 
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partielle Differentialgleichung mit nur vier unabhängigen Veränderlichen. 
Zur Bestimmung von 9,„ aber hat man das System der Gleichungen 
Ft, =... =. 

Nachdem man die Functionen 9, 95...9n aufgefunden hat, kann 
man die partiellen Differentialquotienten pP, 25. 2m als Function der Ver- 
änderlichen 2, X%,...x%„ darstellen, und man findet das vollständige In- 
tegral durch die Integration der vollständigen Differentialgleichung 


dz=p, da, +2, dx, +: ..F Pn dan. 


Diese Gleichung ist gleichbedeutend mit dem vollständigen System von 
n partiellen Differentialgleichungen mit je zwei unabhängigen Veränder- 
lichen: 

2 I do do 


+0 ’ 2 Bat; VE RN 


Mm 
dz d.cn 


In $ 3 meiner Abh. 1875 habe ich See Integral in der Form 


v=c geschrieben, und nachgewiesen, dass ı) eine Lösung der n—1 
partiellen Differentialgleichungen (9, 9)=0, (;F)=P0... (9p-ı9)=0 
ist. Man kann daher n—1 der zuerst erwähnten partiellen Differential- 
gleichungen durch diese letzteren ersetzen und demgemäss die Function 
ab als eine Lösung des Systems der folgenden n Gleichungen betrachten: 











2 do 
Mt rt... ent, mt. 
Die letzte kann auch durch die Gleichung 
dyr—! d dp ad 
ne ie Bde) 
dän dPn dPn in 


ersetzt werden, wo g"-1 diejenige Function bezeichnet, in welche die 
Function ur übergeht, wenn die Veränderliche #„.-ı vermittelst der 
Gleichung PTi=m-ı eliminirt wird. Nachdem man noch die Ver- 


änderliche 9„ vermittelst der Gleichung Time aus den Coeffieienten 


d 
Zn ) setzen und man hat 


‘ der vorliegenden eliminirt hat, darf man 
Pn 








wieder jene einfachere Gleichung ( )=0 mit nur zwei unabhängigen 


dan 
Veränderlichen. Die Gleichung (p*27'9)=0 hat aber vor dieser Gleich- 


ung den Vorzug, dass sie jenen Operationen des vorigen Paragraphen 
zugänglich ist, durch welche ein vollständiges System partieller Differen- 
tialgleichungen in ein Jacobi’sches System umgewandelt wird. 


$5. Reduction des Systems der +1 partiellen Differentialgleichungen 
auf ein System von zwei partiellen Differentialgleichungen mit je 
2n— 2i unabhängigen Veränderlichen. 


In $5 meiner Abh. 1875 habe ich die zu integrirenden Systeme auf 


Systeme von je zwei partiellen Differentialgleichungen zurückgeführt, 


Tr 5. 


de 5: 


Fe rear 
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Diese Reduction beruht darauf, dass bei der Integration eines Systems 
die Resultate Verwendung finden, zu welchen die Integration des vor- 
hergehenden Systems geführt hat. Ich habe die Reduction abermals aus- 
geführt, weil ich noch eine Vervollkommnung daran habe anbringen können. 
Sodann ist der Inhalt des $ 5 meiner Abh. 1875 vielleicht deshalb schwe- 
rer verständlich, weil ich in diese Reduction noch andere Betrachtungen 
eingeflochten habe, welche jetzt davon gesondert in den $$ 4 und 6 
enthalten sind. 
Es ist p=9, eine Lösung der partiellen Differentialgleichung 


"dp,\ do dp, do\\ 
u (Mr) Il IE) 2 dpi (2) 
welche 2 enkaiee, Veränderliche hat, nachdem man die Veränder- 


liche p, vermittelst p, =c, aus den Üoefficienten eliminirt hat, 
Ferner ist =, eine Lösung des Systems 


Gt, (nt. 
Im vorigen een haben wir die Gleichung aufgestellt 


| 2) 2!p) -5' (E- 2 ())- Hi 


welche 22 — 2 unabhängige Veränderliche hat, nachdem man die Ver- 
änderliche p, vermittelst ®,'== c, aus den Üoefficienten eliminirt hat. Es 
ist 9=x, eine Lösung dieser Gleichung. Hat man noch eine Lösung =ß, 
durch Integration bestimmt, so erhält man die weiteren Lösungen ver- 
mittelst der Gleichung 1), in welche sie eingesetzt werden sollen. Die 


(91 B2) Bi (93) .8. w. Nachdem man 
(pır)’ (9: El 

die Lösungen x, ßyßa-:.ß2n-2 der Gleichung (p,'9)=0 als neue Ver- 
änderliche in die Gleichung (9,9) = 0 eingesetzt hat, erhält man aus 
der transformirten Gleichung, welche gleichfalls 2n — 2 unabhängige 
Veränderliche hat, die Lösung 9=9, des vorliegenden Systems. 


Es ist ferner = 9, eine Lösung des Systems der drei Gleichungen 


H)=0, =, Pt. 
Die Lösungen der Gleichung (p,!p)=0 dürfen als bekannt vorausgesetzt 
werden, weil p,? als Function davon bestimmt worden ist. Es handelt sich 
daher nur um die Integration der zwei Gleichungen (9,9)=0, (95°9) 
=(0. Wir haben im ie Paragraphen die Gleichung aufgestellt: 


dos dp (2 
u (93° P) -) (( re apa ))- % 
welche nA, unabhängige Veränderliche hat, nachdem man die Ver- 


änderliche 7, vermittelst der Gleichung 9,°=c, aus den Üoefficienten 
eliminirt hat. Die Lösungen der Gleichung (9,'p9)=0 sind z, P,P3 ... Pa 2 

















weiteren Lösungen sind P, = 
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Die Lösung g=?, entspricht auch der Gleichung (p,’p)=0, und die 
Lösung 9=Pf, wird durch die Function @,? ersetzt. Die übrigen 2n — 4 
Lösungen führen wir als neue Veränderliche in die Gleichung 3) ein. 
Die transformirte Gleichung hat 2n — 4 unabhängige Veränderliche und 
liefert die den Gleichungen 2) und 3) gemeinsamen Lösungen. Eine 


solche ist p=x,. Hat man noch eine Lösung =, durch Integration - 


bestimmt, so findet man weitere den Gleichungen 2) und 3) gemeinsame 
Lösungen mit Hilfe der Gleichung 1), in welche sie eingesetzt werden 


(Pıya) „2 (DD 
(9,8%) 


(P,%;) 


Nachdem man die Lösungen ®, Ya Y3--- Pan—4 A neue Veränderliche in 
die Gleichung (9,9)=0 eingeführt hat, erhält man aus der transformir- 
ten Gleichung, welche gleichfalls 2r — 4 unabhängige Veränderliche hat, 
die den drei Gleichungen 1), 2), 3) gemeinsame Lösung 9=9,. 

Die Lösungen der ae (9,!p)=0 brauchen nicht vollzählig 
-bekannt zu sein. Man kann schon mit einer einzigen ausreichen. Die 
übrigen Lösungen der Gleichung (p,'9)=(0 erhält man mit Hilfe der 
Gleichung (9,9)=0, in welche sie eingesetzt werden sollen. Die Ver- 
vollkommnung, welche ich der Methode geben kann, beruht darauf, dass 
ich die Unterscheidung mache, ob ausser @,? mindestens zwei weitere 
Lösungen ß,ß, der Gleichung (9!p)=0 bekannt sind, oder ob nur 
eine weitere Lösung ß, vorliegt. Indem ich den ersten Fall voraussetze, 
wonach zwei weitere Lösungen ß,ß, bekannt sind, erhalte ich auf Grund 
der allgemeinen Eigenschaft des vollständigen Systems die weiteren Lö- 


(P3’P4) P,) 3 (Ps”| ) 
RERPENAFTERTER 


sungen der Gleichung (9!) = 0 aufgestellt hat, kann man die Function 
p, auf dem oben vorgeschriebenen Wege bestimmen. 


sollen. Die weiteren Lösungen sind y,= 


s. w. Nachdem man so die Lö- 





sungen ß, = 


Wenn aber ausser @,? nur eine weitere Function ß, der Gleichung 
(9,!9)=0 vorliegt, so führt die allgemeine Eigenschaft des vollständigen 
Systems nicht mehr zum Ziele. In diesem Falle ist die Eigenschaft des 
Jacobi’schen Systems unentbehrlich, wenn das vorliegende System ohne 
weitere Integration auf ein System von zwei partiellen Differentialgleich- 
ungen zurückgeführt werden soll. Man findet nach $ 3 eine weitere Lösung 
der Gleichung (9,'9)=0 in der Form ß,= (p,!Pß,) für den Fall, dass 
die abhängige Veränderliche 2 in der Gleichung @,=c, nicht vorkommt, 
Wenn auch die abhängige Veränderliche z in der Gleichung 9, =c, vor- 
kommt, so erhält man eine weitere Lösung der Gleichung (p,!p)=0 in 


der Form: l 
(9;" (9;1ß3)) cr a (9p3' P3) 


FR (P5' B3)” 
Mit Rücksicht auf $ 4 erhält man (@,!ß,) Äöirg: Es denn wir haben dort 





die Gleichung aufgestellt (p,!p) = (9? p) 





op). Setzt man 


ee 
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p=Pß,, so hat man die vorstehende, weil (9,!ß,)=0 ist. Dagegen darf 
man nicht (9,'(93° ß;)) = (95?(93ß,)) setzen. Ferner muss man, um den 


Differentialquotienten m herzustellen, die willkürliche Beständige e, in 


P; durch die Function @,! ersetzen. Nachdem man zwei Lösungen der 
Gleichung (95! P)=0 aufgefunden hat, kann man die übrigen Lösungen 
wieder vermittelst der allgemeinen Eigenschaft des vollständigen Systems 
herstellen und man findet alsdann die Function @, auf dem oben vor- 
geschriebenen Wege. 
Der Verallgemeinerung dieses Verfahrens stehen keine weiteren 
Schwierigkeiten entgegen. Es ist P=9, eine gemeinsame Lösung der 
vier Gleichungen ; 
(P9)=0, W!p)=0, (Pp)=0, PA. 
Wir dürfen von der Annahme ausgehen, dass die den Gleichungen 
(9!9)=0, (p”YP)=(0 gemeinsamen Lösungen bekannt sind, weil @,° 
als Function dieser Lösungen bestimmt worden ist. Es handelt sich 
daher nur um die Integration der zwei Gleichungen (9,9)=0, (pp) =. 
Die Gleichung (p,’P)=0 hat bekanntlich 2n — 6 unabhängige Veränder- 
liche, nachdem man die Veränderliche p, vermittelst der Gleichung 
p”=c, aus den Üoeffiecienten eliminirt hat. Die den Gleichungen 
(9!9)=0, (pYP)=0 gemeinsamen Lösungen sind X, Ya y3:--- Pın—t- 
Die Lösung x, entspricht auch der Gleichung (p?p)=0, und die Lö- 
sung Y, wird durch die Function @,? ersetzt. Die übrigen 2r — 6 Lö- 
sungen führe man als neue Veränderliche in die Gleichung (p,’P)=0 
ein. Die transformirte Gleichung hat 2 — 6 unabhängige Veränderliche 
und liefert die den Gleichungen 2), 3), 4) gemeinsamen Lösungen. Eine 
solche Lösung ist g=x,. Nachdem man eine zweite Lösung 9 =6, 
dieser Art durch die Integration bestimmt hat, findet man die weiteren 
Lösungen mit Hilfe der Gleichung 1), in welche sie eingesetzt werden 
(91%) Ö _(9,%) 
(p2)’ * (P8) 
Nachdem man die Lösungen x, 6,0, ...02„—_g als neue Veränderliche in die 
Gleichung (p,9)=0 eingeführt hat, erhält man aus der transformirten 
Gleichung, welche gleichfalls 2 — 6 unabhängige Veränderliche hat, die 
den vier Gleichungen 1), 2), 3), 4) gemeinsamen Lösungen 9 =9,. 
Wenn die den Gleichungen (p!9)=0, (9YP)=( gemeinsamen 
Lösungen nicht in der hinreichenden Anzahl vorhanden sind, so findet 
man die weiteren Lösungen vermittelst der Gleichung (p’p)=0, in 
welche sie eingeführt werden sollen. Wenn ausser @,° mindestens zwei 
weitere Lösungen y,y, des Systems der Gleichungen 2) und 3) bekannt 
sind, so kann man die übrigen Lösungen aus der allgemeinen Eigen- 
(Pr) „ul (9,° 75) 
Pr) (Pu” rs) 


sollen. Die weiteren Lösungen sind d, = USB, 








schaft des vollständigen Systems in der Form y,= 
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u. s. w. herleiten. Wenn aber ausser p,? nur die eine weitere Lösung 
y;s vorliegt, so ist man auf die Eigenschaft des Jacobi’schen Systems 
angewiesen. Für den Fall, dass die abhängige Veränderliche z in der 
Gleichung 9, —=c, nicht vorkommt, erhält man eine weitere den Gleich- 
ungen 2) und 3) gemeinsame Lösung in der Form y,= (93175). Wenn 
auch die abhängige Veränderliche z in der Gleichung @, =c, vorkommt, 
so findet man eine weitere Lösung in der Form: 


d 
(9, (9,93) + En (9473) 


(94 73)” 

In diesen Lösungen darf man (9,'y,)=(9,°y;) setzen, mit Rücksicht 
auf $ 4, weil (9,14,)=0, (Y!y)=0 ist. Dagegen darf man nicht 
(Play ))=(Pp(py5)) setzen. Ferner muss man, um den Differen- 


Hu 


dy, 2 En We 

tialgquotienten — herzustellen, die willkürlichen Beständigen c,, c, in 
dz 

Y; durch die Functionen @,!, @,! ersetzen. Nachdem man die den Gleich- 

ungen 2) und 3) gemeinsamen Lösungen hergestellt hat, findet man die 


Function 9, auf dem oben vorgeschriebenen Wege. 


S 6. Veber eine Eigenschaft der reducirten Systeme, und die Reduction 
des Herrn Mayer.. 


Zur Bestimmung von 9, 93...%n haben wir die partiellen Differen- 

tialgleichungen aufgestellt: 

MAMI RP)=0:... (Pn-ı9)=0, 
welche neben der gesuchten Function @ die 2n-+1 unabhängigen Ver- 
änderlichen 2%,%,...2n Pı Pa:-::Pn enthalten. Es ist = 9, eine Lösung 
der Gleichung (p,9)=0, 9=9, eine gemeinsame Lösung der Gleichungen 
(9,9)=0, (9%YP)=0 u.s.w., und endlich @, eine gemeinsame Lösung 
der Gleichungen (9,9)=0, (%,P)=0... (Pn-ı9)=0. 

Vermittelst der Gleichung 9, =, haben wir in $ 4 die Veränder- 
liche p, eliminirt, und es bleiben in der Gleichung (9, 9)=0 noch 2 
unabhängige Veränderliche übrig. Sobald man die Function @, auf- 
_ gefunden hat, kann man auch die Gleichung (9,9) =0 anschreiben. 
Zwischen den Gleichungen (9, 9)=0, (99) =Ü0 haben wir (vergl. $ 4) 
den partiellen Differentialquotienten von @ nach x, eliminirt. Die neue 
Gleichung (p,!p)=0 hat dann eine unabhängige Veränderliche weniger 
als die Gleichung (p,p)=0, weil x, in der Eigenschaft einer un- 
bestimmten Beständigen darin vorkommt. Ferner haben wir mit Hilfe 
von 9,!=, die Veränderliche p, eliminirt. An die Stelle der eliminir- 
ten Veränderlichen p, ist eine unbestimmte Beständige, der Parameter c, 
in die partielle Differentialgleichung eingegangen. Die transformirte 
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Gleichung hat nur noch 2r — 2 unabhängige Veränderliche; aber es sind 
an die Stelle der weggefallenen zwei Veränderlichen zwei Parameter 
getreten, Man kann dies leicht verallgemeinern. Sobald die Function 
p;+1 aufgefunden ist, kann man auch die Gleichung (9 +ı9)=0 an- 
schreiben. Man setzt an deren Stelle die Gleichung (95; +19)=0, welche 
nicht mehr 2n, sondern nur noch 2r— 2i unabhängige Veränderliche 
hat; aber es sind nun an die Stelle der weggefallenen 2: Veränderlichen 
ebensoviel Parameter getreten. 


Wenn man die den i+1 Gleichungen (9,9)=0, (p!9)=0... 
(9119) = 0 gemeinsamen Lösungen bestimmen soll, so kann der fol- 
sende Weg eingeschlagen werden: Man setzt die 2n — 27—1 Lösungen 
der letzten Gleichung (p%;+19)=0 als neue Veränderliche in die vor- 
letzte Gleichung ein. Es darf dabei nicht übersehen werden, dass der 
Parameter x; der Gleichung (9%; +19) =0 in der vorhergehenden Gleich- 
ung die Stelle einer Veränderlichen einnimmt. Aus diesem Grunde hat 
die vorletzte Gleichung nach erfolgter Transformation ebensoviel un- 
‚abhängige Veränderliche, als die letzte Gleichung. Indem man die Rech- 
nung in dieser Weise fortsetzt, indem man also die Lösungen der trans- 
formirten Gleichung jedesmal als neue Veränderliche in die vorher- 
sehende Gleichung einsetzt, erhält schliesslich auch die erste Gleichung 
(9,9)=0 2n— 2i Veränderliche, ebensoviel als die letzte Gleichung. 
Anders verhält es sich mit der Anzahl der Parameter. Aus der allgemei- 
nen Eigenschaft des vollständigen Systems folgt, dass die vorletzte 
Gleichung, nachdem man die erwähnte Transformation ausgeführt hat, 
einen Parameter weniger enthält als die letzte Gleichung; denn mit Hilfe 
‘von 2” — 2i— 1 Lösungen der letzten Gleichung eliminiren sich nicht 
ebensoviel, sondern alle 22 — 2i Veränderlichen dieser Gleichung. Ebenso 
folgt, dass die erste Gleichung des Systems (9,9)==0 nach erfolgter 
Transformation i Parameter weniger enthält als die letzte Gleichung 
(9%+ı9)=0. Indem ich das System der ö+1 partiellen Differential- 
gleichungen auf ein System von zwei partiellen Differentialgleichungen 
zurückführe, wird die Anzahl der in diesen Gleichungen vorkommenden 
Parameter um i—1 kleiner als in der Gleichung (p%; +19) =0. Ich habe 
damit eine wichtige Eigenschaft der reducirten Systeme nachgewiesen. 


Die Vereinfachungen, mit welchen sich die vorstehenden Betrach- 
tungen beschäftigen, lassen noch eine andere Deutung zu. Wenn das 
System der ö-+-1 partiellen Differentialgleichungen 


Hp)=I (Piy)=N ... (HrHıpy)=l 
vorliegt, so kann man die Veränderlichen p, Ps... ?;+ı vermittelst der 
Gleichungen 9, =c,, =... Piti=Cirı eliminiren und das all- 
gemeine Integral jeder einzelnen partiellen Differentialgleichung ist eine 
endliche Gleichung zwischen den 2n —i Veränderlichen ®, 7, ... "u Pit? 


S 
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...Pn des Systems. Ich habe vorhin gezeigt, wie man, wenn das all- 
gemeine Integral der letzten Gleichung bekannt ist, mit dessen Hilfe 
eine weitere Veränderliche aus allen iibrigen partiellen Differentialgleich- 
ungen eliminiren kann. In der Elimination dieser Veränderlichen findet 
die partielle Differentialgleichung, deren allgemeines Integral bekannt 
ist, ihre Verwerthung. Die Anzahl der partiellen Differentialgleich- 
ungen, deren gemeinsame Lösung bestimmt werden soll, ist um die 
Einheit kleiner geworden; aber die eigentliche Vereinfachung der Auf- 
gabe besteht darin, dass die gesuchte Function neben den i unbestimm- 
ten Parametern c,C,...C;+ı nicht mehr jene 2n —i Veränderlichen des 
ursprünglichen Systems, sondern eine Veränderliche weniger enthält. 
Indem ich die Anzahl der partiellen Ditferentialgleichungen, welche an- 
fänglich ©+1 ist, auf zwei zurückführe, gebe ich der Aufgabe eine 
wesentliche Vereinfachung‘, da nun von den Veränderlichen des ursprüng- 
lichen Systems i—1 aus der gesuchten Function eliminirt sind. 


Es könnte befremden, dass ich in der Reduction bei einem System 
von zwei partiellen Differentialgleichungen stehen bleibe, während doch 
die Mayer’sche Reduction jedesmal nur eine einzige partielle Differen- 
tialgleichung giebt. Der Grund davon liegt nicht in einer Unvollkommen- 
heit meiner Reduction, sondern darin, dass die beiden Reductionen ganz 
verschiedene Grundlage haben. Demgemäss sind auch die redueirten 
Systeme in dem einen und in dem andern Falle von verschiedener Art. 
Um das Verhältniss klarzustellen, ist es unumgänglich, dass man sich 
das durch die Mayer’sche Reduction erzielte Resultat vergegenwärtige. 


Ich muss auf den wesentlichen Unterschied hinweisen, dass die 
Mayer’sche Reduction nicht wie die obige zu einer Elimination der 
Parameter führt. Während oben die gesuchte Function durch eine wesent- 
lich einfachere ersetzt wird, bleibt sie hier unverändert dieselbe, wie vor 
der Reduction. Daher kann auch, was ich schon in $7 meiner Abh. 
1575 ausgesprochen habe, die obige Reduction in keinem Falle durch 
die Mayer’sche ersetzt werden. Der Umstand, dass die Anzahl der 
unabhängigen Veränderlichen in dem von mir redueirten System gewöhn- 
lich kleiner 'ist als in dem andern, kann nicht als der wesentliche Un- 
terschied angesehen werden, da derselbe nur zufällig eintritt. 


Berichtigungen zu meinen Abhandlungen 1875. 


S.83, 2.7 v. o. anstatt f+uf, lies: i +uf,. 
S.85, 2.1 v. o. anstatt zwischen 1 und n-+2 lies: von 1 bis n +2. 
S. 271, Z 7 v. o. anstatt 1858 lies: 1859. 


8. 283, 2.10 v. o. anstatt (p,9Y,) lies: (PP). 
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S. 285, 2.7 v. u. anstatt a lies: a 


3. 288, 
S. 288, 


dpı dpi 
2.14 v.o. anstatt <=1 lies: © — 1. 








dp\_ 


7.6 bis 5 v.u. zu streichen. Statt dessen lies: n) (919) =— Zr (49 


a dpn 


S. 292, 2.7 bis 9 v. o. bis zum Punkt zu streichen. Statt dessen lies: Durch die 


S. 298, 


Verallgemeinerung dieses Verfahrens hat Herr Mayer drei und mehr par- 
tielle Differentialgleichungen, welche ein vollständiges System bilden, durch 
eine einzige ersetzt. 

7.4 bis 3 v. u, zu streichen. Statt dessen lies: erfülle, wenn man ein 
vollständiges Integral der Gleichung 2) aufgefunden hat, darf nicht vor- 
ausgesetzt werden. 
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IV. Ableitung des elastischen Stosses zweier Atome aus mechanischen 
Principien. 

In seiner „Geschichte des Materialismus‘‘ macht F. A. Lange“ der 
neueren Atomistik den Vorwurf, dass die Unveränderlichkeit ihrer Atome 
die Möglichkeit eines elastischen Stosses derselben ausschliesse. Es sei 
bekannt, dass jeder elastische Körper während des Stosses Formver- 
änderungen erleide; sollten daher auch die Atome, wie die neuere Theorie 
der Gase. fordert, ihre Bewegung nach den Gesetzen des elastischen 
Stosses auf einander übertragen, so dürften sie nicht unveränderlich sein. 
— Der Fehler dieses Schlusses liegt einfach darin, dass Lange die 
Atome unter die Körper rechnet. Was von einem Körper, einer Atom- 
verbindung, gilt, braucht deshalb noch nicht von den einzelnen Atomen 
zu gelten. 

Der gegentheilige Beweis, dass zwei (unveränderliche) Atome beim 
Zusammentreffen ihre Bewegung nach den Gesetzen des elastischen 
Stosses auf einander übertragen müssen, lässt sich, wie folgt, führen. 

Wir benützen dazu ausser dem Satze, dass eine Bewegung nur auf- 
gehoben werden könne durch eine gleichgrosse ihr entgegengesetzte, noch 
das Prineip von der Erhaltung der lebendigen Kraft. Der erste Satz 
umfasst bei seiner Anwendung auf die Bewegung zweier Atome folgende 
zwei Theile: 

I. a) In jedem Augenblicke kann von einem Atom auf das andere nur 
eine Bewegung übergehen, welche die Richtung ihrer Verbindungs- 
linie hat; 

I. 5) Die Summen der gleichgerichteten Componenten der Bewegungs- 
grössen bleiben constant. 

Dazu kommt also noch: 

‘ 1I. Das Prineip von der Erhaltung der lebendigen Kraft. 


#9.) 2Bach 135202 
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Da wir den Stoss zweier Atome, nieht zweier Körper, behandeln, 
wird kein Theil der Energie der sichtbaren Bewegung sich in solche der 
unsichtbaren Bewegung verwandeln. 


Die Massen beider Atome seien nm, und m,, ihre Orte zur Zeit i 
mögen in Bezug auf drei rechtwinklige Axen die Coordinaten &,, Y,, 2% 
und &,, %, 2, haben. Die Componenten ihrer augenblicklichen Ge- 
schwindigkeiten seien Re TEUDdNEN Var Moe 

Vor dem Zusammenstoss beider Atome seien die Componenten ihrer 
constanten Geschwindigkeiten a, b,, €, und a,, b,, C,, nach demselben 
Bear und 4,,'Bs,.6o. 

Nach I. «) ist nun 


du, . dv, 7 dw, 
—/\d= 
a (4 a7? di ne di )‘ 0, 


wenn die Werthe der Richtungscosinusse i, k, ! der Gleichung 
(2,8) +kly,—y)+lla—2%)=0 


genügen. Eliminirt man aus beiden Gleichungen /, so zerfällt die resul- 
tirende Gleichung in folgende: 


du, dw, 
dv, dm 
Freamar 2* Ur EN 


Tr. Gleichungen zeijen für u, ©, ws; daher 


HH lu u,)(2, ER 2) - (m m) -%,))=0, 


d Ä 
71 3) —-2%) - (m, 2) (yı— Yo) 0. 


Beide Atome kommen sich beim Zusammentreffen unendlich nahe; 
deshalb erhalten wir durch Integration 


(u, — ug) (2, — 25) — (mw —w,) (&, —%,)=0, 
mM) 3) - mm) y)=0; 
woraus durch nochmalige Integration folgt: 


2 —ıX —y. 
2 — Oonst., Ya st 
Liegt nun der Anfangspunkt des Coordinatensystems in dem Orte 
des Zusammentreffens der Atome, so sind ihre Coordinaten in einer end- 
lichen Zeit vor und nach dem Zusammenstosse den gleichnamigen Ge- 


schwindigkeitscomponenten proportional, also 
B-B -%, 


«) in = Fuzerng m ——o P. 
4, —4g er h, be 
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Nach I]. b) ist 
07, d 
TR +m,u,)di=0, 37, (mv, + myv,) dI=0, 
2) 
l 
H (m,w, + m,m,) dI=0, 


also 


9) m At+mA=m,a+tm;a, mB, tm Pb,=m,b, +mgb,, 


1 ER a 
m, C, + m,6,=m;c, + mgty. 


Das ER von der Erhaltung der lebendigen Kraft liefert 


3) alu u2+22+m2)+' 5 tt) d=0 


nr 
oder nach vollzogener Integration 
y) m (AP+ BP? +0) + m,(4’+ B3°+ 0°) 
—= m, (a? +b?+c?) + m;(ag + by°+ c32). 
Eliminirt man aus den sieben Gleichungen «), ß) und y) die Grös- 
sen A), Bi, Es As, Da, (y, so erhält man zur Bestimmung von p 
Dan 
Diese Gleichung stellt uns vor die Alternative, ob wir die Atome 
als durchdringlich oder undurchdringlich annehmen wollen. 
Die Lösung p=+ 1 würde nämlich liefern: 
4=1a, 2B=b, Gec, Sen, Beh, Ga 
Beide Atome würden, ihre Durchdringlichkeit vorausgesetzt, vor und 


nach dem Zusammentreffen stets dieselben constanten Geschwindigkeiten 
beibehalten. | 


Setzen wir dagegen ihre Undurchdringlichkeit voraus, so erhalten 
wir firrp=—1: 


m, a m, d m,a, + mya 
a a 4A=2— 4+ a ER a 
m, + my m, + m, 
m,b m m, b m,b 
B,=2 RT 0, B=2 MD MDB ba, 
m, + m, m, + my 
m,c, + m, € m,c Mm, € 
dar, oe 
m + m, m, + m, 
Es ist leicht zu sehen, dass 
A Die 
Aula Ce Me 0 
ar Gurt ch 
RER 


Die Bahnen beider Atome vor und nach ihrem Zusammentreffen liegen 
also in derselben Ebene. Wählen wir diese zur XY-Ebene, so ist 


,=3,=0, mem—=0, degl. Geo, =%,=0. 
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Die momentane Verbindungslinie beider Atome behält vor und nach 
dem Stosse dieselbe Richtung. Jede zu ihr senkrechte Gerade hat die 
Richtungscosinusse 


V(a.—%)+ (b,— 5)? a V (a —3)?+(b,—b3) 
a —4, b,—b, 
Da nun 
Bei Pin cr en ER RLE |, 
a—a, b,—b, un b,—b, a 
so wird die zu letzterer Richtung parallele Geschwindigkeitscomponente 
jedes Atoms durch den Stoss richt geändert. 

Diese bekannten Gesetze werden auch für den Stoss zweier in der- 
selben Ebene bewegten Kugeln gelten, so lange nicht die besondere Art 
der Atomverbindung eine theilweise Umsetzung der Energie der sicht- 
baren Bewegung in solche der unsichtbaren zur Folge hat. 


Berlin. Dr. Gust. LüBeck, 


V. Ueber einige bestimmte Integrale. 


Setzt man 
2 1 


l —_ —. 
a rau EN, 
0 


0 
so ist bekanntlich 


log& log 1—-a)=p(1)—-y(la)—- e(l—), 
welche Gleichung sich auch leicht durch Differentiation nach x verifieiren 
lässt. In der vorstehenden Gleichung setze man rechts: 


1 
Ä log|1— xv 
- ler rn 

> 

1 

—o(l1—x) Ei ae — a 

0 

also durch Addition der Integrale 


1 
—g(z)—- p(1--r) ee =; Cr dv 
0 


1 
-/ log [1 —v— ax(1— x) v?] ER 
® 


0 
Es folgt so 
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik, XXIT, 2. a 
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1 j 
; ner 2% 2 
log(&) log 1—x)=gY(1) = dog An dee dv. 
0 
Führt man rechts » statt v mittels der Gleichung 


a 
(14m)? 


® 


ein, so erhält man 
, 1 


118532 
ig. nn] log(1+m) dw 


0 


| | 
no 








w»(1-+m) 
0 


Nun ist 
1 


og (i+n) „,_ PC) 
mw ME) en 
0 
: ( ) (log 2)° 
"log(1+w (log 
oh 1-+w rs 2 
0 


Die obige Gleichung wird hierdurch 
log& .log(1— x) = 4llog2)? — p(1) 


1 
1) log | 1+2n? (82 — 82? —1) + m] | 
ee 


0 


Die Annahme z= sin?z giebt 1—- 82 (1— x) =1—2(sin2z)?—= cos4z. Für 
diesen Werth von & geht die Gleichung 1) über in 


4 log sinz . log cosz —= 4 (log2)? — p(1) 


1 
2) "log[1— 2m? cos4z + w“] 
+f w(1-+%) eg 
0 , 


Man kann sich dieser Gleichung bedienen, um ein bekanntes Integral 
herzuleiten, indem man das von Poisson gegebene Resultat 


T 


[ot -2p cost + p%).a1=0, —-1<pr<1; 
0 
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Setzt man {=nz, wo n eine ganze Zahl bedeutet, so 
nimmt die von Poisson gegebene Gleichung die Form 


T 


WR 
3) So —2» eosnz+ 99) a:=0, —-1<p<1 
: | 


an. Substituirt man in dem Integrale 


T 


— 


4 
al log sinz . log cosz dz 
1) 


den auf der rechten Seite der Gleichung 2) stehenden Ausdruck, so 
folgt, mit Rücksicht auf die Gleichung 3), 


7T 


— 


4 


1 fio sinz .log cosz dz = n (log2)? — 79 (1) 


0 


DD 


oder, da W=7; 
z 


4 


log sinz .logcosz dz = |@ 2)% | 
g ze 9 2 < z = 4 g 34 S 


0 


Nimmt man in der Gleichung 1) 


4) 


82(1— x) —1= 00542 oder Ax(1—x) = (cos 22)? 

so ist 
(cosz + sinz)? (cosz + sinz)? 
Se 


Es 


log .log(1— 2) = [2 log (cosz + sinz) — 1og2] [2 log (cos z — sinz) — log2] 
—=4log(cosz + sinz) . log(cosz — sinz) — 21og2 ..log cos2z + (log2)? 
Hierdurch geht die Gleichung 1) über in 


4Alog(cosz + sinz) . er (cosz — sinz)=2loy2.log cos2z + 3(log2)? 


nf tel nn 


5) 


Diese Gleichung lässt sich auch aus der Gleichung 2) durch Vertau- 
7 
schung von z mit er ableiten 


Für „=—1 und n=4 giebt die 
Gleichung 3) | 
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TI 
4 
Soc 60822) dz—0. 
0 
Mit Rücksicht hierauf erhält man leicht aus 5) 
gt # 
Ep 
3 f .s 
6) N log(cosz + sinz) . log (cos z - .sinz) . dz IE [os 3a m | 


0 


Die unter 4) und 6) bemerkten Integrale findet man angeführt im 
„Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik“, Band 6 S. 193. 


Göttingen. Prof. EnNEPRR. 
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Recensionen. 


Theorie des equalions aux derivedes partielles du premier ordre 
par M. Paul Mansion, Professeur a luniversilE de Gand. Paris 
1875, Gauthier-Villars. In 8%. XVI und 282 Seiten 


Die Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
mit einer abhängigen Variablen bildet gegenwärtig einen abgeschlossenen 
Theil der Analysis, gleich ausgezeichnet durch die Mannichfaltigkeit der 
Probleme, die in ihm ihren Mittelpunkt finden, wie durch die Geschichte 
ihrer Entwickelung, mit welcher die glänzenden Namen eines Lagrange, 
Pfaff, Cauchy, Jacobi verknüpft sind. Eine zusammenhängende 
Darlegung der in den gelehrten Zeitschriften zerstreuten wichtigsten Un- 
tersuchungen auf diesem Gebiete hat zuerst Herr Imschenetzky im 
Jahre 1868 in einer in Grunert’s Archiv erschienenen vortrefflichen 
Abhandlung (Bd. 50 S. 273— 474) gegeben, in welcher ausser den Un- 
tersuchungen von Lagrange, Charpit, Pfaff, Cauchy und Jacobi 
auch die späteren von Bertraud und Bour berücksichtigt sind. Eine 
weniger vollständige Monographie über denselben Gegenstand ist später 
von Herrn Graindorge veröffentlicht worden (Memoire sur integration 
des equalions aux derivces parlielles des deux premiers ordres. Paris, 
Gauthier-Villars, 1872), worin auch noch die Theorie der partiellen Dif- 
ferentialgleichungen zweiter Ordnung in den Kreis der Darstellung ge- 
zogen ist. 

Vorliegendes Werk, die preisgekrönte Beantwortung einer von der 
belgischen Akademie gestellten Aufgabe, beschränkt sich lediglich auf 
die Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung und 
beliebiger Systeme von solehen mit einer abhängigen Variablen, mit Aus- 
schluss jeder Anwendung derselben auf die Variationsrechnung, auf die 
isoperimetrischen oder mechanischen Probleme. Innerhalb des so be- 
grenzten Gebietes ist eine annähernde Vollständigkeit erreicht, indem 
fast alle wichtigeren, bis auf die Zeit der Veröffentlichung der Schrift 
erschienenen Untersuchungen mehr oder weniger eingehend dargestellt 
sind, mit Ausnahme der in dieser Zeitschrift veröffentlichten Arbeit des 

Hist.-lit. Abthlg. d. Zeitschr. f. Math. u. Phys. XXII, ?. 4 
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Herrn Weiler (Jahrg. VIII, S. 264), welche dem Verfasser, wie er be- 
merkt, nicht zugänglich gewesen ist. 

Der*in der Schrift befolgte Gang ist nicht der systematische, son- 
dern der historische. Die einzelnen Lehrsätze der Theorie werden nicht 
nach gewissen, aus. der Natur des Gegenstandes entnommenen ı Gesichts- 
punkten einheitlich entwickelt; das Werk besteht vielmehr aus einer 
Reihe von Analysen der Arbeiten der bedeutenderen Autoren, nach 
denen auch die einzelnen Capitel überschrieben sind. Die Anordnung 
folgt hierbei im Allgemeinen der geschichtlichen Entwickelung, nur dass 


die Cauchy’sche Methode, wiewohl’ ihre Veröffentlichung in eine weit 


frühere Zeit fällt, als die ersten Arbeiten Jacobi’s über partielle Dif- 
ferentialgleichungen, erst gegen Ende des Buches neben den Lie’schen 
Untersuchungen auseinandergesetzt ist. Die Berechtigung für diese ex- 
ceptionelle Behandlung Cauchy’s liegt in der merkwürdigen Thatsache, 
dass die Arbeit eines so eminenten Mathematikers, wie sie Jacobi 
selbst entgangen war, so auch von den späteren die Jacobi’schen Ent- 
deckungen zum Ausgangspunkte nehmenden Forschern lange unbeachtet 
blieb, bis sie in der neuesten Zeit die gebührende Aufmerksamkeit auf 
sich gelenkt und in der Weiterentwickelung der Theorie einen bemerk- 
baren Einfluss auszuüben begonnen hat. 

In dem Umstande, dass das Problem der Knrtibllen Differential- 
gleichungen einen speciellen Fall des berühmten Pfaff’schen Problems 
bildet und auch historisch seine erste Lösung mit der Aufstellung und 
Lösung des letzteren gefunden hat, ist es begründet, dass der Verfasser 
auch das Pfaff’sche Problem mit in seine Darstellung aufgenommen 
hat. Die Lösung desselben ist darin bis zu den von Jacobi eingeführ- 
ten Vereinfachungen fortgeführt, wobei die Gauss’sche Recension und 
die Cayley’schen Arbeiten darüber berücksichtigt sind. Die weiteren 
Entwickelungen dagegen, welche diese Theorie seit der Grund legenden 
Arbeit des Herrn Natani (‚Ueber totale’und partielle Differentialgleich- 
ungen“, Borch. J. Bd. 58) erfahren hat, sind als zum eigentlichen Ge- 
senstande des Werkes nicht gehörig fortgelassen. Es ist uns jedoch 
fraglich, ob nicht durch die Aufnahme der Natani’schen Untersuch- 
ungen, sowie der nachfolgenden Clebsch’s, die Einsicht in die Natur 
gerade der so berühmten neueren Jacobi’schen Methode erheblich ver- 


tieft worden wäre. Das Problem der partiellen Differentialgleichung‘ 


erschien nur so lange als ein besonders einfacher Fall des Pfaff’schen 
Problems, als man glaubte, zur Lösung des letztern die vollständige 
Integration sämmtlicher von Pfaff nacheinander «(von Jacobi neben- 
einander) aufgestellten Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen nö- 
thig zu haben, da nämlich bei der partiellen Differentialgleichung nach 
der durch Jacobi modifieirtten Pfaff’schen oder nach der Cauchy- 
schen Methode die Aufgabe bereits mit der vollständigen Integration des 
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ersten Systems erledigt war. Seitdem aber durch die „Nova methodus“ 
Jacobi’s die Stellung der Probleme zueinander dahin verändert war, 
dass den früheren Vorstellungen entgegen die Integration einer partiel- 
len N)ifferentialgleichung mit rn unabhängigen Veränderlichen für ein 
weniger complieirtes Problem, als die vollständige Integration eines 
Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen mit 2n-+1 Variablen zu 
halten ist, indem zu der letztern im Allgemeinen Integrationen höherer 
Ordnung, als zur erstern erforderlich werden, und dass man es vielmehr 
als eine besonders ausgezeichnete Eigenschaft des zu einer partiellen 
Differentialgleichung gehörigen Systems gewöhnlicher Differentialgleich- 
ungen betrachten kann, dass ihre Integration auf die Lösung der erstern 
redueirt ist — seit dieser Erkenntniss erweist sich die bevorzugte Stel- 
lung der partiellen Differentialgleichung innerhalb der Theorie des 
Pfaff’schen Problems hinsiehtlich ihrer Einfachheit als eine scheinbare. 
Denn inzwischen hatte Herr Natani und später Ülebsch gezeigt, dass 
die Lösung des letzteren nicht mehr vorzunehmende Integrationen erfor- 
dert, als die der ersteren, und dass in gleicher Weise die vollständige 
Integration der Pfaff’schen Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen 
als durch die Lösung des Pfaff’schen Problems geleistet und nicht 
umgekehrt dieses als auf die erstere Aufgabe redueirt anzusehen ist. 

Das Werk beginnt mit einer Uebersicht des Planes und einem histo- 
rischen Rückblicke auf den Entwickelungsgang, den die Theorie seit 
Lagrange genommen hat. In der darauf folgenden Einleitung giebt 
der Verfasser zunächst eine Definition des Problems der Integration einer 
einzigen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung oder eines Sy- 
stems solcher mit einer abhängigen Variablen nach Lagrange und Herrn 
Lie, wobei die Lie’sche Fassung in einer geometrischen Interpretation 
des analytischen Problems besteht, unter Anwendung der 'T’erminologie 
der Mannigfaltigkeitslehre bei mehr als drei Variablen. 

Alsdann behandelt der Verfasser die Erzeugung der partiellen Dif- 
ferentialgleichungen, die verschiedenen Arten ihrer Lösungen (vollstähdige, 
allgemeine, singuläre) nach Lagrange, sowie eine von Herrn Lie her- 
rührende Qlassification der ersteren in lineare, halb lineare und nicht lineare, 
endlich die Erzeugung eines Systems simultaner partieller Differentialgleich- 
ungen durch Differentiation einer Fuuction mit einer abhängigen und 
einer beliebigen Anzahl unabhängiger Variablen, in der die Zahl der will- 
kürlichen Constanten geringer als die der letzteren ist.  Bemerkenswerth 
ist noch eine Begründung der zweiten Jacobi’schen Transformation (Nova 
Methodus S 1), welche die Fortschaffung der abhängigen Variablen aus 
der partiellen Differentialgleichung bezweckt, gegen die Einwände, welche 
sie von Seiten mehrerer Mathematiker erfahren hat. 

Die Integrationsmethoden selbst werden in drei Büchern abge- 


handelt, 
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Das erste Buch enthält die Analyse der Methoden Lagrange’s und 
Pfaff’s in vier Capiteln. Den Anfang machen die linearen partiellen 
Differentialgleichungen und diejenigen nicht linearen, welche mit Hilfe 
der Legendre’schen Substitution in lineare verwandelt werden können. 
Bei dieser Gelegenheit wird auch die Ausdehnung mitgetheilt, welche 
lacobi dem Lagrange'schen Integrationsverfahren auf eine gewisse, 
bekanntlich bisher allein untersuchte Classe simultaner linearer partieller 
Differentialgleichungen mit mehreren abhängigen Variablen gegeben hat. 
Die Verwunderung, die der: Verfasser darüber äussert, dass die betref- 
fende, vom Jahre 1827 datirende Abhandlung (Crelle’s J. Bd. 2) in 
allen Lehrbüchern, selbst in den neuesten Arbeiten der Herren Imsche- 
netzky und Graindorge mit Stillschweigen übergangen sei, veranlasst 
uns zu dem gelegentlichen Hinweise, dass die genannte Verallgemeine- 
rung in dem verbreiteten Lehrbuche von Co Prnot, „Theorie des fonctions“, 
sowie in dem inhaltsreichen Werke des Herrn Natani („Höhere Ana- 
lysis in vier Abth.“, Berlin 1866) sich auseinandergesetzt findet. Im 
zweiten Capitel wird die Lagrange'sche Methode der Integration nicht 
linearer partieller Differentialgleichungen mit drei Variablen entwickelt, 
wobei im Hinblick auf die späteren Lösungen desselben Problems für 
mehrere Variable in einer sehr klaren Weise gezeigt wird, wie die ver- 
schiedenen Formen, in welchen der berühmte Urheber seine Theorie 
dargestellt hat, die Keime einerseits der Pfaff’schen und Cauchy- 
schen, andererseits der neueren Jacobi’schen Methode enthalten. Das 
dritte Capitel giebt die Analyse einer ebenfalls im Jahre 1827 erschiene- 
nen Abhandlung Jacobi’s (Crelle’s J., Bd. 2 S. 317— 339), worin 
derselbe durch Ausdehnung der Lagrange’schen Methode auf partielle 
Differentialgleichungen mit beliebig vielen Variablen zu demselben System 
gewöhnlicher Differentialgleichungen gelangt, welche bei der Pfaff’schen 
Methode als erstes System erhalten wird. Mit der Auseinandersetzung 
der Lösung des Pfaff’schen Problems bis zu den oben bezeichneten 
Vervöllkommnungen von Gauss und Jacobi und ihrer Anwendung auf 
die Integration der partiellen Differentialgleichungen schliesst das erste 
Buch. 

Es folgt nunmehr die Dailegung der neueren Jacobi’schen Me- 
thode nach der „Nova methodus‘‘“ (Borch. Journ. Bd. 60) und den „Vor- 
lesungen über Dynamik“, welche die beiden ersten Capitel des zweiten 
Buches einnimmt. Es wird bemerkt, dass diese Methode von Jacobi 
1838 gefunden, aber vor ihrer vom Jahre 1860 datirenden Veröffent- 
lichung bereits in den Jahren 1853 und 1854 von Liouville, Bour 
und Donkine zum zweiten Male entdeckt worden ist. Einleitend wer- 
den die die Integrabilitätsbedingungen ausdrückenden (Jacobi-Pois- 
son’schen) Formeln in systematischer Form und mit einer weit über das 
vorliegende Bedürfniss gehenden Ausführlichkeit in den verschiedensten 
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Formen entwickelt. Es werden ferner im Anschluss an die Jacobi’sche 
Integrationsmethode die bemerkenswerthen Vereinfachungen angezeigt, 
welche Herr Imschenetzky in gewissen Fällen beträchtlicher Allgemein- 
heit durch die Methode der Trennung der Variablen eingeführt hat. Das 
dritte Capitel beschäftigt sich mit der von Bour gegebenen Erweiterung 
der Jacobi’schen 'Theorie auf simultane partielle Differentialgleichungen 
mit einer abhängigen Variablen, welche in einem Punkte nach einer 
Angabe des Herrn Mayer berichtigt wird. Im vierten Capitel wird die 
Clebsch’sche Arbeit „Ueber die simultane Integration linearer partiel- 
ler Differentialgleichungen‘‘ (Borch. J. Bd. 65) reprodueirt, in welcher 
die Auffindung einer gemeinsamen Lösung jedes der in der Jacobi- 
schen Methode nacheinander auftretenden Systeme simultaner Gleichungen 
von nur zwei auszuführenden Integrationen abhängig gemacht wird. Der 
Verfasser nennt diese Methode die Clebsch-Weiler’sche, eine durch 
Clebsch selbst veranlasste üblich gewordene Bezeichnung, gegen welche 
sich neuerdings Herr Weiler (dieses Journ., Bd. XX S. 271) mit Recht 
verwahrt hat. (Vergl. hierüber die neueste Abhdlg. des Herrn Mayer 
„Ueber die Weiler’sche“ Integrationsmethode‘‘, Mathem. Ann. Bd. IX). 
In der: Wiedergabe befindet sich an der Stelle auf S. 184, wo von der 
Verfügung über die Functionen x in der Clebsch’schen Transformation 
gesprochen wird, der irrthümliche Passus: „Cette fanction u; sera une so- 
lution du systeme transforme (1';_ı1)“ und demgemäss ist in den darunter 
befindlichen Gleichungen 2) überall 2;_ı,:-ı(u;) gleich Null gesetzt, 
während nach ÜOlebsch’s Bestimmung u; nur die gemeinsame Lösung 
der i—2 ersten Gleichungen des Systems (1’;_ı) sein soll, also die 
Grössen B;_ı,;—ı (w) von Null verschieden sind. Uebrigens treten auch 
in der Darstellung .des Verfassers dieselben Grössen in den Gleichungen 
5), S. 185, als wesentlich von Null verschieden auf, wie aus der daran 
geknüpften Folgerung unmittelbar hervorgeht. — Es folgen dann im 
fünften Capitel die Methoden der Herren Boole und Korkine für die 
Integration simultaner partieller Differentialgleichungen, erstere auf lineare, 
letztere auf beliebige Systeme sich erstreckend, beide darin übereinstim- 
‚mend, dass das System vermittelst vollständiger Integration einer Gleich- 
"ung desselben in ein anderes transformirt wird, in welchem sowohl die 
Zahl der Variablen, als die der Gleichungen um 1 vermindert ist. Die 
bei Herrn Korkine fehlenden Beweise für die Erhaltung der Integra- 
bilität, sowie für die Verminderung der Zahl der Variablen durch die 
angewandte Transformation werden vom Verfasser hinzugefügt. Das letzte 
Capitel des zweiten Buches ist der wichtigen Abhandlung des Herrn 
Mayer: „Ueber integrable Systeme ete.‘‘, Math. Ann. Bd. V, gewidmet, 
deren Inhalt man in drei’ Theile sondern kann: 1. Systematische Dar- 
stellung des Zusammenhanges eines integrablen Systems totaler Differen- 
tialgleichungen mit einem System simultaner linearer partieller Differen- 
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tialgleichungen; 2. Zurückführung der Ermittelung aller Lösungen eines 
solchen Systems auf die vollständige Integration eines einzigen Systems 
gewöhnlicher Differentialgleichungen; 3. Ableitung einer gemeinsamen 
Lösung des Systems aus einem einzigen Integral des letzterwähnten 
Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen, indem durch die besondere 
Form, auf welche man die gefundene Integralgleichung und die daraus 
gebildeten Gleichungen bringt, bewirkt wird, dass alle übrigen Opera- 
tionen rein algebraische werden. Herr Mansion erwähnt, dass Herr 
Mayer sich für seine Methode auf die oben angeführte Abhandlung des 
Herrn Natani und eine Abhandlung des Herrn Du Bois-Reymond 
(Borch. J. Bd. 70) bezieht. Zur specielleren Orientirung sei hinzu- 
gefügt, dass dieser Hinweis den zweiten 'T'heil allein (nach obiger Ein- 
theilung) betrifft. Herren Natani verdankt man nämlich die Einführung 
der Anfangswerthe der Variablen in den Integralen, wodurch die zu in- 
tegrirenden Systeme von einander unabhängig aufgestellt und integrirt 
werden können; er wurde darauf durch die glückliche Anwendung ge- 
führt, welche Jacobi davon für die Vervollkommnung der Pfaff’schen 
Methode gemacht hatte. Herr Du Bois-Reymond zeigte hierauf, dass 
durch eine passende Wahl der Anfangswerthe die Integration einer in- 
tegrablen totalen Differentialgleichung auf ein einziges System gewöhn- 
licher Differentialgleichungen zurückgeführt werden kann. Die im zweiten 
Theile entwickelte Methode des Herrn Mayer ist nun die Ausdehnung 
des Du Bois-Reymond’schen Verfahrens auf ein System integrabler 
totaler Differentialgleichungen. 

Das dritte Buch handelt von den Methoden Cauchy’s und Lie’s. 
Cauchy hat seiner ersten 1818 veröffentlichten Arbeit eine ‚bisher nicht 
genügend. beachtete neue Abhandlung im Jahre 1841 hinzugefügt, in 
welcher er seiner Methode eine allgemeinere Form giebt. Es ist das Ver- 
dienst des Verfassers, die Wichtigkeit dieser zweiten Arbeit für die 
tiefere Einsicht in die Cauchy’sche Methode erkannt zu haben; und 
nach seiner Darstellung derselben, die in gewissem Sinne eine Original- 
leistung genannt werden. darf, behält diese Methode ihre unveränderte 
Giltigkeit in allen den singulären Fällen, welche einerseits den Gegen- 


stand der interessanten Untersuchungen des Herrn Serret- bilden, wor-" 


unfer auch die Lie’schen halb linearen Gleichungen begriffen sind — 
andererseits’in letzter Zeit den Herren Mayer und Darboux zur Mo- 
dification der Jacobi-Hamilton’schen Methode Anlass gegeben haben. 
Die Analyse der Serret’schen Untersuchungen nimmt das zweite Capitel 
ein. — Im letzten Capitel wird die Lie’sche Methode nach der Darstel- 
lung des Herın Mayer als eine natürliche Folge der Oauchy’schen 
Methode auseinandergesetzt. In dieser Methode wird die Integration von 
m-1 partiellen Differentialgleichungen mit m-++n wmabhängigen Variab- 
len auf die einer einzigen Gleichung mit » Independenten zurückgeführt, 
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Die Theorie‘ der Transformation ‚der partiellen Differentialgleichungen, 
welche hierbei zur Anwendung kommt, wird nur soweit, als zum vor- 
liegenden Zweck erforderlich ist, entwickelt. Das Werk schliesst mit 
einem kurzen Anhang, der zur leichteren Auffassung des Zusammen- 
hanges der besprochenen Theorien unter einander eine synthetische Dar- 
stellung derselben mittelst der Lie’schen Begriffe der charakteristischen 
Linien, Congruenzen etc. enthält. 


Die consequent durchgeführte Anwendung der Theorie der Func- 
tionaldeterminanten verleiht der Darstellung eine ungemeine Präeision 
und Kürze. Auf Strenge und Vollständigkeit der Beweise ist überall 
Bedacht genommen. So hat z. B. der Verfasser bei der Ableitung der 
allgemeinen Lösungen der partiellen Differentialgleichungen es sich jedes- 
mal angelegen sein lassen, den directen Nachweis zu liefern, dass jede 
Lösung in der allgemeinen Lösung enthalten ist. An mehreren Stellen 
sind die bei dem betreffenden Autor ohne Beweis gegebenen Resultate 
mit den nöthigen Beweisen versehen worden. Der in dem Werke be- 
folgte Plan, die Theorie in ihrer historischen Entwickelung vorzuführen, 
hat neben dem Vortheil, dabei gleichzeitig von den einfacheren Proble- 
men zu den complicirteren fortzuschreiten, doch auch den Nachtheil, 
dass systematisch Zusammengehöriges in der Darstellung öfters getrennt 
erscheint-e Diesem Uebelstande hat der Verfasser dadurch abzuhelfen 
sich bemüht, dass er jede Gelegenheit wahrgenommen hat, auf den Zu- 
sammenhang der verschiedenen Methoden unter einander an den betref- 
fenden Stellen im Einzelnen hinzuweisen. Zur Erläuterung der ent- 
wickelten Integrationsmethoden sind zahlreiche Beispiele ausgeführt, 
welche den Arbeiten von Lagrange, Monge, Cauchy, Imsche- 
netzky, Graindorge, Oollet entnommen sind. Hierher gehört noch 
als besonders erwähnenswerth die Aufnahme der Speeialarbeiten von 
Hesse („De integratione aequationis partialis etc“, Crelle’s J., Bd. 25 
S. 171— 177) und von Herrn Schlaefli (,„Sopra una equazione a diffe- 
renziali parziale del primo ordine“, Ann. di mat. pur. ed appl., serie 2° t. II 


p. 89 — 96). 


Nach dem Vorangehenden bedarf es wohl kaum einer besondern 
Hervorhebung des unschätzbaren Werthes, welchen das vorliegende Werk 
für Jeden hat, der sich in einer der wichtigsten unter den mathemati- 
schen Disciplinen allseitig orientiren und gründlich belehren will. Es 
sei nur noch bemerkt, dass sich der Verfasser um den Dank der Ge- 
lehrien in hohem Grade auch durch die gewissenhafte Sorgfalt verdient 
gemacht hat, mit der er auf Vollständigkeit der Citate bedacht gewesen 
ist, in denen durehgehends die einzelnen Methoden und Lehrsätze bis 
auf ihre ersten Entdecker zurückgeführt worden sind. Mit diesem den 
früheren Leistungen dargebrachten Tribut ist zugleich für künftige 
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Forschungen der Weg zu den ÖOriginalquellen in erwünschtester Weise 
geebnet. 


December 1876. HAMBURGER. 


Prineipien der Flächentheorie, von R. Hopper, Professor an der Univer- 
sität Berlin. Leipzig 1876. 96 8. 


In dem Werke .,4pplication de Tanalyse ü la geomeirie“ hatte Monge 
den ersten Versuch einer systematischen analytischen Geometrie der 
Flächen und Curven doppelter Krümmung gemacht. Es finden sich in 
diesem Werke Prineipien entwickelt, welche für den Fortschritt der Geo- 
metrie von wesentlicher Bedeutung gewesen sind. Bei aller Bewunde- 
rung für das eminente Talent von Monge lässt sich eine schwache Seite 
seines Werkes nicht verkennen: dass man es weniger mit einem einheit- 
lichen Ganzen’ zu thun hat, wie mit einer Reihe von Abhandlungen, 
deren Zusammenhang ein etwas loser ist. Die eigentlichen Fundamente 
einer Flächentheorie hat Gauss in der berühmten Abhandlung „Disgwi- 
siflöneg generales eirca superficies curvas“ aufgerichtet, welche Abhandlung, 

n Verbindung mit ähnlichen Arbeiten des grossen Mathematikers, für 
a Untersuchungen massgebend geworden ist. 

Die Arbeiten von Monge und Gauss haben in neuerer Zeit den 

Anstoss zu zahlreichen Untersuchungen gegeben, deren Verständniss 


einen ziemlich entwickelten Apparat analytischer Ausdrücke und Formeln . 


erfordert. Eine nur einigermassen vollständige Zusammenstellung des 
einschlägigen Materials lassen selbst die besseren, neueren Werke über 
Raumgeometrie nur ungern vermissen, wie z. B. die Werke von Sal- 
mon und Joachimsthal. Unter diesen Umständen versucht das in 
der Ueberschrift genannte Werkchen des Herrn Professor Hoppe, ein 
zeitgemässer Beitrag zur Ausfüllung einer literarisch - mathematischen 
Lücke zu sein. Eine kurze Aufzählung der behandelten Gegenstände 
bietet ein einfaches Mittel zu einer Uebersicht des vom Verfasser behan- 
delten Materials. Was den Umfang desselben betrifft, so möchte Refe- 
rent zu der Meinung hinneigen, dass der Verfasser manches Mittheilens- 
werthe nicht in den Kreis seiner Darstellung gezogen hat. Doch will 
der. Referent sich hierin gern bescheiden, da über den grösseren oder 
geringeren Werth mancher Entwickelungen Erfahrung und Anwendung 
das beste Urtheil fällen. 

Der günstige Eindruck, welchen der Anfang der Schrift des Herrn 
Hoppe macht, wird durch eine Aenderung der Bezeichnung etwas ge- 
stört, welche den Vergleich mit anderen Arbeiten erschwert. In dem 
Ausdrucke für das allgemeine Bogenelement einer Curve auf einer Fläche 
hat Gauss drei Quantitäten durch Z, F und & bezeichnet, welche Be- 
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zeichnungen später. von allen Mathematikern stillschweigend angenommen 
worden sind. Herr Hoppe ersetzt die grossen durch die kleinen latei- 
nischen Buchstaben und gebraucht £, F und @ zur Bezeichnung von 
drei Determinanten, welche in den Gleichungen für die Krümmungshalb- 
messer ebener Schnitteurven erscheinen. Da gemeiniglich durch e die 
Basis der natürlichen Logarithmen bezeichnet wird und e in dieser Be- 
deutung in dem Gauss’schen Ausdrucke Z bei Untersuchungen häufig 
vorkommt, so glaubt Referent, dass ein Festhalten an den Gauss’schen 
Bezeichnungen Nichts weniger wie pedantisch sein möchte. 

Die Schrift von Herrn Hoppe zerfällt in drei Abtheilungen. In 
der ersten derselben wird der Ausdruck für das Bogenelement als Aus- 
gangspunkt genommen. Es knüpfen sich daran die Bestimmungen der 
berührenden Ebene, der Normale, Herstellung dreier Fundamentalgleich- 
ungen, Entwickelung des Ausdguckes für den Krümmungshalbmesser 
einer ebenen Schnitteurve, woran sich dann die Sätze von Meusnier 
und Euler anschliessen. Die Hauptkrümmungshalbmesser werden de- 
finirt und gehrere Begriffe, welche mit denselben eng verbunden sind, 
wie sphärische Krümmung, Krümmungsmass, conjugirte Tangenten. Auf 
die Bedingung, damit eine Gerade die Normale einer Fläche sein kann, 
folgt die Bestimmung des Torsionsradius einer Curve auf einer Fläche. 
Hier wäre wohl ein kurzer Abriss. betreffend die wesentlichsten Elemente 
einer Curve auf einer Fläche, am geeigneten Orte gewesen. Der Begrift 
der Biegung einer Fläche wird gegeben, darauf folgen Betrachtungen 
über Mittelpunktsflächen und parallele Flächen; einige Bemerkungen über 
Coincidenzpunkte der Parameterlinien schliessen die erste Abtheilung. 
Die zweite Abtheilung enthält Untersuchungen über besondere Linien 
und Liniensysteme auf Flächen. Es sind dieses die Krümmungslinien, 
die asymptotischen Linien und die geodätischen Linien. Die conforme 
Abbildung der Flächen auf der Ebene beschliesst die zweite Abtheilung. 
Ein genaueres Eingehen in die Preisschrift von Gauss hätte den etwas 
kurzen Paragraphen über conforme Abbildung nur an Deutlichkeit ge- 
winnen lassen können. 

Der dritte Abschnitt enthält Anwendungen der früher entwickelten 
Prineipien auf Wesondere Arten von Flächen. Es sind dieses wesentlich: 
die abwickelbaren Flächen, Flächen von constantem Krümmungsmass, 
Minimalflächen, Rotationsflächen und schliesslich die Flächen zweiten 
Grades. Bei einigen dieser Flächenuntersuchungen verliert die Schrift, 
wenn dieser Ausdruck gestattet ist, ihren bisherigen .objeetiven Oharak- 
ter, der Verfasser ergeht sich in eigenen Untersuchungen. Wenn in der 
Vorrede betont wird, dass die dritte Abtheilung Betrachtungen über solche 
Flächen enthalte, welche sich dadurch auszeichnen, dass sie Lösungen 
von Problemen zulassen, die allgemein nicht lösbar sind, so möchte 
dieses auf S. 58 nicht gerade zutreffend sein. Es wird dort das Problem 
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der Darstellung der Flächen constanter Krümmung in Coordinaten. be- 
handelt. Die entwickelten Formeln werden schliesslich auf die Rotations- 
fläche angewandt, wodurch der Werth der betreffenden: Formeln nur 
wenig genügend erwiesen scheint. Der kurze Abriss einer Theorie der 
Flächen zweiten Grades enthält das Wesentlichste, was in. Beziehung 
auf orthogonale Flächensysteme, asymptotische Linien, Krümmungslinien 
und geodätische Linien über diese Flächen existirt.. Das Werkehen 
schliesst mit einer Fläche, welche Herr Hoppe „asymptotische Fläche 
dritten Grades‘ nennt. Diese Fläche, repräsentirt durch die Gleichung 
x yz= Constant, gehört einem dreifach orthogonalen Flächensystem an. 
Die sämmtlichen Resultate finden sich zuerst in der scharfsinnigen Ab- 
handlung von Serret: „Memoire sur les surfaces orthogonales“ (Liowville. 
Journal, t. X]I p. 241, 1° serie), wo noch ein weiteres orthogonales Sy- 
stem algebraischer Flächen mitgetheilt ‚ist. * 

Als ein Supplement zu den Tan Pkchzn über Differential- und In- 
tegralrechnung mag die Flächentheorie von Herrn Hoppe Manchem 
nicht unwillkommen sein. “ 


Göttingen, im November 1876. EnnePper. 


Lehrbuch der darstellenden Geometrie für Mittelschulen und zum Selbst- 
unterricht, bearbeitet von J. KreuszeL, Professor. 2 Theile. 
Brünn 1876, Verlag von Fr. Karafıat.: 


Der Verfasser giebt im ersten Abschnitte, der ÖOurvenlehre, nach 
einigen allgemeinen Erörterungen die gebräuchlichen Constructionsmetho- 
den der Kegelschnitte, See Spiralen, und löst die üblichen Auf- 
gaben für dieselben über Tangenten, Normalen etc. Im zweiten Ab- 
schnitte behandelt er ziemlich eingehend die senkrechte Projection von 
Punkten, Linien, Ebenen und Polyedern. Etwas weniger ausführlich 
ist der dritte Abschnitt, dessen Gegenstand die krummen Flächen sind. 
Hiermit schliesst der erste Theil. Im vierten Abschnitte finden sich die 
Schatten- und Beleuchtungsconstructionen; im fünften und letzten end- 
lich werden die Lehren der Perspective auseinandergesetzt. Diese beiden 
Capitel bilden den Inhalt des zweiten Theiles. 


* Bei dieser Gelegenheit möge folgende Bemerkung von Cayley hier Raum 
finden (Quaterly Journal of Mathematics, 1869, vol. 10 p.112). Die Krümmungs- 
linien der Fläche, deren Gleichung @y2=1 ist, sind die Schnittcurven derselben 
mit einer Reihe von Flächen, bestimmt durch die Gleichung: 

h= (2? + o'y? + @? Zr (x? + 0? y? + @2%)”, 
wo @ eine der imaginären dritten Wurzeln der Einheit ist. Wird die Gleichung 
rational Ban so ist dieselbe in Beziehung”’auf x, y, 2 von dem zwölften 
Grade. 
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Wie der Titel angiebt, ist das Werk für Mittelschulen, sowie zum 
Selbstunterricht geschrieben, und hat der Verfasser, was Auswahl des 
Stoffes und Denutlichkeit der Sprache anbelangt, diesem Zwecke ziemlich 
entsprochen. Warum er das französische Wort ‚‚Trace“ statt des ein- 
gebürgerten deutschen ‚Spur‘ angewendet hat, vermögen wir uns nicht 
zu erklären. Der consequent gebrauchte Ausdruck „Berührungselement“ 
statt „Berührungspunkt‘ erscheint häufig geradezu als unrichtig, z. B. 
S.4, wo es heisst: „so ist der Durchschnitt M der beiden Geraden pT 
(Tangente) und Mm (Normale) das fragliche Berührungselement“. 


» 

Die angegebenen Regeln und Constructionsmethoden sind, soweit 
sie den anschaulichen Theil der darstellenden Geometrie betreffen, zweck- 
entsprechend und mit geringfügigen Ausnahmen auch richtig. Sobald 
jedoch der Autor mit seinen Erläuterungen in etwas höhere Gebiete der 
Mathematik gelangt, .haben sich ziemlich bedeutende Irrthümer ein- 
geschlichen; es wäre daher wohl eine vorherige genauere Durchsicht 
dieser Theorien am Platze gewesen. Als Beispiele mögen folgende an- 
geführt werden. S. 3 wird behauptet: „Zwei aufeinanderfolgende Haupt- 
normalen einer Uurve doppelter Krümmung liegen in derselben osculiren- 
den Ebene und schneiden sich daher in einem Punkte.“ Auf 8.33, 
wo auf diesen Gegenstand etwas näher eingegangen wird, ist dann 
das Richtige und gerade das Gegentheil des Früheren angegeben. 
Ebenso wenig gilt der S. 3 ausgesprochene Satz, dass eine Curve und 
ihre Evolute an correspondirenden Stellen gleiche Krümmung. besitzen, 
weil zwei aufeinander folgende 'Tangenten der letzteren auf zweien sol- 
chen der. ersteren senkrecht stehen. Es wurde dabei ausser Acht gelas- 
sen, dass man zwei Oontingenzwinkel nur bei Gleichheit der Curven- 
elemente miteinander vergleichen kann. Ausser den im Vorstehenden 
erwähnten kommen noch andere, weniger erhebliche Fehler zum Vor- 
schein, welche hätten vermieden werden sollen. So wird u. A. von der 
Schraubenlinie auf einem Kegel geredet, während die betreffende Curve 
die conische Spirale oder Schneckenlinie heisst. Oder es wird gesagt 
(S. 7): „Die Anzahl der Elemente (einer Curve) ist sehr gross und ihre 
Länge unendlich klein.“ 


In Bezug auf den zweiten Theil des Lehrbuches möchten wir über 
die Beleuchtungslehre eine Bemerkung machen. Es schliesst sich näm- 
lich in derselben der Verfasser der Mehrzahl der Schriftsteller dieses 
Faches an und benützt die Hypothese, dass das reflectirte Licht gerade 
pur in entgegengesetzter Richtung wie das direct einfallende zur Wir- 
kung komme. Diese Hypothese wird gemacht, damit man im Stande ist, 
auch im Eigenschatten eines Körpers Curven gleicher Helligkeit leicht zu 
eonstruiren. In Wirklichkeit ist aber jene Voraussetzung nie zutreffend, 
indem die Resultante der Reflexbeleuchtung, welche von der Lage der 
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benachbarten Körper, sowie von der Luft abhängig ist, von Punkt zu 
Punkt ihre Richtung ändert. 

Aus Vorstehendem darf man wohl den Schluss ziehen, dass das 
besprochene Werk nur nach Beseitigung von wesentlichen Mängeln em- 
pfohlen werden könnte. 


Carlsruhe, im December 1876. SCHÄFER,. 


Nozze Formigini-Odono. Alcune Leltere Inedite Di Alessandro 
Velta. Modena, Tipi Di Nicola Zanichelli e Soci, 1876. 2 Blatt, 
75 S. gr. 8°. (Nur in 100 Exemplaren gedruckt.) 

Bekanntlich ist es in Italien eine schöne Sitte, bei Gelegenheit einer 
Hochzeit den Netvermählten wichtige Untersuchungen oder sonstige Ver- 
öffentlichungen von wissenschaftlichem Werthe als Hochzeitsgeschenk dar- 
zubringen. So sind auch diese unedirten Briefe Volta’s eine solche Gabe, 
für welche aber nicht allein die Beschenkten Herrn Prof. Riccardi in 
Modena — denn dieser unterzeichnet sich unter der Einleitung als 
Herausgeber — Dank abstatten werden. Was dieser über Veröffentlich- 
ung von Briefsammlungen im Allgemeinen sagt, ist gerade auf die 13 
von ihm herausgegebenen Briefe Volta’s in hohem Grade anwendbar. 
„Wenn die Veröffentlichung nachgelassener wissenschaftlicher Schriften 
berühmter Männer,“ sagt er, „vielfach zur Bestimmung der Priorität bei 
Entdeckungen von Nutzen sind und zur Beschaffung von authentischen - 
Documenten für die Geschichte der Wissenschaft, so dient die ihrer 
Privatbriefe an Verwandte und Freunde noch häufiger dazu, ein Ge- 
mälde ihres Geistes, ein Abbild ihrer Gestalt zu geben, die Geschichte 
ihres Lebens zu zeichnen, den Charakter des Mannes sowohl, als die 
Verdienste des Gelehrten in das rechte Licht zu setzen, vielleicht besser, 
als es der beste Biograph tbun könnte.‘ 

Auch diese Briefe zeigen uns Volta als genauen Forscher; sie sind 
geeignet, seine Verdienste um mancherlei wichtige Theorien ins Klare zu 
bringen; sie geben nicht unwichtige Beiträge zur Lebensgeschichte und 
zur Charakterzeichnung des berühmten Mannes; vielleicht findet auch 
der Geschichtsforscher, der nicht die Geschichte der Wissenschaft, son- 
dern die der Völker studirt, Manches, was er verwerthen kann. 

Einige handeln von jener wichtigen Entdeckung Lavoisier’s, das 
Wasser in Sauerstoff und Wasserstoff zu zerlegen, und dem umgekehrten 
Experimente, Beides wieder zu Wasser zu vereinigen. In diesen Briefen 
finden sich auch eigene Experimente Volta’s in dieser Hinsicht beschrie- 
ben. Andere stellen den Antheil Volta’s an der Erfindung des Elektro- 
phors klar; andere sind aus Lyon datirt, wo Volta als Deputirter der 
italienischen Republik an den Verhandlungen der Consulta theilnahm 
(1802). Der elfte Brief hat die Unterschrift Volta’s in Facsimile, 
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Gleichzeitig mit dieser Briefsammlung möchte ich auf eine andere, 
nicht weniger interessante, aufmerksam machen. 


Lettere Inedite Di Uomini Illustri Bolognesi, Pubblicati Da Carlo 
Malagola. Libri II. Bologna, Romngnoli. 1875. - XXXVIII, 
S.1— 208, II, S. 209—524. 24° Pr. 18 Lire. (Nur in 202 
numerirten Exemplaren gedruckt.) | 


Diese Briefe, grösstentheils dem Archiv der alten Regierung zu Bo- 
logna (jetzt Archiv der königl. Präfeetur) entnommen, sind fast aus- 
schliesslich von Mathematikern oder Physikern geschrieben und theils 
für ihre Arbeiten, theils für ihre Lebensgeschichte von hohem Interesse. 
Den Reigen eröffnet Domenico Guglielmini, Professor der Mathe- 
matik und Hydrometrie, sowie Generalaufseher der Gewässer des bo- 
logneser Gebietes (7 Briefe); ihm folgen nach ihrem Geburtsdatum 
geordnet Ferd. Bibiena Galli, berühmter Maler, aber durch seine 
Archilettura civile (Parma 1711) auch für Mathematik wichtig (1 Brief); 
dann Pier Jacopo Martello, berühmter Dichter des Femia sentenziato 
(1 Brief); Eustachio Manfredi, wie Guglielmini Generalaufseher 
der Gewässer im Bolognesischen‘ und Astronom des dortigen Instituts 
(46 Briefe); Gian-Pietro Zanotti, Seceretär der Accademia Clementina 
zu Bologna (5 Briefe); Gabriello Manfredi, Professor der Mathe- 
matik zu Bologna, später Nachfolger seines Bruders Eustachio Man- 
fredi als Generalaufseher der Gewässer — was z. B. bei Poggendorff 
nicht erwähnt ist — (8 Briefe); Giacomo Bartolomeo Beccari, Pro- 
fessor der Mediein und Chemie (6 Briefe); Eraclito Manfredi, Pro- 
fessor der Mediein, nachher der Geometrie zu Bologna (6 Briefe); Fer- 
nand’Antonio Ghbedini, Professor der Naturgeschichte und bedeu- 
tender Dichter (4 Briefe); Francesco Maria Zanotti, Professor der 
Logik, dann der Physik, endlich der Moralphilosophie (16 Briefe); Gian- 
Battista Bianconi, Bibliothekar des Instituts (5 Briefe); Flaminio 
Scarselli, Secretär des Senats zu Bologna (13 Briefe); Eustachio 
Zanotti, bekannter bologneser Astronom (8 Briefe); Laura Bassi, 
die berühmte Professorin der Physik an der Universität Bologna (3 Briefe); 
Ludovieo Savioli, Geschichtsschreiber und Dichter von Ruf (4 Briefe); 
Sebastiano Canterzeni, Professor der Mathematik (10 Briefe); Luigi 
Galvani, der berühmte Entdecker des Galvanismus (5 Briefe); Luigi 
Paleani-Caccianemici, Professor der angewandten Mathematik zu 
Bologna (12 Briefe); Clotilde Tambroni, Professorin der griechischen 
Sprache zu Bologna (1 Brief); Filippo Schiassi, berühmter lateini- 
scher Epigrammatist (7 Briefe); Giuseppe Mezzofanti, der bekannte 
sprachkundige Cardinal (1 Brief). Als Anhang folgen noch 7 Briefe des 
berühmten Mathematikers Guido Grandi, da dieser als Professor in 
Pisa eigentlich nicht in diese Gesellschaft gehört. 
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Fast alle Briefe sind von Interesse. Eigenthümlich kommen einem 
jetzt die Bittschreiben vor, mit denen selbst ein Galvani um Verleihung 
einer Professur oder Erhöhung seines Gehaltes bitten musste. Solcher 
Bittschreiben sind eine ziemliche Zahl aufgenommen. Da sie jedesmal 
von einer Notiz begleitet sind, welche die bisherigen Stellungen, Vor- 
lesungen und Studien des Schreibers darlegt, aus denen der Bittsteller 
sein Recht auf die betreffende Professur oder die Erhöhung seines Ge- 
haltes herleitet, so sind gerade diese Schreiben von hoher Wichtigkeit. 

Diese Briefsammlung bildet “die Bände 145 —146 der Scelta di Uu- 
riosita Lelterarie inedite o rare dal secolo XIII al XVII. Auch für sie muss 
man dem Herausgeber Dank wissen, der ja bekanntlich durch seine 
archivalischen Studien in Bologna auf die Geschichte der deutschen 
Nation an der Universität Bologna und speciell auf die des Coperni- 
cus ein helles Licht geworfen hat. 


Thorn, 16. December 1876.°  M. CURTZE. 


Rocco Bombelli. Studi archeologieo-critici circa Vanlica numerazione ilalica 
ed i relalivi numeri simbolici.. Parle prima: Dell! antica numera- 
zione italica. Roma, Tipografia delle scienze matematiche e fisiche, 


1876. 4°. 128,8. 


Wenn Zwei dasselbe thun, ist es nicht mehr dasselbe. - Dieses 
Sprichwort kam uns nicht aus dem Sinne, so lange wir beschäftigt waren, 
die hier genannte Schrift zu durchlesen, eigentlich nur den ersten Theil 
einer Schrift, deren zweiter Theil noch der Ausarbeitung harret. Herr 
Bombelli ist wesentlich Philologe, das geht aus den Titeln der anderen 
Bücher hervor, welche er schon der Oeffentlichkeit übergeben hat, aber 
auch aus den uns vorliegenden Bogen. Der Mathematiker wird daher, 
mag er noch so genau mit der Geschichte seiner Wissenschaft bekannt 
sein, bei Herrn Bombelli noch manche ihm neue Angaben finden, 
welche solchen Schriftstellern des griechischen und römischen Alterthums 
entnommen sind, die, wie Dichter und Kirchenväter, seltener in das 
Bereich der vorbereitenden Studien zu einer historisch - mathematischen 
Arbeit gezogen werden. Kaum irgendwo dürfte z. B. ‘die Literatur über 
das Fingerrechnen der Alten so übersichtlich gesammelt sein, wie von 
Herrn Bombelli. Auch über die altetruskischen Zahlzeichen finden 
sich vollständigere Citate, als wir sie gewohnt sind. Ebenso sind die 
sechs etruskischen Wörter angegeben, welche zur Bezeichnung der Flä- 
chen alter Würfel dienend, höchst wahrscheinlich die sechs ersten Zahl- 
wörter jenes räthselhaften Volkes sind. Weniger Uebereinstimmung 
herrscht freilich zwischen Denen, welche das Etruskische zu verstehen 
. behaupten, über den Sinn jedes einzelnen dieser Zahlwörter. ‘Die Ge- 
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währsmänner unseres Verfassers zählen: mach, thu, zal, huth, ki, sa: Herr 
Isaac Taylor in England vertritt die Reihenfolge: mach, ki, zal, sa, 
thu, huth, welche nur in den Namen für 1 und 3 mit der ersteren über- 
einstimmt, und wir wollen es nicht verschwören, ob nicht noch andere 
Gelehrte für irgend andere von den 720 überhaupt möglichen Permuta- 
tionen der sechs Namen sich erklären. Wann Herr Bombelli den ver- 
sprochenen zweiten Theil seiner Abhandlung „Ueber die symbolische 
Bedeutung der Zahlen‘ liefern wird, ist uns unbekannt. Voraussichtlich 
dürften in demselben die Kenntnisse des vorzugsweise philologisch gebil- 
'deten Verfassers noch zur bessern Geltung kommen, als im ersten Theile; 
auch dürften dort manche Mängel sich weniger empfinden lassen, die 
hier im ersten Theile daraus entstanden, dass der Verfasser eigentlich 
mathematische Fachschriften, besonders solche von deutschen Gelehrten 
(vielleicht aus zu geringer Kenntniss der deutschen Sprache?) allzu spar- 
sam benutzt hat, und so eine Anzahl von Meinungen noch mitschleppt, 
die eigentlich schon geraume Zeit als Balast über Bord geworfen sind. 


ÜANTOR. 


Zur Geschichte des Rechenunterrichtes, I. Theil. Inaugural- Dissertation 
zur Erlangung der Venia docendi der philosophischen Facultät an 
der Universität Jena, vorgelegt von Dr. Heınkıca Story. Jena 


e00:8%..61 8, 


Johann Samuel Traugott Gehler, ein tüchtiger Jurist, Phy- 
siker und Mathematiker der- zweiten Hälfte des XVIII. Jahrhunderts, 
unseren Fachgenossen wahrscheinlich am besten durch sein physikalisches 
Wörterbuch (Leipzig 1787 — 1795) bekannt, erwarb sich am 30. October 
1776 zu Leipzig die Doctorwürde auf Grund einer vortrefflichen Abhand- 
lung: Historiae logarithmorum naturalium primordia. Die erste der gebräuch- 
lichermassen angefügten Thesen lautet: ‚„Nulla eruditionis pars polest accurale 
cognosei sine eiusdem historia“, eine Meinung, die man theilen mag oder nicht, 
die aber mit dem Inhalte der Abhandlung einer geistigen Congruenz nicht 
entbehrt. Heute liegt uns eine Jenaer Inaugural-Dissertation vor; auch 
sie hat einen historisch-mathematischen Inhalt; wieder sind T'hesen bei- 
gefügt, deren erste heisst: „Die geschichtliche Erforschung hat für die 
Mathematik geringere Bedeutung, als für andere Wissenschaften.‘ Wir 
gestehen es offen, der sonderbare Gegensatz, in welchen der Verfasser 
hierdurch zu seiner eigenen schriftstellerischen Erstlingsthätigkeit zu 
treten scheint, hat uns nieht angenehm überrascht. Mag sein, dass Herr 
Stoy dachte eine These von so zugespitzter Form aufstellen zu sollen, 
dass auch nach Abbrechen der äussersten Spitze die Trefffähigkeit nicht 
verloren gehe, jedenfalls kann ein Gegner historisch - mathematischer 
Studien — und deren giebt es heute weit mehr als Freunde — seinem 
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Satze eine gewisse Geringschätzung entnehmen, von der er muthmasslich 
frei ist. Auf alle Fälle verfehlen wir nicht, unsere abweichende Ueber- 
zeugung auszusprechen. Wir sind der Ansicht: in allen Erfahrungswis- 
senschaften, und zu diesen zählen wir die Mathematik, hat die geschicht- 
liche Forschung dieselbe geringe Bedeutung für die Förderung der 
Wissenschaft an sich, dieselbe sehr hohe Bedeutung für die Förderung 
des Unterrichts in der Wissenschaft, neben der Bedeniphg für die Ge- 
schichte der Menschheit als eines Culturganzen. 

Dieser Widerspruch ist jedoch der einzige von Erheblichkeit, den 
wir gegen Herın Stoy aufrecht zu erhalten wünschen. Wir stehen nicht 
an, schon jetzt die Arbeit, deren erster 'T'heil nur die Presse verlassen 
hat, eine geradezu bedeutende zu nennen. Wir können und müssen eine 
Fülle von neuen Anschauungen betonen, welche der Verfasser dem fast 
schon breit getretenen Gegenstande gegenüber zu gewinnen wusste und 
welche er mit umfassender Belesenheit ausbeutet. Wenn das Buch der- 
‚einst fertig sein wird, verspricht es ja bis zu einem gewissen Grade eine 
Art Fortbildung Dessen zu werden, was wir selbst 1863 mit unseren 
Mathematischen Beiträgen zum Oulturleben der Völker angebahnt haben. 
Nicht Weniges ist inzwischen von verschiedenen Fachgelehrten hinzu- 
gefügt worden. Herr Stoy hat sich Alles, was bis heute über die Ge- 
schichte des Rechenunterrichtes erschienen ist, angeeignet und ist in 
manchen Dingen über alle seine Pn um einen tüchtigen Schritt 
na nsep- 

Um Einiges besonders hervorzuheben, ist eine sehr feine Bemer- 
kung, wenn S. 26 constatirt wird, es sei kein Zufall, wenn sich auf der 
salaminischen Tafel die alten Ziffern des Herodian finden, denn nur 
bei diesen könne; an ein wirklich instrumentales Rechnen gedacht werden. 
Sehr richtig ist 8. 33 auf die decimale Anordnung der an den Fingern 
sichtbar gemachten Zahlen bingewiesen, überhaupt ist der ganze Paragraph 
von den Digitalzahlen mit gressem Geschick bearbeitet. Wenn Herr 
Stoy 8.40, Anmerkung 3. die Vermuthung ausspricht, auch bei den 
Egyptern dürfte sich die digitale Darstellung der Zahlen nachweisen 
lassen, so sind wir in der Lage, diesen Satz, wie wir glauben, endgil- 
tig beweisen zu können, indem wir von dem Inhalte der AbBandlung 
„Ueber die egyptische Elle‘ Gebrauch machen, welchen Geh. Rath 
Lepsius 1865 in den Abhandlungen der Berliner Akademie veröffent- 
licht hat. Daselbst werden die Breiten von 1, 2 bis 6 Fingern durch 
Hieroglyphen dargestellt, welche unzweifelhafte Abbildungen der rech- 
ten Hand in verschiedener Haltung sind. S. 50 fgg. ist die Zusammen- 
stellung der Gründe für die gegen den Rechner verticale Richtung der 
Abacuslinien ebenso neu als reichhaltig. S. 58 ist die Betonung des. 
ungeheuren Fortschrittes, den der Columnenabacus mit seinen geschrie- 
benen Zahlen bildet, mit grosser Deutlichkeit in die drei Sätze gekleidet, 
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Versuch einer mathematischen Darstellung der 
Flüssigkeitswellen. 


Von 
Dr. ARNOLD GIESEN. 


I. Theil. 
Ebene Wellen in einer nur der Schwere unterworfenen Flüssigkeit. 


1. Eine in horizontaler Richtung unbegrenzte incompressible Flüs- 
sigkeit sei in verticaler Richtung durch eine Ebene begrenzt, welche um 
h von der Oberfläche derselben absteht. Die Flüssigkeit sei nur der 
Schwere unterworfen und auf ihre Oberfläche wirke ein constanter Druck. 
Der Anfangspunkt der rechtwinkligen Coordinaten werde in einem Punkte 
der ursprünglichen horizontalen Oberfläche genommen, die &- und y-Axe 
seien horizontal, die z-Axe dagegen vertical im Sinne der Schwere, also 
von der Oberfläche nach dem Boden der Flüssigkeit gerichtet. Die an- 
fänglichen Coordinaten eines 'Theilchens seien 25, Yo, 2,, diejenigen in 
irgend einem Zeitpunkte der Bewegung x, y, 2. Die Verschiebungen 
nach den Oovordinatenaxen seien 5, n, &, so dass also 

t=m+r5 yaeytm 2er: 

Die Flüssigkeit sei von ebenen, der yz-Ebene parallelen Wellen 
durchzogen. Die Verschiebung n der 'Theilchen sei gleich Null, so dass 
also die Bahnen derselben ebene Curven sind. Die Verschiebungen & 
und £ setzen wir als partielle Differentialquotienten einer und derselben 
Function voraus: 


hierbei unter U eine Funetion der beiden Variabeln 2 und z verstanden, 
der wir, mit ? die Zeit und mit ö die Oseillationsdauer der Flüssigkeits- 
theilchen bezeichnend, versuchsweise die nachstehende Form geben: 


cos 


gbke pie) N 2 a 


Zeitschrift f. Mathematik u. Physik, XXIL, 3. 10 
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2. Die erste Gleichung, der die Verschiebungen &, n, & genügen 
müssen, falls sie eine mögliche Bewegung der Flüssigkeit darstellen sol- 
len, ist die sogenannte Continuitätsgleichung, welche speciell für den 
Fall einer tropfbaren Flüssigkeit besagt, dass die Dichtigkeit jedes 
Theilchens während der Bewegung fortwährend dieselbe bleibt, oder dass 
die eubische Dilatation, resp. Compression verschwindet, indem tropfbare 
Flüssigkeiten als incompressibel angesehen werden. 


Wir werden in der ganzen folgenden Untersuchung die Verschie- 
bungen $, n, & als klein von der ersten Ordnung voraussetzen 
und alle Grössen zweiter Ordnung vernachlässigen. Um die oben 
angeführte Bedingung in einer für unsern Fall zweckmässigen Weise 
auszudrücken, verfahren wir folgenderweise. Wir denken uns in dem 
ursprünglichen Ruhezustande der Flüssigkeit einen beliebigen Punkt 
A=(2,,Y0, 25) und das an diesen Punkt anstossende Elementarparallel- 
epiped, dessen von 4 ausgehende, den Axen parallele Kanten 42, 4C, 
AD bezüglich die Längen dz,, dy,, dz, haben mögen. Wir haben dann 
für die Coordinaten der Punkte 4, R, C, D also folgende Werthe: 


A) To) Yo» 20» 
B) Zt dry, Yon 20 
C) To; Yot dyoı 20 
D) Can Yon 2, +dz2,: 


Zur Zeit { im Laufe der Bewegung seien die ursprünglichen in den 
Eckpunkten des gedachten Parallelepipedes befindlichen Theile in irgend- 
welche neue Lagen gekommen; wir können dann diese noch immer wegen 
der verschwindenden Kieinheit der gedachten Bewegungen als Eckpunkte 
eines neuen, allerdings nicht mehr rechtwinkligen Parallelepipeds be- 
trachten, das genau dieselbe Flüssigkeitsmenge enthält, welche früher in 
dem gedachten Elementarparallelepiped enthalten war. Eben wegen der 
Kleinheit der Bewegungen weichen aber die Winkel des neuen Parallel- 
epipeds nur wenig von rechten Winkeln ab, und sind, daher 4, B/, €, 
D’ die neuen Lagen der Punkte 4, BR, C, D, so ist das Volumen » des 
neuen Parallelepipeds mit Vernachlässigung der kleinen Grössen zweiter 
Ordnungv=4B'. 4°C’. AD’. Es seien nun die Verschiebungen von A, 
wie oben, 5, n, $, dann sind diejenigen von 


B) nz 2 Eh tz, 23 day, or dx, 
C) Se 2 yo na ” ‚90 a Zi yo 
2 
D) Bnı BRLIRN a % di. 
%o 


Addiren wir diese Verschiebungen von 4, B, C, D zu 2 entsprechenden 
Coordinaten dieser Punkte, so erhalten wir die Coordinaten der fraglichen 
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Theilchen in ihren neuen Lagen zur Zeit t oder die Coordinaten der 
Punkte 4, B', C’, D’. Sie sind 


4‘) en Y%tn tn 
ot 
a) td t+5+z, er za Yt N Hal de, + \ + da, 
ih |, 
08 06°: 
0) rt $ Er yo Yo Vor + Als 20h $ Day Ayo; 
0 


‚ on . 0 
ts Ar, Yt euer tt de 
0 & 


Hieraus folgt nun sogleich weiter für die Längen der Kanten 4’B’, 40", 
AD’ des verschobenen Parallelepipeds 


Bad ee) 
ar Zaun y (ir ER m | 
et Ei an); EN 
“oa y (on. +1rz, EX a5, 
N 


=, V en Y et Er). 


Nun sind aber die Differentialquotienten von &, n, $, ebenso wie 
diese Grössen selbst, sehr klein von der ersten Ordnung; die vorstehen- 
den Ausdrücke werden daher bei Ausserachtlassung der Grössen zweiter 
Ordnung einfach 


de 


Br (+ PR (+22), AD=dz, (Bee ) 
0 % 


Weiter haben wir demgemäss für das Volumen des verschobenen 


Parallelepipeds 
EN, al Sn | = 
v=4B.4c. AD= da,dydz,(I+.- a ler 
oder wieder bei Vernachlässigung der Grössen zweiter Ordnung 
# er 0 =) 
v= dx, dyydz, it Dan: Da 


Das Volumen », des ran im ursprünglichen 
Ruhezustande ist v,=d&,dy,dz,. Man hat daher für den Quotienten 


eh . . ° . ® 
—— oder die eubische Dilatation, resp. Compression 


DZ 05.,.00.,.,06 


Ar 2 22 
do 07, 0 0% 


vy 








oder mit demselben’ Grade der Ah 


A +4 





) 


10* 
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Für tropfbare Flüssigkeiten muss nun die cubische Dilatation oder 

Compression verschwinden, für diese wird also die Continuitätsgleichung* 

OBEN DL 

| Dad 

Durch Einsetzung der angenommenen Werthe für 5, 7, & geht mithin 
die vorstehende Gleichung in die folgende über: 


0. 


Or UANOEU 
data) 
oder nach Substitution der angenommenen Formel für U 
T +Rf=0, 
da? 


Diese Gleichung bestimmt die Form der Function f. Ihr Integral giebt 
f=Csinkx+0(’coskzx, 

unter C und C’ die beiden Integrationsconstanten verstanden. Der Con- 

tinuitätsgleichung wird, wie aus dem Vorhergehenden hervorgeht, auch 

genügt, wenn wir allgemein setzen: 


g2R 
U=e*: (a, snkc-+b, coskx) sin 2 L 


2 
+e*? (a, sinkac + b, coskx) cos 1 


> 
—t 


+ 6-kz(d, sinkcz-+b', coskx) sin 5 


i In 
+e7*:(d’, sinkx -+ b', cosk&) cos zi 


Wir wollen indess zunächst, um eine einfache fortschreitende Welle zu 
erhalten, nur setzen 


2 
1) Del ee Eee (+ ke), 


welcher Ausdruck aus dem vorstehenden allgemeinen durch die An- 
nahmen 
’ if ren ‘ u ’ ee 
a0, bh =, mc, ud, a, I), b, =, ven on 
sich ergiebt. Derselbe ergiebt für die Verschiebungen nachstehende Aus- 
drücke: 


= —Kklojoks + 0,e-K2) cos F + ka) n 
m—n PR 
Eau 


* Diese Gleichung ist schon in einem früheren Aufsatze des Verfassers (Jahrg, 
1876 dieser Zeitschrift 8.58) zur Anwendung gekommen, Die hier nachträglich 
mitgetheilte Ableitung derselben möge also auch in jenem Aufsatze berücksichtigt 
werden. 
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ou “ INT 2 
de a nlcı Gr Ber sin (F + ke), 


Wir müssen nun noch die Gleichung bilden, welche das Gleich- 
gewicht der Druckkräfte und der verlorenen Kräfte ausdrückt. Die Com- 
ponenten der letzteren sind, auf die Masseneinheit bezogen: 

or o°% 

E 2 ZUR FT 4: 

Nun ist aber 


ee): er. 2er 
IR O9 Ha\de o/ dr’ DR 9 de\aR) \8) 9: 


Nach dem d’Alembert’schen Prineip muss nun in jedem Augen- 
blicke Gleichgewicht bestehen zwischen den an der Flüssigkeit wirken- 
den verlorenen Kräften und den Widerstands- oder Druckkräften. Wenn 
also in irgend einem Momente an der Flüssigkeit äussere Kräfte an- 
gebracht würden, deren Componenten durch die vorhergehenden Aus- 
drücke dargestellt sind, und die Flüssigkeitstheilchen zugleich in diesem 
Momente ihre Geschwindigkeit piötzlich verlören, so würde die Flüssig- 
keitsmasse in der Gestalt, welche sie in diesem Moment gerade besitzt, 
im Gleichgewicht verhärren. Die vorhergehenden Ausdrücke sind nun 
die partiellen, nach z, y, z genommenen Differentialquotienten des fol- 
genden Ausdruckes: 9 

7 
(7 3 = U+92, 
und wir haben daher für den hydrostatischen Druck p, unter e die Dich- 
tigkeit der Flüssigkeit verstanden, die Gleichung 


p=0 \Er)% 4 02 + Const, 


Für die Constante setzen wir p, und für & und z ihre Werthe 2,45, 
2,+£&. Da % von derselben Ordnung ist wie $ und &, so können wir die 
Glieder %k& und k£ als kleine von der zweiten Ordnung ausser Acht lassen, 
also kx und Az einfach durch kx, und kz, ersetzen. Demnach wird der 
bydrostatische Druck in dem Punkte, dessen anfängliche Coordinaten 
2, Yo, 2, waren: } 


Zp\', Sr Er 
p=Pote92 te |\7 (e,e=0 + c,er*=o) 


2) 
+ gk(e,e"n — c, er) | sın © + kan). 


3. Die Constanten lassen sich nun folgendermassen bestimmen. Für die 
augenblickliche Oberfläche der Flüssigkeit, d. h. für die Theilchen, welche 
im Ruhezustande die z-Coordinate Null besassen, muss p constant sein. 
Dies liefert sofort die Gleichung 

‘2 en? —C, 
3) (7 = (.+%)tgkle, —o)=0, 2 =—gk A 2. 


ke 
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wur 


Eine weitere Gleichung findet sich durch die Bedingung, dass die 
am Boden befindlichen Flüssigkeitstheilchen stets mit dem Boden in Be- 
rührung bleiben müssen, so dass also für diese die Verschiebung & zu 
jeder Zeit verschwinden muss. Hieraus folgt 
g—kh 
FR 


4) Gel, 


re 


Mittels der letzten Gleichung nehmen die obigen Ausdrücke für die Ver- 
schiebungen nachstehende Gestalt an, indem wir statt c,kekt einfach —c 
schreiben: | 


| 2 
= e [ort Herten] cos (+ ka), 


2 
— c [et 2) — et*(®— 32] sin (= + ke), 


I 


N 
5 


N 


Mittels der Gleichung 4) können wir nun auch Gleichung 3) in folgen- 
der Weise umgestalten: 


) NE 
Zur weitern Umformung führen wir in diese Formeln die Wellen- 


länge A und die Fortpflanzungsgeschwindigkeit v der Wellenbewegung 


ein mittels der Gleichungen 
2n 23 
te = y A dv, 
deren erstere man erhält durch Erwägung, dass $ und $ sich nicht än- 
dern dürfen, wenn man & +4 für © setzt. Somit erhalten wir 
2 
: +—(h—z) 
= N? l 4 


5) = 0, 


ırı ırı < 
+Z(h-2) -70-2)) ., 2% 
ele 2 ID UN 1 sin ; bi+®), 


Ir ir 


In 
— —(h—z 2 
+ e 2 les e1+2), 


naeh 

ga ee 
v—= = h 
2 “h 2, 

et te 4 


Für die Function U erhalten wir jetzt folgende Formel: 


L - — (h—2) 





Ne > , 
6) ] sin —li+ &). 
Endlich kommt jetzt für den hydrostatischen Druck in jenem Punkte, 
welcher vor der Bewegung die Coordinaten &,, Yo, 2, besass, wenn wir 
Kürze wegen zunächst das Zeichen & beibehalten, 
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ekh _ erh ; e, ekh 
= z SEEN 0 10 g-k kz 
Bm 0923,09K (= gl (ce Ste =) + c, e® 
kh ‘ 
ER 2 2. 
BR —kz : : 
ee, e | sin 7 (vt+ = 
oder nach einfacher Ausrechnung | 
Ir 2ırı 
rad 270 
e —e h In 
P=P,t09% 7 AOaaE 1m nn (wi+). 


et + Be 
Die Constante p, drückt den Druck auf der Oberfläche aus, während c 
und A von dem ursprünglichen Erregungszustande abhängen. Da sich 
also für den Druck ein bestimmter reeller Werth ergiebt, so folgt dar- 
aus, dass die vorausgesetzte Bewegung den Gesetzen der Hydrodynamik 
entspricht. Es erübrigt noch die Vergleichung derselben mit der Er- 
fahrung. 


” 4, Am einfachsten gestalten sich die vorstehenden Resultate, wenn 

?zı 
man annimmt, dass A gegen z sehr gross sei. Die Grösse e * 
kann dann bei Betrachtung jener Theilchen, die sehr weit vom “Boden 
der Flüssigkeit entfernt sind, vernachlässigt werden, und wenn man 


dann noch setzt 


(h— z) 


rn 
a; 


ce =(, 
so hat man folgende Gleichungen für die Verschiebungen, die Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit, die Function U und den Druck, indem wir zur 
Unterscheidung die im Vorhergehenden gebrauchten Zeichen mit Accen- 
ten versehen: 
27 27 


Sn 2 ; e E eg, 
E=—(e 00 (v!+ 8), ER E sin — (v1+ 2), 


le 
-yi, 


| 0 
U=—;—e + 
2n 
| P=Ppot+ 09%- 
Die durch vorstehende Gleichungen dargestellte Bewegung können 
wir folgendermassen charakterisiren: Da man sogleich erhält 
Bea 
a a O2e 3 
so sieht man, dass die Bahnen der einzelnen Theilchen verticale, auf 
der Wellenebene senkrecht stehende Kreise sind, deren Radien 


sin wt+%), 


27 


R=(e %° 
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en 











in geometrischer Reihe abnehmen, wenn die Tiefe der Theilchen in ihrer 
Ruhelage unter dem ursprünglichen Niveau der Flüssigkeit in arithmeti- 
scher Reihe zunimmt. . 

Jedes Theilchen bewegt sich in seinem Kreise gleichförmig. 


Denn es ist 
DESSEN ON 72 & 
DEE 
ol ot N A 
Die Bahngeschwindigkeit ist also von der Zeit unabhängig. Sie ist fer- 
ner proportional dem Radius, wie vorauszusehen war, da die Öscilla- 
tionsdauer Ö als constant vorausgesetzt wurde. 
Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit » der Wellenbewegung ist von 


der Natur der Flüssigkeit unabhängig, dagegen der Quadratwurzel aus 
der Wellenlänge proportional. 


5. Im allgemeinen Falle, wo die Flüssigkeit in einer geringen Tiefe 
durch eine horizontale Ebene begrenzt ist und die Bewegung durch die 
Gleichungen 5) dargestellt wird, hat man 


& & 
FETTE uk 

„F. —(h-z) _ —_ 

D> le ER 

Die Bahnen der Theilchen sind daher verticale, auf der Wellen- 


ebene senkrecht stehende Ellipsen, deren horizontale und verti- 
cale Halbaxen resp. die Werthe haben 


„lat! "u 22 1 ae 
(kh— 7 . fe (kh— 2) sa un = (h— A 


Im 27 Im, 
— (h—:z) — — (h—z) — (h—z) —_ (h— x) 
c[e? te 4 13 c[e? _e 4 

Die horizontale Axe ist offenbar stets grösser als die verticale. Beide 
kommen für kleine z, also für Theilchen, die der Oberfläche nahe liegen, 
einander desto näher, die Bahnen werden also für diese Theilchen desto 
h 
Ei 
keit im Vergleich zur Wellenlänge ist. Schon wenn A=4, kommen die ° 
Bahnen der an der Oberfläche gelegenen Theilchen dem Kreise sehr nahe. 
Ihre Axen verhalten sich dann nämlich wie 


fer + Br) : (e2” u a) 
(535,54 235): (5355 Er ) 
; 535,5/ ’ 5235,57, 


Die horizontale Axe sowohl, als die verticale nehmen von der Ober- 
fläche nach dem Boden zu fortwährend ab, Für die letzte ist dies von 


ey 


»|y 


näher kreisförmig, je grösser also je grösser die Tiefe der Flüssig- 


oder wie 


selbst klar, für die erste ergiebt es sich sofort, wenn man ihren Aus- 
druck nach z differentiirt: 


2 27 
a h—z) - Rh —z)) 


ei te 4 
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Dieser Differentialquotient ist nämlich offenbar für 2< Ah, also für die 
ganze Flüssigkeitsmasse stets negativ. Am Boden erreicht die hori- 
zontale Axe der Bahnellipse den Wertb 2c, während die verticale ver- 
schwindet, die Theilchen bewegen sich also dort in gerader Linie hin 
und her. Für /=% z. B. verhalten sich die grossen Axen der Bahn- 
ellipsen an der Oberfläche und am Boden wie 535,5:2 oder wie 267,7:1. 


Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellenbewegung ist für eine 
einigermassen beträchtliche Tiefe der Flüssigkeit sehr nahe dieselbe, wie 
in einer in verticaler Richtung unbegrenzten Flüssigkeit, also proportio- 
nal der Quadratwurzel aus der Wellenlänge. Für eine Flüssigkeit von 
sehr geringer Tiefe ist sie kleiner. | 


6. Zwei Wellen der betrachteten Art, welche nach gleicher Richtung 
fortschreiten und gleiche Wellenlänge besitzen, setzen sich zu einer 
neuen fortschreitenden Welle von derselben Richtung zusammen. Wenn 
die gegebenen Wellenbewegungen bestimmt sind durch die Functionen 
U und U’, so wird die resultirende Wellenbewegung in gleicher Weise 
von der Funetion U+ U’ abhängen. Es werde z. B. gesetzt, unter %k 


yEı : 
die Grösse — und unter p den Phasenunterschied verstanden: 


A 
5 | 
een [er ®=2) + erk-D] sink(vt + x), 
F c Sa 
U—-— En [er@=2) + erkh- 2] sink(wi+&+p), 


so ist 


; C 
U+U=— ” [er®=29 + erkA=3)] sink(vi+c+®), 


wobei © und ® durch folgende Gleichungen bestimmt werden: 
c+cecoskpg=Ücosk®, ce'sinkp=Csinkd, 
woraus für C und ® folgt 


= .2+c?+2%cccoskp, he Bean 


c' sinkop 


Der Ausdruck U+ U’ hat ganz dieselbe Form, wie jeder der beiden U 
und U’ einzeln, die resultirende Welle unterscheidet sich von den ein- 
zelnen nur durch Amplitude und Phase. 


2 Er 3 
Wenn ko (oder *,) = oder ein ungerades Vielfaches von ist, 


wenn daher @ oder der Phasenunterschied ein ungerades Vielfaches 
einer halben Wellenlänge beträgt, so ist die Amplitude der resultirenden 
Welle gleich der Differenz der Amplituden der einzelnen; wenn dagegen 
der Phasenunterschied ein gerades Vielfaches einer halben Wellenlänge 
beträgt, so ist die resultirende Amplitude an jeder Stelle der Flüssigkeit 
die Summe der beiden einzelnen Amplituden. 
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Zwei nach entgegengesetzter Richtung fortschreitende Wellen der 
betrachteten Art von gleicher Wellenlänge und Oseillationsamplitude 
geben eine stehende Schwingung. Hat man z. B. 


c 
Ds en [er@—=2) + e-k(&—- 2] sink(ot + &), 


Te r [ek %-2) + er ki] gnkwt— cH+9), 


so ist 
ale 2° [kin -Pe-kh-2)] sink(vt +4) cosk(e— 49). 


Die Ausschläge, welche dieser Function entsprechen, sind: 
&=2%c [ek% 9 + et] sink(vt+ zp) sink(@« — 49), 
= 2c [ek(h==2) — ek 2] sink(vi+49Y) cosk(a— 49). 
Das Verhältniss &:& ist von ! unabhängig, d. h. die Bahn jedes T'heil- 
chens ist geradlinig. Die Neigung der Bahn ändert sich aber mit x und z. 
Ueber die Richtung der beiden durch U und U’ bestimmten Wel- 
len giebt folgende Betrachtung Aufschluss. Für die erstere ist 
ds 
di 
$=+ c [et -D9rertt-2] sink(vi+e), 
für die zweite dagegen 
dE 
ale 
E=+ c [erlh=2) — e-klh=2)] sinkwi— x + pP). 


—=+ckv[et=2) + et 2] sink(vt+ x), 


= — ckv[et®=-2) L e-kih=z 2] sinkwt—a +9), 


Jet 


di l ‚® 
Da nun > und &£ immer gleiche, dagegen z und & immer un- 


gleiche Zeichen haben, so folgt, dass die erste Welle in der Richtung 
der positiven, die zweite dagegen in der Richtung der Near Ez x-Axe 
fortschreitet. 


7. Aus Functionen von der Form 6) setzt sich nun auch die oben 
angegebene allgemeine Formel für U zusammen, so dass alle in der be- 
trachteten Art enthaltenen Bewegungen sich aus einer Reihe einzelner 
Öscillationen der Art, wie sie durch die Gleichung 6) dargestellt wird, 
zusammensetzen lassen. # 

Die im Vorhergehenden betrachteten Bewegungen sind auch dann in 
derselben Weise möglich, wenn die Flüssigkeit nur nach der Fortpflan- 
zungsrichtung (d. h. nach der ©-Axe) unbegrenzt ist, seitlich dagegen 
durch zwei verticale, mit dieser (also auch mit der xz-Ebene) parallelen 
Ebenen begrenzt ist (also in einer unendlich langen Wellenrinne), 
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II. Theil. 
Cylindrische Wellen in einer nur der Schwere unterworfenen Flüssigkeit. 


1. Ueber die Flüssigkeit, ihre Begrenzung, die Kräfte, die auf sie 
einwirken, ferner über die Lage des Coordinatensystems gelten dieselben 
Voraussetzungen, wie im I. Theile. 

Die Verschiebungen der Theilchen nach den drei Axen seien aber 
die partiellen Differentialguotienten der Function 


3 sint 2 
U= ek) | 1, 


PR 
wo wieder Z! die Zeit, ö die Oseillationsdauer, ” aber die Entfernung 
eines Flüssigkeitstheilchens von der z-Axe oder der Axe der cylindri- 
schen Wellen bedeutet. 


cos 


2. Die us 





nimmt nun nachstehende an: 
DIE RO DN OL. 
Erd He 2 une PER an 0, 
0% oy 
oder nach Substitution des für U angenommenen Ausdruckes 


Irg 
rl rr=0 


Das Integral dieser Gleichung kann in folgender Form dargestellt werden: 


er) 


unter C, und (, die beiden Integrationsconstanten und unter P und © 
zwei durch folgende Reihen definirte Functionen verstanden: 











u? u? 
Frueltmytrnytranpt 
1 1 1+4 
O(u)= Pu) .I(2Y—u) — kermie das er] 


Hiernach wird die Continuitätsgleichung auch erfüllt, wenn wir setzen 
1) U=PsinM(a,e'*+.«,e”**) + PcosM(a,e'= + a ek) 
+0 sin (b,ef= + B,e=43) +0 cos (herz + byerk2), 


2m ; 
unter M den Ausdruck Rn verstanden und als Argument der Functionen 


| 12 r2 
P und O die Grösse = betrachtet. 


Für den Druck in irgend einem Punkte der Flüssigkeit erhalten 
wir, wie im I], T'heile, 
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2 
Bl () U+y | + Const., 


und da z=2,+5, ferner &z nahe gleich Akz,, endlich 
= PsinM.k(a,e*—a,e-*?)+ FcosM.k(a,ek® — a',e-*?) 
+0 sin M.k (b,ek= — V/) e=kz) +0 cos M.k(byetz — b,c-k2), 


so folgt, die Const. wieder mit Po bezeichnet: 
P= EP = 092, = e) Ip sim M er (a; ek = 4 a, e ko) + gk (a, ek 20 _ a, e | 


oe if „erw + u',et=) + yk(a,e*r-q,e he] 














2) 
+0OsinM I) ekz0 + bh’ ‚ekm) +gk(b,ekm-b', ek) | 
J 
> kz 'ekz Ka 
+00 () (b,e'®+b,et?) +-gkl(b,et>-b’,e u] 
3. Die Constanten sind nun wie im I. Theile zu bestimmen. Für 
2,=(0 muss der Druck constant werden. Dies wird der Fall sein, wenn 
man hat 
2 a 
AIR 4a, _ 4,—d, bb, bb, 
gk atd, Ha, 554, 546, 


Hieraus ergiebt sich, dass folgende Proportion erfüllt sein muss : 
a,: . 
Hierdurch erhält man für U und £ 

ee sin DM (a, e ekz + a, e=*2) + c, Dee 2 ai, ee 
+ c,0 sinM (a, e**+ x ‚e*?)+c,0 cosM(a, et=+ a’, e=*2), 
= kPsinM(a,e— a, et?) +c,kPcosM(a,et=— a’, e-k2) 
+ c,%0 sinM(a,e'*— a,e-*2)+c,k 0 cosM(a,e*=— d', e*2), 
Zwischen a, und «’, besteht aber noch die Gleichung 
2 10\? a —a 
3) 5 ih z + Ye 
Es ist jetzt noch die Bedingung auszudrücken, dass & für „—=h 
verschwinde. Dies giebt 


’ ’ r » ’ 
d,=4,: :a,=b:b,=b:b,. 





—kh 
4) eh_de-h=0, A un 
a 1 e 
Hieraus folgt, unter @, P, @,, ß, vier Constanten verstanden, 
U= a PsinM(ekh=2) + er*&A=2)) + ß Pcos M(ekh-2) 4 erktk—2)) 

+ «, O sinM(ek%!==21 + e-kA2)) + B,0 cosM(e!%- 29) + e- ka) 
oder, anders geordnet, 

U= let") + e-kla- (a P+a,0)sinM+(BP+B,0)cosM}, 
Gleichung 3) nimmt infolge von 4) die Gestalt an 
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ir. 


? I okh,_ g-kh 
5) a IE EL eh 
Die Grösse k hängt also ganz in derselben Weise von dö und A ab, wie 
bei ebenen Wellen. 


Für die Verschiebungen ergeben sich folgende Ausdrücke: 


I Kgleb 294 e= kann] («5 aut) sin M 





PILLS PPASPAPLLLL SD ILS CS HS II TS SAL DILL LGA A GN N 


u 

A 
+ (65 + Bi: )osar, 
dp 


du 


n=— k?:y[e%=2) + e- kA 2)] (« + u a sin M 


+(692 4 8,42) cos a | 


= — k[eta-2 _ e-kA-2] (a P-+ 0,0) sin we (BP+B,0)cosM!. 
Die Balıu jedes Theilchens liegt also in einer Ebene, welche durch das- 
selbe und die z-Axe gelegt werden kann. 

Für den hydärostatischen Druck erhält man mit Benutzung von 5) 


p=m+ 09%, +2og9k («a P+ «,0) sinM+(BP+BP,0) cosM]“ 


pkzo_. gökas 
gkhL o—kh? 
wo wieder p, den constanten Druck auf der ursprünglichen Oberfläche 
darstellt. 

4. Genäherte Darstellung der obigen Gleichungen für 
Punkte, die von der Wellenaxe weit entfernt sind. 

Die zu Grunde gelegte Differentialgleichung lässt sich auch so 


schreiben: 
2 
: zu) + (124 af Vr= = 0. 


: : 1 . 
Da für sehr grosse r der Quotient 77 gegen k? vernachlässigt werden 


kann, so hat man also für solche: 


d2 r 
wer) ) +12 fYr=0 
oder > 
j fVre C,sinkr +C,coskr 
oder 


sinkr Boa 
f=41— +6 
Vr Vr 


Im Vorhergehenden sind also, um die Gesetze der Wellenbewegung 
für sehr grosse Entfernungen von der Erregungsaxe zu erhalten, für die 


k?r? k2r? sinkr coskr 
Grössen P(- 7 und 0 ns blos 2 und EA zu Setzen, 


N r 














Es wird dann 
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nn. 
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U= [ek(h - 2) En e-k(h=2)] I« sinkr + a, coskr) sin . 
2n 

+(ßBsinkr +P, coskr) cos — A 

Ö vr 


‘ Um’indess zunächst eine einfache fortschreitende Welle zu erhalten, 
setze man &=(, .=ß, f,=0. Es wird dann 








a = 
6) Te [ek (h—z) + a u sin 4 kr), 
. Vr Ö 
Setzt man ,k=—c, so wird 
> 
U=— —— [et%=2) Le=kta=2] sin (= + kr) ; 
k Yr Ö 
c 2 
(= 7 ee] n(Fiter), 
r | 


21 
P=mte9n+ 0 (= =) — 





 [ek(h=2) 4 g-kth—2)] 


k I 
+ g Fe [ek (r— A) ot al sin © I kr) 
Y Pig 


I 


oder mit Benutzung der Gleichung 5) (vergl. I. Thl. 2.) 


a c ek” — ek: 
7) a u a er a sn (ter) 


Da nach Ohigem die Bahnebene jedes Theilchens durch die z-Axe geht, 


so erhält man den horizontalen Ausschlag 6=Y&-+n? durch Differen- 
tiation von U nach dem Radius r, also 


C 2m 1 2 
BE k(h— z) »— k(hem z) (2 l ) er E k )i 
6 —NE e cos l kr sin — [ a 

Vr N | Eh oe 
also näherungsweise für sehr grosse r 

e In 
0=— Ur lea) + RS k(h Be =] cos e I+ k ,) : 

r 
E C 2n 
ge = [er!a- 2) — e-kth—2)] sin (= (+ kr). | 
Führt man, wie im 1. Theile, die Wellenlänge A und die Fortpflanzungs- 
ae v ein, so wird, da für sehr grosse r in erster Annäherung 


1 
—— ist: 


Te 





2 
=, Ag 


+ . “ * * . 1 
Dies eingesetzt in obige Formeln, liefert, wenn man zugleich statt — = 
= 


a N 


1 
—— setzt: 


\ 1 : 
Vr+ an Vr 0 
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ee A 


Im, 
‚ a EL Eplus AND 
6) a, = 4 te + sn (vt-+r), 
2m Vr, A 
2T, 27 _ 
r = 9 A -o J 
e —_e Bud, 
002 200 ner): 
VE Eee 
ern pe % 
277 270 
re 
5 ga e* e. 4 
% 2 en Et 
et + e A 
ı7 
C Ta) == 7 h-.) 
Br le? +e leos® wı+n), 
n 
8”) 0 gm 
e — (h—) RA 
= et A —e 4 In we+n), 


5. Diese Formeln stimmen nun mit den für ebene Wellen auf- 


1 i 3 
gestellten bis auf den Factor — überein. Die Amplituden nehmen 
ro 


also bei cylindrischen Wellen ab proportional der Quadrat- 
wurzel aus der Entfernung von der Axe der Erregung, um 
für unendliche Entfernungen ganz zu verschwinden, wäh- 
rend dieselben bei ebenen Wellen in gleicher Tiefe überall 
constant bleiben. 

Im Uebrigen führt die weitere Discussion ganz zu denselben Resul- 
taten, wie im I. Theile -Nr. 4 und 5; man erhält die betreffenden SR 


meln aus den dortigen, indem man einfach überall ya statt c und m 

m r 
statt € schreibt und © durch 7, ebenso 5 durch 6 ersetzt. Man gelangt 
also namentlich zu dem Resultat, dass in Flüssigkeiten von sehr grosser 
Tiefe die Bahnen aller Theileben, welche nicht in der Nähe des Bodens 
liegen, Kreise sind, die mit gleichförmiger Geschwindigkeit beschrieben 
werden, dass für Flüssigkeiten von geringerer Tiefe alle Bahnen Ellip- 
sen sind, deren Axen mit wachsender Entfernung von der Wellenaxe 


‚abnehmen, aber so, dass in der ganzen Ausdehnung der Flüssigkeit alle 


Bahnen in gleicher Tiefe einander ähnlich sind. 


6. Lässt man von derselben Erregungsaxe zwei Wellen von 
gleicher Richtung und Wellenlänge, aber verschiedener Amplitude und 
Phase ausgehen, die durch die Functionen 





U=— —— [ekt 2) Le-kh3)]) sink(wi-+r), 
kyr, 
c 





— [ekla=2) + e-kA-2)] sink(wt+r+9p) 


kyr, 


"eS 
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bestimmt sind, so bilden sie eine neue Welle von derselben Gestalt, aber 
verschiedener Br und Phase, und zwar ist diese durch die Function 


[er Ad») + ek] snk(wt +r + ®) 
2 


charakterisirt, wo © und ® durch dieselben Gleichungen, wie im I, Thl,, 
Nr. 6, definirt sind. Es findet also für den Fall, dass der Phasenunter- 
schied @ ein Vielfaches einer halben Wellenlänge beträgt, das an der 
citirten Stelle über die Amplitude der resultirenden Welle Gesagte sofort * 
auch hier seine Anwendung. 

Setzt man in U’ die Constante d&=cy—1, so erhält die durch diese 
Function bestimmte Welle allerdings imaginäre Amplituden, genügt aber 
dennoch sämmtlichen hydrodynamischen Bedingungen. Kehrt man aber 
für dieselbe die Richtung von ” um, ersetzt also r durch —r, so erhält 


U+V=— 





man eine cylindrische Welle mit reellen Amplituden, deren Richtung der 
Richtung der durch U bestimmten Welle entgegengesetzt ist. Sie ist 
bestimmt durch die Function 

„ € : \ - s 

U"= — —— [et® 2) + ea] sinkwi—r+9). 
k Vs, ; 
Die Richtung der beiden Wellenbewegungen erhellt folgendermas- 

sen: Für die erste ist 

d6 ckv 


ea RE ie );, 
vr 


für die zweite durch U” bestimmte dagegen 


- fer (a—2) _ En RE 5 


do ckv 
—— — — [etz + eckha] snkwi—r+p), 


dt Vr, 
„ € 

+ 
Vv 


No 





[er®= 2) — er klh=2)] sink (wi — "+ 9p). 


do ; ! des ”. R e 
Da nun Hr und & immer gleiche, IT und & .immer ungleiche Zeichen 
( 


haben, so folgt, dass die durch U bestimmte Welle sich von der Axe 
fortbewegt, während die zweite sich derselben nähert. Offenbar wachsen 
die Amplituden mit zunehmender Annäherung an die Wellenaxe. 
Durch Superposition der beiden Wellen entsteht eine stehende - 
Schwingung, welche bestimmt ist durch die Function 
U+ U’= — —. [e% 2) 4 eSkh=2] sink (vt + Ip) sink(r = 9). 


”o 








Dann ist u für grosse 7 


‘= — — [ekh—2) + et] sink(wi +4) sink(r — 4 A2E 
N) 
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= 20 —— [etith — 2) ha ET RETA]| sink(vt +% p) cosk(r — 49). 


ro 
Das Verhältniss 6:$ ist von £ unabhängig, die Bahn jedes Theil- 
chens ist also geradlinig, die Neigung derselben ändert sich aber mit r 
und z. An gewissen Stellen sind die Bahnen zu jeder Zeit vertical, an 
anderen horizontal, 


7. Auch hier kann, wie am Schlusse des I. Theiles, die Bemerkung 
gemacht werden, dass alle durch Gleichung 1) dargestellten Bewegnngen 
sich aus einer Reihe einfacher Schwingungen, wie sie durch Gleichung 
6°) bestimmt sind, zusammensetzen lassen, 


8. Lässt man von’zwei parallelen Erregungsaxen zwei Wellen 
von gleicher Richtung, Wellenlänge und Amplitude, aber verschiedener 
Phase ausgehen, die durch die Functionen 








U=-— “_ [ekth—) + e-kth=2)] sink(vt+r), 
k Vr 
es [er %==2) Herk(h—2)] sink(vi+r+ 9) 


kyr, 
charakterisirt sind, wo =” +y%, r?=(x—2a)’-+ y? sein möge, so 
bilden sie durch Superposition eine neue Welle, die bestimmt ist durch 


sink(wi-+ REN vt+r +» 
Vro vr, 


erde Ward Ur Or 
Deo dr N Tdray dry!’ 
sink(vt-+r\ ar sink(vl +r +9) 
ya dee 
Untersuchen wir nun die Punkte, wo die Verticalausschläge & zu 
jeder Zeit gleich Null sind. Der Ausdruck in der letzten Klammer kann 
geschrieben werden | 
nk +, Ei = )+ coskv 7 Er Here a) 
Lrue. EEE Vro 
Soll dieser Ausdruck für jedes Z verschwinden, so ae die Coeffieien- 
ten von sinkvl und coskvt einzeln Null sein. Dies liefert zwei Gleich- 
ungen, welche Sana und eb weiter geben 


Ur D= [ton er kua]| OT 
k 
Es ist dann 
oU © 


= 
Or 


(= ec Be} Er ER =)] | 











esk(ny rt —-Pp)=0, 





7 + + 

Var. ”o 
woraus folgt, dass sehen „=r, und zugleich kr, —r,—p)= 
+(2n-+1)r sein misse, wenn n eine ganze Zahl bedeutet. Man erkennt 





- l l [ 
dies sofort, wenn man aus den Seiten —— und Se und dem ein- 
r x 
0 0 
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geschlossenen Winkel n— k{r,—r',—p) ein Dreieck eonstruirt, dessen 


dritte Seite Y 
+- —— cosk(r,—r,— 9) 
} ir tr 0 un 


’ . ’ 
nur dann verschwinden Ba wenn r,=r, und zugleich A(r,—r,—9p) 





=+(2r+1)n ist. Da k==E, so folgt = + An4DE Wenn 


also der Phasenunterschied ein ungerades Vielfaches einer 
halben Wellenlänge beträgt, so sind die Verticalausschläge 
& gleich Null für alle, aber auch nurjene Punkte, für welche 
r,—r', d. h. welche auf der Symmetrie-Ebene beider Wellen 
liegen. 

Betrachten wir endlich noch die Bewegung auf der genannten Sym- 


metrie-Ebene, und zwar zunächst für den Fall, dass P=+(n+1)}, 


oU U’ 
wo also kgo=+t(2n+1)n. Es wird jetzt Ar (27) . Ferner, 
8 , Oryn (£ r Den Ö 2) e 
da jetzt =a wird, a =), und a ae Daraus folgt 
: oU Or y x £ 
Wa >= dx und n-—-r=0. Es sind also die Ausschläge senkrecht 


zur Symmetrie-Ebene doppelt so gross, als die Ausschläge, welche 
in derselben Richtung von jeder einzelnen Welle herrühren; in der 
Symmetrie-Ebene dagegen finden weder Vertical- noch Horizontal- 
ausschläge statt. Es ergiebt sich hieraus auch, dass es in grösseren Ent- 
fernungen von den beiden Wellenaxen keinen Punkt giebt, der fort- 
während in Ruhe bliebe. 

Es sei jetzt aber der Phasenunterschied 9=0. Es wird dann 
&—r doppelt so gross, als bei der einfachen Cylinderwelle. Da ferner 
Din (a y so folgt ee, warn Es ist also senk- 
recht zur Symmetrie-Ebene kein Ausschlag vorhanden, während 
in der Symmetrie-Ebene sowohl die Vertical- wie Horizontalaus- 
schläge doppelt so gross sind, als die in denselben Richtungen erfolgen- 
den Ausschläge der einfachen Wellen. Nimmt man also die Gerade, in 
welcher sich die Symmetrie-Ebene und die Ebene der beiden Erregungs- 
axen schneiden, zur Axe einer dritten Welle, die durch die Funetion 


5 2 en 
Terern ee - [e klA—2) Lierk(a-2)] sink(vt + Va +r 2) 


kyatı" = 
bestimmt ist, wo 7” die Entfernung von dieser Axe bedeutet, so bringt 
sie in der genannten Symmetrie Ebene dieselbe Bewegung her- 


vor, wie die beiden ersten Wellen zusammengenommen. 


VII. 


Ueber Curven auf Rotationsflächen. 


Von 
Dr. BIEHRINGER, 


Professor an der königl, Industrieschule zu Nürnberg, 


(Fortsetzung.) 


Schifffahrtscurven. 


Nr. 25. Wir wollen als weitere Anwendung unserer allgemeinen Re- 
sultate in Nr. 15 die Bewegung eines Schiffes verfolgen, das unter dem 
Einflusse der Umdrehung der Erde steht, insofern es die Umdrehungs- 
geschwindigkeit des Ausgangspunktes beizubehalten sucht, und das sich 
beim Wegfallen dieses Einflusses auf einer Loxodrome bewegt. Die Form 
der Erde sei zunächst noch die einer beliebigen Rotationsfläche; die ursprüng- 
liche Geschwindigkeit des Schiffes auf der Loxodrome des Ausgangspunktes 
sei constant und =»; letzteres bilde mit den nach Osten gerichteten 
Parallelkreisen stets den Winkel «.. Das Coordinatensystem sei wie in 
Nr. 19 gewählt. Zunächst wollen wir die Resultate in Nr. 15 den neuen 
Verhältnissen anpassen. 

Um das z=2', zu bestimmen, hat man Yd?+df?=v.sina.dli. 
Daraus folgt 


vsına 
u = ——————— 
v1+of 
und 
EZ 2d 
ı) (=, JVIFR u 


Die letzte Gleichung ist nach z aufzulösen. Wäre ® nicht constant, so 


hätte es unter dem Integralzeichen zu bleiben. 


: v.di.cosa ; 1 
Es ist weiter dp der Nr. 15 meet"; und 9,=v.cos«a 7A. 


7 


mithin 
2) o=/Tartocwaf- dt=| wdt-+Hvcos« Zdt 


1 


152 Ueber Curven auf Rotationsflächen. 


www IE EL LI LL EG LEE GL AL GL LED DIDI NN nn un I DwEL LAG GLG$GLYGTE 


In 2) ist statt z der Werth aus 1) zu setzen. Zu diesen Gleichungen 
kommt noch 
3) e=/:. 

Die Constanten der EEE sollen wieder dadurch bestimmt wer- 
den, dass für =0 z=?2’ gleich dem z-Werthe des Ausgangspunktes zu 
setzen ist. Wie die windschiefe Fläche p, erhalten werden kann, wurde 
schon öfters erwähnt. 


Ueberlegt man, dass das Fortschreiten auf der Loxodrome dem Fort- 
schreiten auf dem Meridian mit der Geschwindigkeit ® sin« entspricht und 
dass der 2-Werth in beiden Fällen derselbe ist, so wird klar, dass die 
erste Gleichung in Nr. 24 in die erste Gleichung der jetzigen Nummer 
übergeht, wenn man = 90° und vsin«a statt des-» setzt. Auch das y 
könnte man aus gleichen Gründen und unter denselben Voraussetzungen, 
wie oben, einführen und dadurch die Gleichungen = Vf’+22.sin(v-+u) 
etc. zur Anwendung bringen, Bei den Gleichungen für @ ist eine solche 


De : v COS@ 
Umänderung möglich, wenn man wieder = 90° und o=o+ 





setzt. 


Um nun die obigen Resultate der oben bestimmten Schiffseurve an- 
zupassen, dürfen wir nur, ähnlich der Nr. 20, 


P_p-fo_ f-lı_2" _fof 


RL f 2204 BO 


> 








setzen. 


Nehmen wir die Erde als Kugel an, so wird 
3) e=yr— 


und nun können auch z und p unmittelbar bestimmt werden. Wir sind 
jedoch mit Rücksicht auf die eben angedeutete Zurückführung der Auf- 
gabe dieser Nummer auf die der Nr. 24 im Stande, die Resultate sofort 
anzugeben; denn darnach muss die letztere Aufgabe aus der der Nr. 22 
hervorgehen, wenn man vsin« statt v, d. h. in beiden Fällen die Ge- 





schwindigkeit auf dem Meridian setzt und Bu statt ®, oder 
2 ft -1Dc0so 2 f-f 
+ statt 2 I —— 
3 en 0 rs 
Ir 
statt 57.60.60° .f, d. h. in beiden Fällen die Geschwindigkeit auf dem 


Anfangskreise setzt. Man erhält dadurch unter Beibehaltung der dor- 
tigen Bezeichnungen und Bestimmungen: 


1) zersn 2 sina+ ß) 


. 7 . . 
und, weil f=rcosß ist, nach geringen Umformungen 


* 





u ee ee en 
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1 2rncasß ug (7-5) 2 
9 Fa et st cos Er )r ER TTTIRER ut 
En sine 124.60.00 7.000 be otsine 24.60 60 
FREIEN 2, ) 


Auch die dortige Reihe liesse sich auf analoge Weise den jetzigen Ver- 
hältnissen anpassen. Die besonderen Fälle sind leicht zu übersehen. 
Ebenso kann auf einfache Weise das ! eliminirt und die Gleichung der 
windschiefen Fläche @, erhalten werden. Für die Bewegung nach Süden 
ist ö negativ zu nehmen. 

Da sich in der Gleichung für @ Mrs zwei Theile unterscheiden 
lassen, von denen der eine mit dem Factor cotang«a der @-Aenderung 
entspricht, die nur durch die Bewegung auf der Loxodrome entstehen 


würde, und der andere mit dem Factor der @-Aenderung zu- 


27 
24.60.60 
kommt, die die Drehung der Erde bei einer Bewegung längs des Meri- 
dians mit der Geschwindigkeit » sin veranlasst, so giebt dieser Theil, 
multiplieirt mit dem f des entsprechenden ?- oder z-Werthes, die Ab- 
lenkung in Längenmass auf dem zugehörigen Parallelkreise, welche die 
Umdrehung der Erde bewirkt. Sowohl die -Aenderung, als die Ab- 
lenkung in Längenmass durch den Einfluss der Erdrotation könnten aus 
den Resultaten in Nr. 22 erhalten werden, wenn man ® sin« statt v setzt. 
Aus diesem Grunde können auch die dortigen Zahlenresultate hierher 
übertragen werden, wenn man vsina=10" setzt. Hier tritt zu diesem 
noch die Abhängigkeit der Ablenkung von dem « hinzu und ist bei 
gleichem ® sin« die Ablenkung um so grösser, je näher « dem 90. Grade, 
und um so kleiner, je näher es dem 0. oder 180. Grade liegt. Im ersten 
Falle nähert sich die Loxodrome mehr dem Meridian, im andern Falle 
mehr dem Parallelkreise. Bei « und 180—a« ist die Ablenkung unter 
sonst gleichen Umständen dieselbe; ausserdem noch für den nämlichen 
Werth von v sin oder der stets gleichen Projection von v auf den Me- 
ridian, mögen v und « einzeln sonst irgendwelche Werthe haben. 

Die anderen Eigenschaften der wirklichen Bewegung und der Bahn 
derselben sind begreiflicherweise von denen in Nr. 22 verschieden, weil 
hier nicht mehr die Ablenkungscurve zugleich die wirkliche Bahn vor- 
stell. Die Parallelkreise werden von der Curve bei 


02,=vsin«a.cos (sine +6) =} 


berührt. Dies geschieht demnach bei «=(0 oder dann, wenn die Loxo- 

drome in den Parallelkreis übergeht. Ist das nicht der Fall, so geschieht 

2n-+]| 
2 





BUR“, 
es bei -sna+ß= 
r 


.rc, wo n irgend eine ganze Zahl vorstellt. 


pt ; i : 
Setzt man nun aber n>(0 oder — sin«-+ BE in die zweite Gleichung 
r 


2 
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ein, so sieht man, dass 9 imaginär wird und dass daher bei der nörd- 


vi TE : 
lichen und südlichen Bewegung — sina+ ß höchstens =— sein darf. 


2 





Tt u ö 
Für den Grenzwerth von ? oder für (3 _ ) wird z=r und 


2 
o=mw, Die Curve läuft demnach nach Norden und Süden in unendlich 
vielen Windungen um die Rotationsaxe, trifft diese erst bei z==r und 


"v»sin« 


- ist erst da senkrecht zur Axe gerichtet. — Eine Berührung des Meridians 
tritt bei 
arm cosPß ) 1 2 
(Ste . 


r cos (Ü sin & +6) 24.60.60 
\ 


Drn(cosß — cos (= sina+ß)) +» cosa. 24.60.60 
= u em HARFRNL 1 Sartre 
24.60.60.r cos (& sina+ß) 


ein. Daraus ergiebt sich 
vi. v 008 @.24.60.60 
OUT = ano DER De 
c (* sina+B) cosß + De 
Nehmen wir nun die Bewegung in nordöstlicher Richtung, also ß und « 
spitz an, so ist ersichtlich, dass hier die letzte Gleichung nicht statt- 
finden kann; denn der Bogen links ist von {= (0) an grösser als ß, also 


sein cos kleiner als cosß, während die rechte Seite doch grösser als cosß 


5 .. vi ® > .. 
ist; ausserdem rückt nach dem Vorausgegangenen — sin«+P nie über 
7 


ze hinaus. Es ergiebt sich daher, dass bei der nordöstlichen Bewegung 


ie die Berührung eines Meridians eintritt. Wird anfänglich eine nord- 

westliche Bewegung angenommen, so ist « stumpf zu setzen und wird 
das zweite Glied rechts in der letzten Gleichung negativ. Der eben an- 
gedeutete Widerspruch ist demnach hier nicht vorhanden und tritt eine 
Berührung des Meridians bei 





r . 2rn cosß+v c0sa.24.60.60 
= — Urs —— a 
v sin a 2rn 
; e % ; TU 
ein. arccos ist wegen der erwähnten Grenzen von ! zwischen 0 und 5 
anzunehmen und muss noch mindestens = sein. Weitere Betrach- 


tungen werden in einem analogen Falle der nächsten Nummer folgen. 
Aus der Natur der Verhältnisse ist ersichtlich, dass g für diesen Werth 
ein Minimum ist. — Für die südöstliche Bewegung ist ß negativ und « 
spitz anzunehmen. Eine ähnliche Betrachtung wie die obige zeigt, dass 
hier wieder ein Meridian berührt wird. Der zugehörige f-Werth ist der- 
selbe, wie im letzten Falle. Endlich ergiebt sich noch, dass bei der 
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südwestlichen Bewegung wieder keine Wendung eintreten kann. Diesel- 
ben Resultate werden erhalten, wenn man berücksichtigt, dass eine Wen- 
dung nur möglich ist, wenn v.cos«& in unseren Breiten auf der Nord- 
seite des Ausgangspunktes westlich, auf der Südseite östlich liegt und 
diese Geschwindigkeit durch den entgegengesetzt wirkenden Einfluss der 
Erdrotation aufgehoben wird. Bei der südlichen Bewegung findet der 





Durchgang durch den Aequator bei z=0 oder bei != op statt. Ein 
v sin 


vollständiger Umlauf ist vollzogen, wenn g=2r wird oder wenn seine 
Werthe um 2 differiren. Ä 
Der Winkel, welchen die Curve an irgend einer Stelle mit dem 

Parallelkreise bildet, findet sich entweder aus 

d ?z ee 

ec 

dp fdp 

oder aus langd = der Geschwindigkeit längs des Meridians, dividirt durch 
die Gesehwindigkeit längs des Parallelkreises, also 


vsina 
lang = —— EEE ERENREFBE UNE: 
vcosc+ BR (cos 8 — c08 er 4 s)) 


Endlich ist noch die wirkliche Geschwindigkeit an irgend einer Stelle 
oder 


Br Ir vi 27 Bsind 
Bi Y» sin?a-+ : 08-4 5750.60 (cs — cos (= — ))| VÄRTER 
Es ist nicht schwierig, zu untersuchen, wie sich diese Grössen in beson- 
deren Fällen verhalten. | 
Lässt man in den Gleichungen der’ Bewegungscurve auch negative 
Werthe von ! zu und vergleicht die vier Curven, welche an irgend einer 
Stelle der Erdoberfläche zu. den Winkeln « und 180 —« nord- und süd- 
wärts gehören, so ergiebt sich, dass die beiden nördlichen Curven für 
die positiven und negativen Z-Werthe einerseits, und die beiden südlichen 
andererseits symmetrisch gegen die Ablenkungscurve der Nr. 22 liegen, 
wenn die Geschwindigkeit auf dem Meridian v sin« beträgt. Ferner ist 
ersichtlich, dass die Theile der nördlichen Bewegungen zu positivem I 
und die Theile der südlichen Bewegungen zu negativem ! symmetrisch 
gegen den Meridian zu !=0 liegen, wenn die nordöstliche und 'süd- 
östliche, dann die nordwestliche mit der südwestlichen Bewegung zusam- 
mengenommen werden. Das gleiche Verhältniss findet für die nördlichen 
Bewegungen zu negativem ! und die südlichen Bewegungen zu positivem 
t statt. Endlich ergiebt sich noch, dass, wenn die nordöstliche mit der 
südwestlichen, und die nordwestliche mit der südöstlichen Bewegung und 
dazu noch die Theile der Curven verglichen werden, die zu positivem / 
bei der einen und zu negativem { bei der andern Curve gehören, die 
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zusammengenommenen Theile symmetrisch gegen die Loxodromen zu den 
« und 180 —« liegen. Diese Resultate ergeben sich unmittelbar, wenn 
man die Gleichungen der vier Curven anschreibt und berücksichtigt, dass 


tung (% E)- etc. ist 
42h ET 


7 

nike 

Wären keine Bewegungswiderstände vorhanden, so wäre in dem 
Obigen die Curve gefunden, welche ein Schiff beschreiben müsste, das 
unter dem Winkel « gegen die Parallelkreise zu steuern sucht. Es 
würde die besagte Bahn vollständig zurücklegen, wenn das Wasser eben- 
falls die Bewegung mit der entsprechenden Geschwindigkeit hätte, die 
es durch die Umdrehung der Erde erlangen kann, sobald es vom Aequa- 
tor nach den Polen hin abfliesst. Umgekehrt können wir für diese Vor- 
aussetzungen auch das « bestimmen, das eingehalten werden muss, damit 
das Schiff von einem bestimmten Punkte zu einem andern solchen Punkte 
gelangt. Nennen wir die geographische Breite des Endpunktes ß’ und 
die Differenz zwischen den geographischen Längen des Ausgangs- und 
Endpunktes 9’, wo @' zwischen 0 und 360° liegt und pesitiv oder nega- 
tiv zu nehmen ist, je nachdem der Endpunkt durch eine östliche oder 
westliche Fahrt erreicht werden soll, so erhalten wir aus der Gleichung 
für z die Bedingungsgleichung | 


REN 
. Ps nEhR 


und aus der Gleichung für @ die andere 





lang ( 5) | 
4 2 nt 


2 BR 2rncosß «) A 
ot Inn (Set: c05& nee; --24.60.60' 


2 
Das n ist hierbei 1, 2, 3 etc. zu setzen, je nachdem ausser dem @' noch 
1, 2, 3,... Umläufe um die Erde gemacht werden sollen. Man erhält 


demnach zwei Bedingungsgleichungen für ®, ? und «, so dass wieder eine 
dieser Grössen beliebig gewählt und dazu jede der beiden anderen Grös- 
sen bestimmt werden kann. Nimmt man an, dass die Geschwindigkeit », 
wie etwa bei Dampfschiffen, eine durch bestehende Verhältnisse vor- 
geschriebene Grösse hat, so ergiebt sich aus der ersten Bedingungs- 
gleichung 

Pa MPrmPN: 


rsina 


aus der zweiten Bedingungsgleichung ergiebt sich unter der Voraussetz 


tang (= = = 


dass Log le _#\ 
TC 
ana or 


ung 


g, mit M bezeichnet wird, 
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u Aa en ). Iran  B—P 
| an v sina \24.60.60 RA U 60.60 vsin« 
Die letzte Gleichung geht, wenn ee (M cosß— ß+P)=N und 
1 Be 
Bar. 92 € < ee ne ge 
sangen Yi1--cotg’« gesetzt wird, über in 


o+2nn=Mecogae+ NYl-+ocotge 
M(p+2nrn)+ Medien N2+(9-+2nn)? In)? 
M?— 
Es kann sich nun treffen, dass die eh für n=0 imaginär wird; 
dies ist ein Beweis dafür, dass bei dem grossen Einflusse der Erdrotation 


und ergiebt 


colga = 


die gegebene Strecke nicht unmittelbar zurückgelegt werden kann. Man 
wird dann nacheinander n=1,2,3,... setzen müssen, bis endlich ein 
positiver Werth des Radicanden zum Vorschein kommt. In diesem Falle 
bätte. das Schiff die entsprechende Anzahl von Erdumsegelungen zu 
machen, bis es an sein Ziel gelangen kann. Natürlich setzen wir hierbei 
voraus, dass dazwischen liegende Länder keine Hindernisse bereiten. 
Sonst ergiebt sich noch, dass, weil n immer grösser genommen werden 
kann, endlich ein reeller Werth zum Vorschein kommen muss und dass 
darüber hinaus noch beliebig viele andere Werthe von n angegeben 
werden können, die reelle Werthe von « liefern. Da N?— M? der Mi- 
2 len Mi. E 
nimalwerth von 9 ist, der bei cos«a = m eintritt, so drückt die Be- 
dingung des Reellseins für « oder (+ 2rx)?> N?— M? nichts Anderes 
aus, als dass das 9+2nr zwischen dem Anfangs- und Endpunkte nie 
kleiner genommen werden kann, als dieser kleinste p-Werth, der bei 
gegebenem v überhaupt möglich ist. Hat v einen sehr grossen Werth, 
so ist es, wie aus der Gleichung für N ersichtlich ist, eher möglich, 
direet von einem Punkte zu einem andern zu gelangen, ohne vorher 
ganze Umläufe machen zu müssen. Für « erhält man endlich zwei 
Werthe, von welchen jedoch nur der eine, und zwar der mit dem un- 
tern Vorzeichen der Wurzel, zu gebrauchen ist. Die Gründe hierfür, 
sowie eine Construction des Ausdruckes werden bei einer analogen Auf- 
gabe der nächsten Nummer folgen. 


“Nr. 26. Die oben bestimmte Curve für die Schiffsbewegung tritt 
zwar wegen der vorhandenen Bewegungswiderstände in Wirklichkeit nicht 
ein, man muss aber doch annehmen, dass der Einfluss der Erddrehung 
auf den Lauf des Schiffes nicht ohne Einfluss ist. Abgesehen natürlich 
von noch anderen störenden Einflüssen, wird schon deshalb ein Schift, 
dessen Cours ohne Rücksicht auf diese Verhältnisse bestimmt wird, nicht 
genau an der verlangten Stelle ankommen, sondern auf der nördlichen 
Hemisphäre eine seitliche Ablenkung nach rechts und auf der südlichen 
eine solche nach links erleiden. Die wirkliche Curve, welche das Schiff 
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unter dem dreifachen Einflusse der eigenen Bewegung, der Rotation der 
Erde und der vorhandenen Bewegungswiderstände des Wassers beschreibt, 
ist keine Loxodrome. Ihre Gleichungen sind ohne Beiziehung mecha- 
nischer Resultate im Allgemeinen nicht herstellbar; mit Hilfe derselben 
Jassen sich jedoch unter gewissen Voraussetzungen auf einfache Weise 
nicht blos die Curve, sondern auch die Grössen bestimmen, welche für 
die Schifffahrt von Bedeutung sind. Wird nämlich die Längenaxe des 
Schiffes stets unter einem gewissen Winkel « gegen die Parallelkreise 
gestellt und hat das Schiff längs dieser Richtung infolge der auf ihm 
thätigen Triebkräfte eine Geschwindigkeit v, so tritt zu dieser Geschwin- 
digkeit eine solche in der Richtung der Parallelkreise hinzu, welche von 
dem Einflusse der Erdrotation herrührt, und erhält dadurch das Schiff 
eine Bewegung, die nicht genau mit der Richtung seiner Längenaxe 
zusammenfällt. Durch diese etwas seitwärts gerichtete Bewegung wird 
ein Widerstand des Wassers hervorgerufen, der nicht von den eigenen 
Triebkräften des Schiffes, sondern von der Geschwindigkeit, resp. von 
der diese Geschwindigkeit ersetzenden Kraft des Schiffes überwunden 
werden muss, die von der Erdrotation herrührt. Dieser Widerstand 
wächst mit der seitlichen Geschwindigkeit und wird bald so gross, dass 
er eine Vermehrung der letztgenannten Geschwindigkeit verhindert und 
die letzterwähnte Kraft zwingt, ihre Wirkung einzig und allein zur 
Ueberwindung dieses Widerstaudes zu verwenden. 

Bezeichnen wir mit u die seitliche, durch die Erde hervorgerufene 
Geschwindigkeit in der Richtung des jeweiligen Parallelkreises, mit # 
den lothrechten, längs des Kieles hinlaufenden Querschnitt des Theiles 
des Schiffes, der unter Wasser ist, und mit © den Widerstandscoefficien- 
ten im Meerwasser, so ist F.sin« die Projection des / auf den Meridian 
und C.F,sina.u? die zur Ueberwindung des seitlichen Widerstandes noth- 
wendige Arbeit in einer Secunde. Geleistet wird diese Arbeit von der 
im Schiffe thätigen Kraft X, welche durch die Erdrotation veranlasst 
wird und mit dem Schiffe ebenfalls um « in der Richtung des Parallel- 
kreises vorrückt, also den Effeet X.u erzielt. Gemäss den obigen Be- 
merkungen muss die letztgenannte Wirkung nur zur Ueberwindung des 
seitlichen Widerstandes verwendet werden, daher die Gleichung gelten 

K 
a ergiebt. 
Um das X zu bestimmen, überlegen wir, dass in unseren Breiten bei der 





K.u=(.F.sina.u?, woraus sich u = 


Bewegung nach Norden die Geschwindigkeitsänderung vermöge der Erd- 
drehung | 

Zu aha, ‚o as 

— 54.60.60. dt 24.60.60’ 7:27 60 60 
ist. 0 stellt hierbei das Gewicht des Schiffes, 4 die Beschleunigung der 
Schwere vor. Man erhält demnach 


lo. 
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Ye: are —20n Ohm 
en CF, sina. 24.60.60' 


Bei der Bewegung nach Süden ist die Beschleunigung des A in der 


| ofı.2% 
ersten Periode = -————— anzunehmen und daher auch in der Formel 
24.60.60 
für u Ofı statt —Ofı zu setzen; nach der Ueberschreitung des Aequators 
urn ofı ‚2m 
muss sie wieder =-——— — angenommen werden. _ In den letzten Fäl- 
24.60.60 > 


len ist nämlich zu beachten, dass vu mit Ä oder d/f, sein Vorzeichen und 
seine Richtung wechseln soll, und dass dies nach der Formel zwischen 
u und Ä nicht geschieht, indem ein negativer Werth des Radicanden das 
u imaginär machen würde. Es muss daher einestheils die Aenderung des 
Vorzeichens des u selbstständig vorgenommen und anderntheils dafür 
gesorgt werden, dass der Radicand immer positiv bleibt und also vu nicht 
imaginär wird, 

Gehen wir nun zur Bestimmung der Bewegungscurve über, so ist 
zunächst zu erwähnen, dass, weil die Erdrotation auf die Bewegung 
längs des Meridians oder längs der z-Axe keinen Einfluss hat, diese 
Bewegung also nur durch v sin« bedingt wird, die Gleichung für 2 un- 
verändert bleibt. Es ist demnach, wie in Nr. 25, von unseren nörd- 
lichen Breiten aus 


aput- BREITE 
1) Zrsin > sin +ß) oder z=rsin x sina — 8), 
re 2° 


je nachdem die Bewegung nach Norden oder Süden vor sich geht. ‚Die 
Worte Süden und Norden sind hier und in der Folge nur zu verwechseln, 
wenn der Ausgangspunkt auf der Südhälfte der Erde liegt. Im Zusam- 
menhang damit steht, dass für die nördliche oder südliche Bewegung 


2) Fercos sina+t B) oder f=r cos e sin a — B) 


zu setzen ist. Of; findet sich demnach im ersten Falle = 


3 pol. Au ZUHR 
— v sina.sin (> sina-+ B) ‚im zweiten Falle =— v sine. sın (= sina-+ B). 
r r 


Nach den Bemerkungen, die oben über das uw gemacht wur- 
den, folgt hieraus als Werth des u für die nördliche Bewegung = 


ie ; 
2 Ov sin rn sima+ß) 


—54.60.60.94.0.5 ° dagegen für die südliche Bewegung vor 


y% 2nOvsin Bas sin «) 


ee ehreituhg des Aequators 3 —34.60.60.4.08 und nach 





2nQ0v sin ® 7 sin « -ß) 
24.60.60.9.0,£ 


Ueberschreitung des Aequators = 
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Schreitet man nun zur Bestimmung des @ vor, so erhält man für die 
Bewegung nach Norden die Differentialgleichung 
pcosa+ u 
Op —— 


Für die Bewegung nach Süden wird 


2 i $ vcosa—u 
im ersten Abschnitte 9: = RE 
} veoset u 
„ zweiten s 09: = ae 


Verfolgen wir zunächst die erste dieser Gleichungen weiter, so ergiebt 


sich ferner 


Day est n 
eos” sina+ß) 
r 


und daraus, weil 


"Ysin® x a E= V sin & 
5 Log — ——— 


5 . c05X ar x 
ist und bei 2=0, g=( sein soll 
’ fe: 2 
ANA 
AI 5 


lang (2-5- 5: sin «) 
a oa rm (14 Y si n(” (Ü snc+B)) = VB 


ah Be 
in 24.60.60.9.0.£. 
m R e ! Gi _ V sul sinat 3) 


— arclang Vs sin (sim: sinct s) + arclang y sin mr 


Die entsprechenden Formeln für die Bewegung nach Süden finden sich 


P Cosa Vai, Ia0v V nlone+P) 


24.60.60.9.0.F gre.F „cos (" sna+ß) 


a = di = 





— arclang Y sin Gi 


3) p == colangea.Log 





aus den gegebenen Anhaltspunkten auf analoge Weise; es wird vor Er- 
reichung des Aequators 


lang ( . + 5) 
lang ( + 5 — Er sin & «) 
1/30 a | Rn (14V sn( (sine) (1-YVsinß) 
al, 24.60.60.9.0.K.0 |? 5 vi en 
(i = Vnle-! (B ie sin sine) a +Y sin ß) 
= aretungy/ sin (£ iz = sin «) + arclang Y sinß 


und nach Ueberschreitung des Aequators 


p = colanga.Log 





re & 


ren 


BE 


Pe Wa En 
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lang en R = 


t 
tang ee + ) — 5 sin .) 


Be THE A -- Y si sinu- 6) = sin — -#))| (1—Ysinß) 
m RG ni lH sina—ß ed) a4 VB 
— arelang Vin (& sin 2) re ] 


Ausser den oben gegebenen Anhaltspunkten, welche die unbestimmten 
Integrale ergeben, ist im letzten Falle noch zu beachten, dass der letzte 
p-Werth sich an den vorausgegangenen anschliessen und daher am 


. rB n 
Aequator oder für {= —— der Ausdruck in der eckigen Klammer in 
v sina 


p = colang a. Log 





mg 








beiden Fällen N ein Vsinß liefern muss, 
1+Yysinß 

Von den besonderen Fällen bieten nur die Interesse dar, für welche 
B=0 oder a—=0 ist. Im ersten Falle gehen die Formeln auf der nörd- 
lichen und die zwei Formeln auf der südlichen Halbkugel in einander 
über. Im zweiten Falle wird z=rcosß und =. Eine directe Un- 
tersuchung dieses Falles zeigt, dass hier Ä, sowie « in unserem obigen 
Sinne =( sind, und dass, weil der Widerstand des Wassers durch die 


© 
Triebkraft des Schiffes überwunden wird, A constant, also 
EOS 


vi 
r cosß 
ung für 9, wenn «= gesetzt wird; das zweite Glied dieser Gleichung 
ist hier ohne Umänderung gar nicht zu gebrauchen, weil z. B. die Grösse 
F keine sachgemässe Bedeutung mehr hat und ein anderer Querschnitt 
an ihre Stelle tritt. | 


ist. Auf denselben Werth führt das erste Glied in der Gleich- 





0 — 


Aehnlich, wie in Nr. 25, ist der 9-Werth aus zwei Theilen zusam- 
mengesetzt, von welchen der erste Theil die p-Aenderung bestimmt, die 
blos durch die Bewegung auf der Loxodrome entsteht. Der andere Theil 
giebt die Ablenkung, die durch die gemeinsame Wirkung der Erdrota- 
tion und des Wasserwiderstandes erzeugt wird. Letzterer 'T'heil, multi- 
plieirt mit dem /-Weırthe der Endstelle, bestimmt die Ablenkung in 
Längenmass. Aus der Formel für p ist unmittelbar ersichtlich, in wel- 
cher Abhängigkeit diese Ablenkungen von «, vd, Q und F stehen. 


Es soll nun, um einige Anhaltspunkte über die vorhandenen Werths- 
verhältnisse zu gewinnen, ein Zahlenbeispiel auf Grund der Resultate 
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durchgeführt werden, welche uns in dieser Beziehung zur Verfügung 
stehen. Nach Navier kann der Schiffswiderstand = 8,1. F.u? Kilogramm 
gesetzt werden. Dabei sind Fund u auf Meter zu beziehen. Unser © ist 
also dann =8,1. Bezeichnet weiter b die Höhe eines Cylinders, dessen 
Grundfläche 7 ist und der mit dem verdrängten Wasser gleichen Cubik- 
inhalt hat, wird endlich 1,027 als das specifische Gewicht des Meerwas- 
sers angenommen, so ist Q=F.b.1,027.1000 Kilogr. und 
20 I 27.5.1027 

24 60.60.9.0.F 24 60.60.9,81.8,1 
Nebenbei bemerkt, kann b von vornherein bestimmt werden, wenn der 
Tiefgang des Schiffes und die anderen fraglichen Dimensionen bekannt 
sind. Der Factor des zweiten Gliedes in der Gleichung für @ geht 


dadurch über in a 
sine, v 


Als besonderer Fall werde ein Schiff verfolgt, bei welchem 7 =10” 
und die Geschwindigkeit o=5" sei; dasselbe soll sich vom Aequator bis 
zum 80. Grade nördlicher oder südlicher Breite ungehiudert nach unse- 
ren Voraussetzungen bewegen können. Alsdann ist 


= 0,0009399. 





vL Dir Se 
— sina+ß= — sina= 80°, 
r 7% 


und wird der Werth des zweiten Gliedes des p-Werthes gleich 
AED ur Ev 1+Y sin80° moon 
IS 1— Ysin80° 


= —— .0,08676748, 


= & 





— arclang Y sin8 





sın N 


Um noch dafür zu sorgen, dass der letzte Werth, welcher die Ablenkung 
von der Loxodromenbahn repräsentirt, sehr gross, also sin« sehr klein 
wird, setzen wir voraus, dass das Schiff eine halbe Erdumsegelung machen 
soll; dann bestimmt sich aus dem Werthe der Loxodrome oder aus 


=) 


‚ d. h. hier m = cotanga. Log 


p = colang a. Log i 
nz lang 5°’ 


«= 37°47'34,5” und wird die Ablenkung —— . 0,08676748 = 8° 6°45”. 


In Längenmass würde dieselbe betragen ” 608800. 0,14159 156524= 
— 21,12074 Meilen. Es ist dies ein Resultat, das dem Anscheine nach 
unter den gegebenen Verhältnissen nicht ausser dem Bereich der Mög- 
lichheit liegt. Sowohl dieses Ergebniss, als eine allgemeinere Betrach- 
tung der Werthverhältnisse des zweiten Theiles des Ausdrucks für 
liefern den Beweis, dass in Uebereinstimmung mit der Wirklichkeit dieser 
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zweite Theil den ersten nicht so beträchtlich übertrifft, dass, wie in 
Nr. 25, meist nur durch einen oder mehrere Umläufe von einer Stelle zu 
einer zu gelangen ist, die sich in Bezug auf ihre geographische Breite 
um einen nicht allzukleinen Betrag unterscheidet. 


Ausserdem können in Bezug auf numerische Bestimmungen noch 
folgende Bemerkungen gemacht werden. Nicht nur der Factor von 
„ ‚ 1 “ » 
colange, sondern auch der Klammernfactor von —— in der Gleichung 
sin a 


für @ können als Functionen betrachtet werden, welche nur von den 
geographischen Breiten der Ausgangs- und Endstellen, oder von P und 
ß’ abhängig sind. 


Berechnet man die Factoren 


1 ] — 
und $ Log mp — arclang y sinß 


Log Meran ig m 
tang & _ 2) 1— Ysinß 


stets vom Aequator an und legt die erhaltenen Werthe in zwei Tabellen 
an, so lassen sich mit Hilfe derselben die Werthe der Factoren von 


ni 
colanga und —— der genannten Gleichung in allen anderen Fällen un- 
sin & 


| 1 
mittelbar bestimmen. Zu dem Klammern factor von SEE kann sogar auch 
ina 


2 
der von dem Fahrzeuge unabhängige Wertn Vet oder 
V Aus e ım d leh letzterer Werth bei unseren 
— — —  — genommen werden, welch letzterer Wer ser 
24.60.60.9.C ° 


Annahmen v 0,0009399 beträgt. Von vornherein kann bezüglich dieser 
Factoren erwähnt werden, dass sie beide positiv sind, mit der geogra- 
phischen Breite wachsen, und dass Letzteres bei dem zweiten Factor in 
erhöhtem Grade der Fall ist. Es sind nämlich beide Factoren bei B=0 
1 
ebenfalls Null; ihre Ableitungen in Bezug auf P, oder Zr und 


osß 
ya van, \ 2 
y 0,0L009399 PR sind innerhalb der hier vorhandenen Grenzen 0 und 5 
cos 
positiv und wachsen von Null an, endlich wächst die letzte Ableitung 
verhältnissmässig stärker als die erste. Für Intervalle von 10 zu 10° 
sind die Werthe der Faetoren in nachfolgender Tabelle niedergelegt; 
der erste Werth entspricht dem Factor von eolange, der zweite dem 


sina' 
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0°: 0 0 
10°: 0,1754259 0,0014985 x 
20°: 0,3563785 0,0043100 
30°: 0,5493061 0,0081517 
40°: 0,7629100 0,0130850 
50°: 1,0106830 0,0195010 
60°: 1,3169580 0,0280034 
70°: 1,7354150 0,0402234 
80°: 2,4362460 0,0613533 
90°: © 0. 
Es ist klar, dass diese Tabelle sich auch graphisch darstellen und sich 
zwei entsprechende Curven zeichnen lassen, welche für geometrische 
('onstructionen die bezüglichen Werthe unmittelbar ergeben. 
Setzen wir, ähnlich wie in Nr. 25, den Factor von colaunge im All- 
gemeinen =M, und zwar für die geographische Breite ? =Mg und die 


5 1 2 
entsprechenden Werthe des Factors von ee N und N5, so kann mit 


= 1 
+ |]= — ————— ist, und in 
z lan (@ — 5) 

au 


Hinblick auf die Gleichungen des in verschiedenen Fällen Folgendes 
gesetzt werden: 

1. bei der Bewegung nach Norden, oder allgemeiner, bei der Be- 
wegung gegen den, dem Ausgangspunkte nächstliegenden Pol hin, 
he Mg 7% Mg und N= Np Fa Ne; 

2. bei der Bewegung nach dem Aequator zu, und zwar bevor der- 
selbe passirt wird, M= Ma — My, N=Ng — Ng; 

3. bei der letzten Bewegung und nach dem Passiren des Aequators 
M=Mg+ My, N= Ng,— 5. 

Die Werthe von 7 und N lassen sich also in allen Fällen mit Hilfe 
der oben zum Theil bestimmten Tabellen dureh Addition oder Subtrac- 
tion leicht finden. Ob ß oder ß nördliche oder südliche Breiten vorstel- 
len, darauf ist in den Formeln des 1., 2. und 3. Satzes weiter keine 
Rücksicht zu nehmen und nur festzuhalten, dass 8° dem Endpunkte und 
ß dem Ausgangspunkte zugehört. So wenig übersichtlich sich die For- 
meln für M und N in den drei Fällen auf den ersten Anblick gestalten 
so einfach lassen sie sich bei näherer Betrachtung übersehen. Das W 
wird nämlich in allen drei Fällen positiv und ist, wenn Ausgangs- und 
Endpunkt auf einer Seite des Aequators liegen, Ma» — Mg oder Mg — My 
zu setzen, je nachdem Mg > Mg oder Ma> Mg ist, d. h. immer gleich 
dem grössern weniger dem kleinern; ferner ist es, wenn die beiden 
Punkte auf verschiedenen Seiten des Aequators liegen, =Wg+ Mg, d.h. 
gleich der Summe der Werthe anzunehmen. Das N ist stets gleich dem 


7 
Berücksichtigung dessen, dass lang E 
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N des Endpunktes minus dem N des Ausgangspunktes; es wird demnach 
im 1. Falle positiv, im 2. Falle negativ, im 3, Falle positiv, Null oder 
negativ, je nachdem die geographische Breite des Ausgangspunktes grös- 
ser, gleich oder kleiner als die Breite des Endpunktes auf der andern 
Seite des Aequators ist. Da durch das Glied mit N die Ablenkung des 
Schiffes von der Loxodromenbahn bestimmt wird, so sieht man wieder, 
dass auf unserer Erdhälfte bei den Bewegungen nach Norden oder Süden, 
bei spitzem oder stumpfem Werth von «, die Ablenkung nach rechts 
und nach Ueberschreitung des Aequators nach links stattfindet. Die Ab- 
lenkung ist endlich um so grösser, je näher der eine Endpunkt der Bahn’ 
dem Aequator und der andere Endpunkt dem Pole liegt, um so kleiner, 
je weniger sich die geographischen Breiten dieser Punkte unterscheiden, 
mögen sie beide auf der einen oder auf verschiedenen Seiten des Aequa- 
tors liegen. Wie mit Hilfe der Tabelle die Ablenkung selbst bestimmt 
wird, bedarf wohl keiner Erläuterung. 


Nach Berechnung des M und N in der oben angegebenen Weise 
lässt sich die Bahn des Schiffes und der Ort desselben zu jeder Zeit 
durch die Gleichungen 
b 


siına3 ® 





AA ne , 
=— sne+ß, :=rsinß, f=rcosß, p=M.coltange + 
r 


bestimmen. Die M und N sind den aufeinanderfolgenden f’-Werthen 
gemäss zu bestimmen. Die drei letzten Gleichungen bestimmen die Bahn 
unabhängig von der Zeit {. Ausserdem sind diese Gleichungen sehr ge- 
eignet, um rückwärts auf /, «, v etc. zu schliessen, wenn ß, ß, @ ge- 
geben sind. 

An die letzte Gleichung lässt sich eine sehr einfache Oonstruction 
knüpfen, welche den Bogenwerth des p, den Bogenwerth der Ablenkung 
und letztere noch in ihrer wirklichen Länge bestimmt. Nimmt man als 
Längeneinheit etwa den Meter und zeichnet im hundertmal kleinern 
Massstabe, so können M und N den ihren Zahlenwerthen entsprechenden 
_ Centimetermengen gleichgesetzt werden. M colanga repräsentirt nun die 
dem « anliegende Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen andere 
Kathete M ist. ‘Verlängert man in diesem Dreieck die beiden Schenkel 
von @ über die Spitze hinaus und zeichnet für den so erhaltenen Win- 

7 
kel @ ein neues rechtwinkliges Dreieck, in welchem De d. h. die 
mittlere Proportionale zu N und die vierte Proportionale zu N, b und e 
die gegenüberliegende Kathete ist, und dessen Hypotenuse in der Ver- 
längerung der Kathete M colang« liegt, so ist diese Hypotenuse plus der 
letztgenannten Kathete gleich dem Bogenwerthe von 9. : Die genannte 
Hypotenuse allein giebt den Bogenwerth des Ablenkungswinkels.. Um 
die Ablenkung in wirklichem Längenmass zu erhalten, dürfte der Bogen- 
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werth des Ablenkungswinkels nur in dem Verhältnisse von 1 zu der Meter- 
anzahl, welche dem Radius des Parallelkreises des Endpunktes der Bahn 
entspricht, vergrössert werden. Sonst ist noch zu erwähnen, dass die ge- 
nannte Construction so lange in Giltigkeit bleibt, als die Glieder der Gleich- 
ung für @ gleiche Vorzeichen haben. Im andern Falle ist das zweite Dreieck 
nicht in den Scheitelwinkel von «, sondern in den letzteren selbst, und 
zwar in sonst unveränderter Weise hineinzulegen. Die fragliche Hypo- 
tenuse des zweiten Dreiecks und die Kathete Mcotange des ersten wer- 
den dann von selbst subtrahirt und das 9 kommt unmittelbar als Diffe- 
renz zum Vorschein. Wäre der Winkel « stumpf, so hätte man die 
fraglichen rechtwinkligen Dreiecke mit dem Winkel 180 —« zu zeichnen. 
Wir werden später wieder Gelegenheit erhalten, auf die eben bestimmten 
Figuren zurückzukommen. 

Was die Schlüsse betrifft, die in Nr. 25 aus der Gleichung für z in 
Bezug auf die Form der Curven entnommen wurden, so bleiben diese 
auch in unserem jetzigen Falle bestehen, weil die Gleichung für z hier 
die nämliche ist und auch der erste Theil des Werthes für & keine Aen- 
derung erlitten hat. Eine Berührung des Meridians ist an die Beding- 


vcosa+t u ? . 
ung Zr geknüpft. Nehmen wir zuerst die Bewegung nach 
Norden, so geht die letzte Bedingung über in 


% -ifvi.a 
/ 2 0v sin| — sina+ ß) 
r 


/ 
ee 24.60.60 9.0.8 : 


—=vcosa + Y 9,0009399 bv sin je sinat ß) — 


Dieser Gleichung kann nie genügt werden, wenn « spitz ist oder wenn 
die Bewegung in nordöstlicher Richtung vor sich geht. In diesem Falle 
findet also keine Berührung eines Meridians statt. Anders wird die Sache, 
wenn « stumpf ist oder wenn die Bewegung in nordwestlicher Richtung 
vor sich geht. Die Berührung und damit ein Minimum des 9- Werthes 


tritt hier ein, bei i x ( Rp a 3) 
jtt hier ein... bei {= —— — | arcsın ——  —— 
{ 4 .  vsina 0,0009399 5 

v cos? 


Dabei darf jedoch 0,00093995 


den Werth 1 nicht überschreiten. 


Für diese Grenze findet sich ea ya also in unserem 


obigen Zahlenbeispiele, wo 5b)=10" und v—=bm gesetzt wurde, «= 
92°29'6’. Der zugehörige Werth von z in diesem Grenzfalle wäre =r 
oder die Berührung fände am Pol statt. Würde « grösser genommen 
werden, so gäbe es keinen bierher gehörigen {-Werth mehr und fände 
eine Berührung eines Meridians nicht mehr statt. Letztere kann dem- 


m 
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nach in unserem besondern Falle nur dann eintreten, wenn Winkel « 
zwischen 90° und 92° 29°26” liegt. Ausser dieser Bedingung muss 
aber noch eine andere erfüllt sein; es muss nämlich £ positiv oder 
v cos?« 
0,0009399 5 
dass 8 oder die geographische Breite des Ausgangspunktes bei gegebe- 
nem v, b und « nicht ausser einer gewissen Grenze liegt, die in unserem 


arcsin mindestens = werden. Diese Bedingung verlangt, 


_ Zahlenbeispiele für «= 92° gleich 402387 ist. Ist die geographische 


Breite des Ausgangspunktes grösser als diese Grenze, so giebt es selbst 
dann, wenn « die obengenannte Bedingung erfüllt, kein Minimum von 
9; ist sie gleich dieser Grenze, so tritt die Berührung bei {=(0 oder 
am Ausgangspunkte ein; ist sie kleiner als diese Grenze, so erfolgt spä- 
ter die fragliche Berührung. Wäre in diesem Falle auch noch ein End- 
punkt zu berücksichtigen, dessen Breite ß’ ist, 
zwischen beiden Endpunkten der Bahn, oder fiele mit dem eigent 
lichen Endpunkte zusammen, oder läge jenseits dieses Punktes, je 
nachdem Pf’ grösser, gleich oder kleiner als dieser letzte Grenzwerth ist. 


so läge die Berührung 


Das nämliche Resultat ergiebt sich, wenn man den fraglichen {-Werth 


in die Gleichung für 2 einsetzt. Durch Substitution der zusammengehö- 
rigen Werthe von « und ß in die Gleichung für p erhält man das p des 
Berührungspunktes unter der Voraussetzung, dass die Bewegung vom 
Aequator ausgeht. Es beträgt in unserm Beispiele oder für «= 92°, 
B= 20032378”, v=5, b=10, das 9=— 27’48”, ist also sehr klein. 
Noch weniger würde sich ergeben, wenn der Ausgangspunkt zwischen 
dem Aequator und dem Berührungspunkte läge. 

Wird die Bewegung nach Süden genommen, so hat bei einer Be- 
rührung des Meridians vor dem Aequator vcose— u=( oder v cosa — 


Y 9.000939», sin (B-” sin «) =( zu sein. Dieser Bedingung kann 


nicht genügt werden, wenn « stumpf ist, d. b. wenn die Bewegung in 
südwestlicher Richtung vor sich geht. In diesem Falle tritt also wenig- 
stens bis zum Aequator keine Berührung eines Meridians ein. Dagegen 
kann die Bedingung erfüllt werden, wenn « spitz ist oder wenn die 
Bewegung in südöstlicher Richtung stattfindet. Hier findet diese Be- 
r ( m tatchs” 
v sin rss 0,0009399 5 
"vco®ua — 


0,0009399 5 ” I 





rührung bei {= ) statt. Das { ist wieder 


nur möglich unter der Bedingung, dass 


99809: 
v 

unter 87°30’54° liegen. Weil ferner f noch positiv sein soll, darf 

v.cos? u 


0,0009399 


also cos« < 


ist. In unserem obigen Zahlenbeispiele darf « nicht 


aresin höchstens = sein. Das bekannte Zahlenbeispiel würd» 


12* 
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bei «= 88° als höchste Grösse, wie oben, 40023’8” ergeben. Ist die 
geographische Breite ß kleiner als diese Grenze, so giebt es selbst dann, 
wenn « innerhalb der oben angegebenen Grenzen liegt, keine Berührung 
oder hier kein Maximum von 9. Ueberhaupt lassen sich die Bemer- 
kungen über die Lage dieser Stelle und ihr Verhalten in Bezug auf ß 
und ß, welche im entsprechenden Falle der nördlichen Bewegung oben 
angegeben wurden, hierher übertragen, wenn kleiner statt grösser oder 
umgekehrt gesetzt, das Gleich aber unverändert gelassen wird. 


Nach Ueberschreitung des Aequators ist die bewusste Bedingung 


vcosa-+ V 0,0009399 bvsin (& sin a — e) —=(. Sie kann nicht erfüllt wer- 


den, wenn « spitz ist oder die Bewegung anfänglich in südöstlicher 


Richtung stattfindet. Sie giebt für « PN oder für die Bewegung in 


/ cos? « 
(aresin 





südwestlicher Richtung /= - +8), also unter der 


0, 0009399 


oe sind 
Bedi ve Zi etels einen ‚Werth; ies Kinder ale a 
m stets einen Werth; es fin so dann s 

edingung 750093095 < en 

eine Berührung eines Meridians oder hier ein Minimum von 9 statt. Die 

RL 0,0009399 ! | 

letztgenannte Bedingung geht hier in ose > — varzzEN über und 

« darf in unserm Zahlenbeispiel nur zwischen 90° und 92°29’26” 

liegen. Wird der erhaltene ?-Werth in die Gleichung für z nme 
so sieht man, dass die Berührung bei 


sin e sin & B) = r sin (@ esin —. Ar ” 
z =r 5 Eu I ee PR ee uueEL per ee ee 
NE .0,0009399 


2 
wrerte 27: . . : v cos” a 
also bei einer südlichen geographischen Breite von arcsin 


0,0009399 5’ 
in unserem besondern Falle und für «= 92° bei 40%23’8” stattfindet. 
Weil wir den Ausgangspunkt auf der andern Hemisphäre angenommen 
haben, so ist nur in Bezug auf den Endpunkt zu beachten, dass, wenn 
ß’ auf der jenseitigen Hemisphäre liegt und kleiner, gleich oder grösser 
als der letztgenannte Werth ist, das Minimum nicht mehr auf der zu- 
rückzulegenden Strecke liegt, oder mit dem Endpunkte zusammenfällt, 
oder noch auf dem Wege liegt. Im Anschluss an die Bewegung vor dem 
Aegquator lässt sich bemerken, dass in dem Falle, wo « spitz ist, also 
ein Minimum vor dem Aequator liegt, kein besonderer Werth mehr nach 
dem Aequator kommt, und dass die Verhältnisse umgekehrt sind, wenn 
«& stumpf ist. Für den Ausgangspunkt auf dem Aequator fände sich 
wieder für das @ des Berührungspunktes in unserem Zahlenbeispiele 
= — 27'48”. 

Es sind nun noch einige andere Fragen leicht zu beantworten. Die 
Zeit, welche das Schiff braucht, um von der Ausgangs- zur Endstelle 


pr 
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(B- B)r 


: EHE 
v sin« 


zu gelangen, findet sich für die nördliche Bewegung != 


_P-P)r 


die südliche Bewegung vor dem Aequator = ——— und über den 


v sind 
Aequator hinüber en. Die Geschwindigkeit ist an irgend einer 
Stelle ce=yYv: sin’« + (v cosa + u)? = ——. 
Br: sind 
Bedeutung, wie oben, und tritt auf die eben daselbst bestimmte Weise 
mit + oder — ein; Ö bezeichnet den Winkel der Bahn mit dem Paral- 
lelkreise. Am Aequator ist diese Geschwindigkeit =v. Die wirklich 


durchlaufene Strecke ist 


Das u hat die nämliche 


t 
s - /y? sin®a + (v cosa + u)? dt. 
0 
{ 3 v sin f 
Der Winkel 6 findet sich durch tangdö = ————. Für die Stelle am 
vcosa+t u 


Aequator wird ö=«. Es könnte auf den ersten Anblick überraschen, 
dass für =0 weder c=v, noch dö=« wird; indessen ist zu berück- 
sichtigen, dass unsere Entwickelung den Anlauf des Schiffes nicht ent- 
hält und die Voraussetzung gemacht wurde, dass sich der stabile Zustand, 
d. h. der, wo die von der Erdrotation herrührende Kraft blos zur Ueber- 
windung des Wasserwiderstandes und nicht auch zu einer Vermehrung 
der seitlichen Geschwindigkeit verwendet wird, bald einstellt. Für prak- 
tische Bestimmungen und grössere zu durchfahrende Strecken ist diese 
Annahme gewiss stattbaft. Sollte auch der Anlauf und in entsprechen- 
der Weise der Endlauf berücksichtigt werden, so müssten für diese Ab- 
schnitte besondere Formeln hergeleitet, der Endzustand des erstern gleich 
dem Anfangszustande unsers obigen Falles und der Anfangszustand des 
letzten Abschnittes dem Endzustande dieses Falles angepasst werden. 
Ausserdem könnte man diese beiden Uebergangsperioden noch dadurch 
umgehen und unseren Resultaten eine strenge Giltigkeit verschaffen, wenn 
man die Ausgangs- und Endstelle an die Punkte verlegen würde, wo der 
Bewegungszustand ein constanter ist. — Von Interesse ist das Resultat bei 
der südöstlichen Bewegung, in welchem ein Maximum von 9 eintritt. In 
diesem Falle findet sich ö zuerst stumpf, wird dann 90° und am Aequator 
gleich dem spitzen Winkel «. Während der Zeit des Anlaufs verwandelt 


‚sich demnach der nahe an 90° liegende Winkel «@ durch den Einfluss der 


Erdrotation in einen stumpfen Winkel ö der Bahn, dann tritt in der Folge 
der Einfluss der Rotation, zum Theil aufgehoben durch den Wasserwider- 
stand, so zurück, dass mehr und mehr die Geschwindigkeit v cos« über- 
wiegt und endlich die anfängliche südwestliche Bewegung in die be- 
absichtigte südöstliche übergeht. Wenn « über die. oben bezeichnete 


> 
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Grenze hinausfällt, also in unserem Zahlenbeispiele unter 87° 30'547 
liegt, so bleibt die Bewegung bis zum Aequator stets eine südöstliche. 

In ähnlicher Weise, wie in Nr. 25, kann man in den Formeln un- 
serer jetzigen Nummer negative Werthe von ! zulassen und die vier 
Curven vergleichen, welche zu demselben Ausgangspunkte und zu den 
Winkeln « und 180 — «a gehören und sich nach Norden und Süden 
erstrecken. Hier zeigt sich mit Berücksichtigung dessen, dass 

a -)- Ä 
lang (@ ey > Ei E _ BP) etc. 
| 4 2 | 

ist, Folgendes: Die Curve der nordöstlichen Bewegung für positive 
{-Werthe fällt mit der Curve der südwestlichen Bewegung für negative 
{-Werthe zusammen; ebenso die Curve der nordwestlichen Bewegung für 
positive {-Werthe mit der südöstlichen für negative {-Werthe. Ganz das 
gleiche Verhalten findet bis zum Aequator zwischen den Theilen der süd- 
östlichen Bewegung für positive { und den Theilen der nordwestlichen 
Bewegung für negative 7, endlich zwischen den nämlichen 'Theilen der 
südwestlichen und nordöstlichen Bewegung statt. Man erhält deshalb, 
weun ! eliminirt gedacht wird, auf der Nordhälfte der Erde nur zwei 
Curven, welche allen Verhältnissen entsprechen und so lange dieselbe 
Form behalten, als v, 6 und « oder 180 — « dieselben sind. Der.durch 
den Ausgangspunkt in nordwestlicher oder eüdöstlicher Richtung gehende 


Zweig berührt unter der Bedingung, dass Rs <l ist, einen Meridian 
in d ß bhängi hischen Breite =arcem ee 

ee | e Sue Ä 
in der von unabhängigen geographischen Breite 0,00093990 


Sowie diese Berührung, so ist die Form der Curve überhaupt von dem 
ß des Ausgangspunktes unabhängig, indem unter sonst gleichen Umstän- 
den für dieselben ß’- oder z-Werthe sich die p-Werthe nur um eine 
constante Differenz 9—g” unterscheiden und also durch eine Drehung 
in diesem Betrage zum Decken gebracht werden können. Die Curve für 
einen bestimmten Ausgangspunkt kann man deshalb erhalten, wenn man 
die für irgend einen andern solchen Punkt bestimmt und dann so lange 
um die Axe dreht, bis sie durch den gegebenen Punkt geht. — Die 
Curve der Bewegungen in nördlicher Richtung und auf der nördlichen 
Hemisphäre durch negative /-Werthe auch auf die südliche Hemisphäre 
auszudehnen, ist ohne Weiteres nicht möglich; es müssten zu dem Ende 


; | 1 
noch weitere Aenderungen in den Radicanden des Factors von —— der 
sin & 


Gleichung für 9 vorgenommen werden. Jedoch lässt sich behaupten, 
dass die oben betrachteten Theile der Curve auf der andern Hemisphäre 
sich an die Theile der Curve für die negativen {-Werthe auf der nörd- 
lichen Hemisphäre anschliessen müssen, Es wird also die Curve für 
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180 — « auf der Südseite und für positive { die Fortsetzung des 'T’heiles 
der Curve bilden, welche auf der Nordseite liegt, der nördlichen Be- 
wegung, dem Winkel @ und den negativen I-Werthen entspricht. In 
dem gleichen Verhältnisse stehen die Ourven zu «@ auf der Südseite und 
zu 180—.« auf der Nordseite. Sonst gilt in Bezug auf diese Zweige der 
Südseite und die Bestimmung ihrer Form durch v, b, « und 180 —« das 
Nämliche, was in Bezug auf die Curven der Nordseite erwähnt wurde. 
Nimmt man als Ausgangspunkt einen Punkt des Aequatoırs, also P= (0, 
so liegen die nördlichen und südlichen Theile für die nämlichen », t, « 
und 180 — « symmetrisch gegen den Aequator. 

Schliesslich wollen wir noch an die Lösung der Aufgabe gehen, den 
Cours zu bestimmen, welchen ein Schiff einhalten muss, um von einer 
gegebenen Stelle an eine andere zu gelangen. ß, ß, 9 sollen die Be- 
deutungen haben, welche ihnen in der analogen Aufgabe der Nr. 25 
beigelegt wurden; M, N, b und v sind dieselben Werthe, welche oben 
näher bestimmt wurden. Wir haben zur Lösung unserer Aufgabe die 


’ v . % 
Gleichung 9 = W.cotge + nV" zu benützen. Es könnte hier statt & 


wieder @ + 2nn eingesetzt werden, jedoch ist dies weder durch prak- 
tische Fälle, noch durch die Werthe geboten, welche die rechte Seite 
annehmen kann und die hier nicht, wie in Nr. 25, die dem 9’ gesteck- 
ten Grenzen 0 und +2” überschreiten können. Aus der letzten Gleich- 
ung ergiebt sich 
vMgp + NYb(eM2—bN?+og%) 
a vM?—bN? ERR 
Weil in concreten Fällen N im Vergleich zu M klein ist und v und b 
nicht viel differiren, so ist die Bedingung des Reellseins hier immer 
erfüllt. Die gefundenen Wurzeln bleiben unverändert, wenn N negativ 
ist; es liegt deshalb die Vermuthung nahe, dass von den Vorzeichen + 
das eine zu dem Falle gehört, wo N positiv, das andere zu dem Falle, 
wo N negativ ist. Um die fragliche Entscheidung zu treffen, bestimmen 
wir den Werth von sin« aus der Gleichung und aus dem gefundenen 
Werthe von colange. Dergelbe ist 

a oeM?2—bN? 

suina—=VP —. —————— 

® —bNo HF MYbwWM—bN+vg?) 

Nun liegt aber & bei unserer Winkelzählung stets zwischen 0 und 180°, 
folglich hat dieser Werth positiv zu sein; die findet, wenn 9, ', N po- 
sitiv sind, nur dann statt, wenn im Nenner + MybwM?2—LN?+ vo?) 
genommen wird. Es ist deshalb in allen Fällen dieser Wurzelwerth und 
ech vMp— NYb(@M®— IN? + 09%) 


colang a = ER En N AS 4 N 


vM?2—bN? 


zu setzen. Diese Formel reicht zur Bestimmung des « vollständig aus. 





colany a — 
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Für N=0 oder beim Wegfallen der Wirkung der Erdrotation, oder 
bei einer Fahrt zwischen zwei Punkten, die nach beiden Seiten hin 


’ 


gleichweit vom Aequator abstehen, erhält man colanga = 7 


Formel für die Bewegung auf der Loxodrome. Sonst ist noch Folgen- 


,„ also die 


des zu bemerken. Es wird cotange=0, also «=90°, wenn vMy= 
Nyb(wM?—bN?+vg”) ist. Hieraus folgt vn Vz oder die Längen- 


differenz des Ausgangs- und Endpunktes der Fahrt, welche vorhanden 
sein muss, wenn der Cours des Schiffes rein nördlich oder südlich ge- 
nommen werden soll. Beispielsweise findet sich für P=40°, B=20°, 
b=10%, v=5m das 9=43, Werden ß und ß’ vertauscht, so wird 
o=—43. Nehmen wir also den Ausgangspunkt etwa auf der nörd- 
lichen Hemisphäre an, so ist rein nördlich oder südlich zu segeln, wenn 
der Endpunkt zu 40° geographischer Breite auf der nördlichen oder süd- 
lichen Hemisphäre und um 43’ östlich liegt. Die gleiche Richtung ist 
einzuhalten, wenn der Ausgangspunkt 40° Breite hat und etwa auf der 
nördlichen Hemisphäre liegt, der Endpunkt aber sich 20° nördlich oder 
südlich vom Aequator und 43° westlich von dem erstgenannten Punkte 
befindet. Bei positivem N, also bei einer Fahrt von geringerer zu grös- 
serer Breite und der Lage dieser Breiten auf einer oder zwei Hemisphä- 


/b 
ren, dann bei 9 > nV wird «@ spitz und ist demnach in nord- oder 


südöstlicher Richtung vorwärts zu gehen; bei negativem N, mithin bei 
einer Fahrt von grösserer nach geringerer Breite, diesseits oder jenseits 


h 
des Aequators, und bei g<N I „ ausserdem noch bei positivem N 


b | 
und 9< nV, wird «@ stumpf und hat man eine nordwestliche oder 


südwestliche Richtung einzuhalten. 


Besonderes Interesse bietet noch der Fall, in welchem p=0 ist, 

d. h. Ausgangs und Endpunkt auf demselben Meridian liegen. Hier 
| YV h 3S$: 

wird cotanga=— N SM? N? also « stumpf bei einer Fahrt von 
kleiner nach grösserer Breite und spitz im entgegengesetzten Falle. Eine 
Vertauschung von ß und f’, die jedoch daran Nichts ändert, dass An- 
fangs- und Endpunkt vor- wie nachher auf einer Seite oder auf ver- 
schiedenen Seitert des Aequators bleiben, führt zu Werthen von «, die 
sich zu 180° ergänzen. Werden mit diesen Vertauschungen noch solche 
Aenderungen vorgenommen, dass Punkte, die anfänglich auf verschie- 
denen Hemisphären liegen, auf eine gebracht werden und umgekehrt, 
so tritt wegen des verschiedenen Verhaltens von M eine weitere Aende- 


De 
\ 
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rung ein. In unserm obigen Zahlenkeispiele = 40°, B=20°, b= 10, 
»—=5" findet sich, wenn noch ß und f’ auf einer Seite des Aequators 
liegen, «=91044 57°, und wenn ß und Pf’ vertauscht werden, a«=88°15'3”. 
Oben wurde gefunden, dass für 5=10"% und v»=5" die bezüglichen 
Grenzwerthe von «a, bei welchen noch eine Berührung eines Meridians 
eintritt, 90° und 92° 2916’, dann 90° und 87° 30'54” sind; wir kön- 
nen deshalb schliessen, dass auch in unseren jetzigen Fällen solche Be- 
rührungen vorhanden sind. Um zu ermitteln, ob diese innerhalb der 
Breiten von 40° und 20° liegen, erhält man für den Berührungspunkt 
vcos?« 
0,0009399 b 


westliche Ausbeugung bei einer Fahrt von 20 bis 40° nach dem nächst- 


B’= arcsin — 29° 42°44°, also ungefähr die Mitte. Die grösste 


liegenden Pole zu ergiebt Ki aus o=M DR N We Fre als circa 
v si 


1,6° oder c. 2507 ”%; die grösste östliche Ausbeugung bei derselben Fahit 
in entgegengesetzter Richtung ist ebenso gross. 


| Als allgemeineres Zahlenbeispiel soll noch die Umkehrung eines 
früheren Falles dieser Nummer angeführt werden. Es sei @ = 188645”, 
Be, po =s5n 5 =10"; alsdann findet sich «—=37%.47'35”. 
Sucht man den Winkel, der ohne Rücksicht auf die Umdrehung der 
Erde etc. bei den gegebenen Grössen eingehalten werden müsste, so 
ergiebt sich aus colang « =: a = 36° 3437”. Die Differenz der Course 


beträgt demnach 1°12’58”. Um diesen Betrag wäre mehr gegen Nor- 
den oder Süden zu segeln, wenn die Erddrehung in Verbindung mit dem 
Wasserwiderstande berücksichtigt würde. Unter welchen Umständen diese 
Coursdifferenz ein Maximum oder Minimum, ist auf einfache Verhältnisse 
nicht zurückzuführen. .Null wird sie, wie schon erwähnt wurde, dann, 
wenn N=(0 ist, d.h, wenn Ausgangs- und Endpunkt auf beiden Seiten 
des Aequators in gleichen Breiten liegen. — Sollte der Cours nicht auf 
die Ostrichtung der Parallelkreise, sondern auf die Meridiane bezogen 
werden, so dürfte man nur colang« =tangy setzen, wo y diesen neuen 
Cours bezeichnet. Dieses y fände sich positiv, wenn es auf der Ostseite, 
und negativ, wenn es auf der Westseite des Meridians läge. 


Mit Hilfe der oben berührten Figur, welche den p-Werth bestimmt, 
und mit Rücksichtnahme auf den Umstand, dass M in den gewöhnlichen 


b 
Fällen grösser als N vn. ist, lässt sich auf Grund einer Vergleichung 


der verschiedenen Fälle eine sehr einfache Construction angeben, welche 
die obige Aufgabe löst, d. h. den Winkel « oder den Cours des Schif- 
fes in allen Fällen giebt, mögen Anfangs- und Endpunkt irgendwo auf 
der Erdoberfläche liegen, mögen die allgemeinen oder die besonderen 
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Fälle vorhanden sein. Man nehme zu dem Ende ein ebenes rechtwink- 
liges Axensystem, markire die Richtung der -+A-Axe als Ost- und die 
der + Y-Axe als Nordrichtung: — die --.f-Axe liegt dann von selbst 
nach Westen und die der — F-Axe nach Süden —, bestimme auf die 
früher angegebene Weise M und N zu den Breiten ß° und ß des End- 
und Ausgangspunktes, beschreibe um den Ursprung des Systems mit dem 


Radius NV — einen Kreis, trage ebenfalls vom Ursprung aus auf der 
® 


x-Axe die Längendifferenz @ der beiden Punkte in Bogenmass auf, und 
zwar auf der + oder —Ä-Axe, je nachdem der Endpunkt östlicher oder 
westlicher als der Ausgangspunkt liegt, errichte in dem so erhaltenen 
Endpunkte eine Senkrechte zur X-Axe =M nach der Seite der +F- 
Axe hin, wenn das Ziel eine nördlichere Lage, und nach der Seite der 
— Y-Axe, wenn es eine südlichere Lage als die Ausgangsstelle hat, und 
ziehe endlich von dem nicht in der x-Axe liegenden Endpunkte des M 
an den vorhin genannten Kreis eine Tangente. Von den zwei hier mög- 
lichen Tangenten ist die an die östliche Hälfte des Kreises zu nehmen, 
wenn unabhängig von nördlicher oder südlicher Lage die Breite des 
Endpnnktes grösser als die des Ausgangspunktes, also ß >ß, und die 
an die westliche Hälfte, wenn der andere Fall stattfindet, also P’<{ß ist. 
Erwägt man noch, dass in dem ersten dieser beiden Fälle N positiv ist 
und der Berührungsradius nach Osten, nach der Seite der +&ÄX-Axe hin, 
liegt, und dass in dem andern Falle das N negativ ist und die Be- 
rührung, sowie der Berührungsradius sich der —A- Axe zuwendet, so ist 
schon durch das Vorzeichen von N in einer leicht merkbaren Weise an- 
gedeutet, ob die Tangente zur Kreishälfte der +X-Axe oder die zur 
Kreishälfte der —A-Axe zu nehmen ist. Der gesuchte Winkel « ist 
nun derjenige, den die Richtung der +X-Axe mit der Richtung der 
Tangente bildet, welche von ihrem Schnittpunkte mit der x-Axe aus 
nach dem nicht in dieser Axe liegenden Endpunkte von M geht. Es ist 
übrigens nicht einmal nothwendig, in praktischen Fällen diesen Winkel 
zu messen; denn giebt man der Coordinatenebene eine horizontale Lage, 
bringt den Schnittpunkt der 'T’angente mit der &-Axe in die Gerade, 
welche die Längenrichtung des Schiffes bestimmt, weist mit Hilfe des 
Compasses der + Y-Axe die wirkliche Nord- und der +X- Axe die wirk- 
liche Ostrichtung an, so |giebt die schon erwähnte Richtung der Tan- 
gente von dem genannten Schnittpunkte aus nach dem Endpunkte von 
M hin unmittelbar die Richtung an, welche das Schiff einzuhalten hat, 
um von dem gegebenen Ausgangspunkte nach dem verlangten Endpunkte 
zu gelangen. Dass bei dieser Gelegenheit auch zum Vorschein kommt, 
wie sich das g aus der Summe oder Differenz der 9-Werthe zusammen- 
setzt, welche theils durch eine Fahrt auf der Loxodrome, theils durch 
den Einfluss der Erddrehung entstehen, ist an und für sich klar. 
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Noch unmittelbarer lässt sich unsere Aufgabe mit Hilfe einer Karte 
in Mercator’s Projeetion lösen, in welcher bekanntlich die p-Werthe 
der verschiedenen Punkte der Erdoberfläche als geographische Längen 
und die M-Werthe derselben als Breiten figuriren, Hier kann die frag- 
liche Figur sofort in die Karte gezeichnet werden, und ist nur die Ta- 
belle für N nothwendig. Das Auftragen von @ und M fällt auf dieser 
Karte weg, weil der Ausgangs- und Endpunkt der Fahrt schon ohne- 
dem eine dem M und 9 der frühern Figur entsprechende Lage haben; 


bh 
es ist daher nur der Kreis mit dem Radius nV — um den Ausgangs- 
v 


punkt zu ziehen und von dem Endpunkte aus au diesen Kreis die 
oben näher bestimmte Tangente zu legen. Alles Weitere wurde schon 
oben bemerkt. 


Am angemessensten ist es, bei den geometrischen Constructionen 
auch die Tabelle des N zu beseitigen. Dies kann geschehen, wenn man 
auf irgend einer Geraden der obigen Karte von einem bestimmten Punkte 
derselben aus und nach der nämlichen Richtung hin die Werthe von N 
für alle Werthe des ß zwischen 0 und 90° aufträgt. Dabei ist natürlich 
den Werthen dieselbe Längeneinheit zu Grunde zu legen, welche @ und 
M auf der Karte haben, und an jede Endstelle der zugehörige Breiten- 


ER 
grad zu setzen. In diesem Falle kann man auch das nyt sehr schnell 


und auf eine Weise erhalten, die sich leicht aus der nachfolgenden 
Beschreibung ergiebt. Man nehme auf der Masslinie des N irgendwo die 
Strecke AB=]1 an, ziehe durch 2 einen beliebigen Halbstrahl und 
mache auf diesen BÜ+C0D=v-+b (v und b können mit ihren Mass- 
zahlen, wie schon erwähnt wurde, sofort auf irgend eine Längeneinheit 
bezogen werden), ziehe CA und durch D eine Parallele zu CA, bis sie 


AB in E schneidet, dann wird AE=—. Hierauf beschreibe man über 


BE einen Halbkreis, ziehe senkrecht zu BE die Halbsehne 4F und ver- 


binde endlich 3 mit 7. Die Halbsehne 4# ist -V2. Will man nun 


b b . 
irgend ein ny2 = nf erhalten, so giebt die Masslinie des 


N unmittelbar N» — N; durch den einen Endpunkt, etwa durch den von 
Ny=6G, ziehe man dann eine Parallele zu 47, und durch den Endpunkt 
H des N; eine Parallele zu BF, bis sie die Parallele durch @ in J schnei- 


b 
det. 6@J wird nun -ny oder gleich dem verlangten Radius. Man 


könnte natürlich auch 4 in € und 5 nach / hin annehmen und dadurch 
die Construction vereinfachen. Ausserdem ist noch zu bemerken, dass, 
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weil Dreieck ABF für dieselben 5 und » unverändert bleibt, die Paral- 
lelen @'J’ zu @J durch Punkte @', die zwischen &@ und # liegen, die 


b ’ or RE 
Werthe von ny> für die Zwischenstationen geben, deren Breiten 


durch G oder durch die zugehörigen Breitenwerthe des N zwischen Ng 
und Ng bestimmt werden. 

Um etwaige Hindernisse auf der Fahrt vermeiden zu können, ist es 
noch nothwendig, die Bahn zu bestimmen, welche das Schiff bei bestimm- 
tem Cours und bei gegebenen b- und v-Werthen beschreibt. Die alge- 
braische Lösung, bei welcher nach gefundenem « die ß-Werthe, resp- 
die zugehörigen M- und N-Werthe neben « in die Gleichung für @ ein- 
zusetzen und die letzteren Werthe zu bestimmen wären, ist etwas umständ- 
lich und liefert wenig übersichtliche Resultate. Ist daher nur auf die Ver- 
meidung von Hindernissen Rücksicht zu nehmen, so wird man auf die eben 
beschriebene Weise die p-Werthe zu den vorher gefundenen «, b, v und 
den ß-Werthen alle Hindernisse oder deren Grenzen bestimmen, die auf 
oder. zwischen zwei Loxodromenfahrten liegen, von welchen die eine zu 
& gehört und die andere zwischen dem Anfangs- und Endpunkte der 
Fahrt liegt; stimmen nun diese gefundenen 9-Werthe mit den wirklichen 
p-Werthen dieser Stellen auf der Erdoberfläche überein oder liegt er 
innerhalb der Grenzen dieser letzteren g-Werthe, so ist ein anderer 
Cours zu bestimmen und die Prüfung auf’s Neue zu wiederholen. Im 
andern Falle kann der Cours unverändert. bleiben. Ein anderer Aus- 
weg wäre der, dass man vor Bestimmung des « unter der Annahme der 
Fahrt auf einer Loxodrome zwischen Anfangs- und Endpunkt, wie sie 
der Karte in Mercator’s Projection unmittelbar entnommen werden 
kann, die Hindernisse markirt, welche auf oder in der Nähe, und zwar 
auf der Nordhälfte der Erde rechts, auf der Südhälfte links dieser Bahn 
liegen, solche Werthe von ß und annimmt, welche sich ausserhalb 
des nächsten Hindernisses befinden, dazu den Winkel « bestimmt und 
von da an auf dieselbe Art weiter vorgeht. 

Einfacher und übersichtlicher gestattet unsere geometrische Lösung, 
die Schiffsbahn und das, was damit zusammenhängt, unter den gegebe- 
nen Verhältnissen zu bestimmen. Man denke sich zu dem Ende eine 
Karte in Mercator’s Projeetion, um den Ausgangspunkt den oben 


or R En 
erwähnten Kreis mit dem Radius sony? beschrieben, vom End- 


punkte aus die die Richtungslinie bestimmende Tangente und den Be- 
rührungsradius gezogen, Trägt man nun auf diesen Radius vom Mittel- 
punkte aus die oben bezeichneten Zwischenwerthe @'J’ etc. auf, zieht 
durch die Endpunkte Parallele zu der Tangente, ebenso die Parallel- 
linien, welche die Breitenkreise zu den entsprechenden ß- oder A/-Wer- 
then vorstellen, und sucht die Durchschnitte je zweier dieser Linien, 


u 
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welche zu denselben 8-Werthen gehöreh, so lassen sich beliebig viele 
Punkte der Bahn und damit letztere selbst bestimmen. Vereinfacht wird 
diese Zeichnung, wenn die Breitenkreise auf der Karte selbst schon ge- 
zeichnet sind und wenn man einen rechten Winkel und ein Lineal zum 
paralleleüi Verschieben zu Hilfe nimmt. Auf dem einen Schenkel des 
Winkels können ausserdem noch zur Vereinfachung von einem gegebenen 
Punkte aus die Werthe des N5 von 0 bis 90° sammt den entsprechenden 
ß-Werthen aufgetragen sein. Man zeichne nun zuerst das oben beschrie- 
bene Dreieck G4J so in die Karte, dass J mit dem Ausgangspunkte und 
6 mit dem Berührungspunkte der bekannten Tangente des Endpunktes 
zusammenfällt; hierauf lege man den eingetheilten Schenkel des rechten 
Winkels so an GH oder an die Tangente, dass @ unter dem Endpunkte 
des N; und A unter dem von Na zu liegen kommt; endlich verschiebe 
man mit Hilfe des Lineals den Winkel so, dass seine getheilte Linie auf 
den Mittelpunkt J zu rückt und die Linie J#7 nacheinander durch alle 
N-Werthe zwischen Ny und N5 oder @ und # geht. Bestimmt man für 
jeden solchen Zwischenpunkt den Durchschnitt des eingetheilten Lineals 
mit der Linie des Parallelkreises, die zu den entsprechenden ß- oder 
Ma-Werthen gehört, so erhält man die verlangte Curve. 

Aus dem Gesagten ist ersichtlich, dass auf diese Operationen nicht 
blos jeder Praktiker eingeübt werden kann, sondern dass auch ohne theo- 
retische Schwierigkeiten Apparate construirt werden können, mit welchen 
die oben beschriebenen geometrischen Constructionen ganz oder theil- 
weise ausgeführt werden können. 

Nach Festlegung der Curve ist sofort ersichtlich, ob sich auf der 
vorausbestimmten Bahn Hindernisse der Fahrt vorfinden oder nicht. Im 
ersten Falle muss die Umschiffung derselben ‘auf ähnliche Art näher 
bestimmt werden, wie es oben im zweiten Falle der algebraischen Lösung 
bereits angedeutet wurde. 


Nr. 27. Ausser den oben berücksichtigten Einflüssen könnte noch 
der von Meeresströmungen beachtet werden. Um für die hierher gehöri- 
gen Bestimmungen die nöthigen Anhaltspunkte zu gewinnen, seien F,.y 
und 2,,, die Functionen der geographischen Längen und Breiten p und 
ı der Punkte auf der Erdoberfläche, welche die Geschwindigkeit V der 
Strömung an diesen Orten und den Winkel 2 bestimmen, den die Strö- 


- mung mit den bezüglichen Parallelkreisen bildet. Der eine Schenkel des 


2 soll, wie bei @, nach Osten gerichtet sein und der Winkel mit « 
gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen haben, je nachdem beide auf 
derselben Seite oder auf der entgegengesetzten der Parallelkreise liegen. 
Halten wir die früheren Voraussetzungen und Bestimmungen in Bezug 
auf v, a, u etc. fest, so sind zu den früheren Geschwindigkeiten in der 
Richtung der Meridiane und Parallelkreise nur noch die hinzuzunehmen, 
welche die Strömung verursacht. Man erhält demzufolge für die Ge- 
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schwindigkeit längs der Meridiäne, auf welche die Erddrehung keinen 
Einfluss hat, die Gleichung 


1) row =vsina+t V sin 
und für die Geschwindigkeit längs der Parallelkreise 
rcospy op —=vcosetu+t V.cos2 Ri 

oder nach den Bestimmungen in Nr. 26), nach welchen ist 
wü /_ VOTTEROT, + 0,00093995. r sinw.O%r 
Ber =/ CF. sina. 24 60.60 sina 3 

( b 
2) resp op =vcosa+f.cos2® + IR g ‚000939957 sin One 


sina 


In welcher Weise die Entscheidung über das Vorzeichen des u zu 
treffen ist, wurde bereits früher angegeben. Eliminirt man aus der 
Gleichung 1) und 2) das y, so erhält man die Differentialgleichung zur 
Bestimmung des Y und mit dem uw aus z=rsinyp und f=rcosy das z 
und f.: Das @ kann hierauf mit Hilfe des gefundenen "-Werthes aus 
1) oder 2) bestimmt werden. 

Von allen verschiedenen Voraussetzungen, welche in Bezug auf F 
und 2 gemacht werden können, soll nur noch die etwas weiter verfolgt 
werden, wo F und 2 constante Grössen sind, also in der Periode zwi- 
schen zwei Coursbestimmungen Geschwindigkeit und Richtung der Meeres- 
strömung gegen die Parallelkreise dieselben bleiben. Für diesen Fall 
findet sich aus Gleichung 1) 


vsina+TVsinQ 
aa .t!+ß und z= 
2 


Aus Gleichung 2) erhält man 
vcos@a + TV eos 1 
Sin vsina + V sin re v sine + FsinQ 
r cos m _— (+8) r cos ez t+ ß) 
r 


v sine +VsinQ 
sin mr u 148) 


Y 


y 
V + 0,0009399 b sin Feten + B) (v sin« + V sin) 


sin a 
und daraus R 3 
lang. er 


v. cosa+VcosQ 4.3.12 
PT, sno+Prsna ” G ß 


— — nn u 


EEE NE Be )) EZ 
2 0,0009399 5 (1+y + 


/ n Log 
—/ (vsina+YVsinS) sina )sma| ( v sin a nn Psin 2 | 
mr a +5 n(‘ "2 ,45))4V Emm 


. [osina+V sin Erz 
- arclang V* sin (esta 1+B) + «relang y+ sin ß 
L 
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Durch die Werthe von z, f und go ist die Bahn des Schiffes voll- 
ständig bestimmt und kann der Ort desselben zu jeder Zeit gefunden 
werden. Für /=ü0 erhält man die Gleichungen der Nr. 26. 

. 7 es: 

Berücksichtigen wir wieder, dass une die geogra- 
phischen Breiten der späteren Orte des Schiffes bestimmt und dass für 
solche gegebene Breiten der Zog und der Klammernfactor dieselben Werthe 
von M und N ergeben, wie sie in der vorhergehenden Nummer ermittelt 
wurden, so können wir wieder den Weg des Schiffes durch die Gleich- 
ungen 
vsina + TV sin 


r 


B= STEBE ZeErAnB N Feneosh 


und 

_vcosa+Vecosg az BE 
 vsina-+ VPsin® ' 

bestimmen und darau ähnliche Bemerkungen wie früher knüpfen. 
Ebenso kann man auch den Winkel @ aus der letzten Gleichung 
_ ohne Schwierigkeit construiren und sein Bogenmass als eine bestimmte 

1 i an vc0os@a +V cos 
Länge erhalten. Hierbei ist zu beachten, dass ONE lang y 
= der Tangente des Winkels der mittleren Geschwindigkeit zu v und V 
oder gleich der Tangente des Loxodromenwinkels dieser mittleren Ge- 
schwindigkeit mit dem Parallelkreise und (v sine +V sin) sina=p= der 


Projection der Meridiangeschwindigkeit » sin« + Vsin® auch die Richtung 


.M+ My 


sina (v sina er V sin 2) 





IE m 
r . . bA . . 
des o ist, also sich = Mlangy + V a setzen und endlich die Con- 


struction so gestalten lässt, dass die zwei Theile des @-Werthes in der 
Figur unmittelbar addirt oder subtrahirt werden. 

Entsprechend den bezüglichen Untersuchungen der Curve in Nr. 26, 
liessen sich hier Betrachtungen über die Form der jetzigen Curven und 
über einige andere Beziehungen einschalten. Mehrere der dortigen Re- 
sultate, wie die für {, c'und s, sind sofort übertragbar, wenn man 
vsina-tTVsin statt vsina und vcosa -H V cos SL statt v cosa setzt. Diese 
allgemeineren Resultate könnten dann noch auf eine ziemliche Anzahl 
besonderer und nicht uninteressanter Fälle angewendet werden. Wir 
wollen jedoch nicht weiter auf diese Untersuchungen eingehen, weil sie 
uns zu weit führen würden. Der hierbei einzuhaltende Weg ist bereits 
in Nr. 26 vorgezeichnet. 

Die umgekehrte Aufgabe, den Cours zu bestimmen, welchen ein 
Schiff unter den jetzigen Verhältnissen einhalten muss, um von einer 
gegebenen Stelle an eine andere zu gelangen, bietet viele grössere 
Schwierigkeiten dar, als im vorausgegangenen Falle. Die algebraische 
Lösung führt auf eine Gleichung vom sechsten Grade und auch auf geo- 
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metrischem Wege scheint man nicht leicht zum Ziele gelangen zu kön- 
nen. Wird übrigens berücksichtigt, dass die Annahme der Unveränder- 
lichkeit der Werthe von F und 2 stets nur eine Annäherung sein wird, 
und dass der Werth des zweiten Gliedes in der Gleichung für wegen 
der Kleinheit des N nicht beträchtlich sein kann, ja vielleicht kleiner 
ist, als der aus der eben bezeichneten Annahme erwachsende Fehler, so 
wird für die Praxis unter den gegebenen Verhältnissen von dem Ein- 
fiusse der Erddrehung Umgang genommen werden und dieser Aufgabe 
nur die Gleichungen 
vcosa-+V cos 
% vsina-t ZT und Dr IE 
zu Grunde gelegt werden können. Von diesen > kann die 
erstere, weil ß, @ und M als gegebene Grössen anzunehmen sind, zur 
Bestimmung des gesuchten «@ und die andere zur Bestimmung des @ ver- 
wendet werden. Die algebraische Lösung bietet nun keine besonderen 
Schwierigkeiten mehr dar, aber auch keinen besonders einfachen Aus- 
druck; dagegen gestaltet sich die directe geometrische Lösung sehr ein- 
fach und lässt unmittelbar nicht unwichtige Resultate ersehen, wenn man 
sich die Construction so wie früher in eine Karte mit Mercator’s 
Projection eingetragen denkt, Es kann hierbei den Werthen » und F 
irgend eine gemeinsame Längeneinheit zu Grunde gelegt werden, welche 
von der der @- und M-Werthe verschieden ist. Das rechtwinklige 
Dreieck zu und M giebt an dem Schenkel @ unmittelbar den Loxo- 
dromenwinkel y oder die Richtung der mittlern Geschwindigkeit, welche 
das Schiff einzuhalten hat, um an die verlangte Stelle zu gelangen. 
Trägt man nun an den Anfangspunkt des @ unter dem Winkel 2 mit 
der Ostrichtung des p, und zwar nach dem nächsten Pole oder nach dem 
Aequator hin, je nachdem £2 positiv oder negativ ist, die Geschwindig- 
keit F der Strömung und durchschneidet von dem Endpunkte des F aus 
die Richtung der mittlern Geschwindigkeit mit der eigenen Geschwindig- 
- keit v des Schiffes, so bestimmt die Richtung von dem Endpunkte des 
V aus nach dem genannten Schnittpunkte hin den verlangten Cours des 
Schiffes. Es ist nun möglich, dass » die mittlere Geschwindigkeit nicht 
schneidet; alsdann ist beim Vorhandensein unserer Strömung an die ver- 
langte Stelle nieht direet zu gelangen. Dies tritt ein, wenn bei y> 2 
e<Vsiny—2) und biy<2, v<Vsin(2—y) ist. Istv>Psin(y- 
oder Vsin(2—y), und »<V, so giebt es zwei mögliche Course; von 
diesen ist jedcch im Allgemeinen nur der mit Vortheil zu verwen- 
den, der mit der Richtung der mittlern Geschwindigkeit einen spitzen 
Winkel bildet; der andere bewirkt zwar auch die mittlere Richtung, 
jedoch einen kleinern Werth der mittlern Geschwindigkeit. Nur in 
dem Falle dürfte der letztere Werth zur Geltung gelangen, wenn. 
nahezu mit demselben eine Windströmung zusammentrifft, die zum Trei- 


vsina . V sin & 
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ben des Schiffes verwendet werden könnte. Von »=F an giebt es über- 


‚haupt nur einen zutreffenden Cours. ' 


Statt des » könnte in der letzten Aufgabe auch «a als gegeben an- 
genommen und dieser Winkel an den Endpunkt des F in entsprechen- 
der Weise angetragen werden, bis sein Endschenkel die Richtung der 
mittlern Geschwindigkeit schneidet. Das Stück dieses Schenkels zwischen 
diesem Schnittpunkte und dem Endpunkte des V giebt das gesuchte ». 
Diese Lösung ist nicht ohne praktische Bedeutung, indem es sich bei 
einer vorhandenen Windströmung, deren Richtung durch « bestimmt sein 
soll, selbst für ein Dampfschiff darum handeln kann, dasselbe zum Segeln 
zu benützen und eventuell durch die Wirkung des Dampfes so zu 
ergänzen, dass die nothwendige Geschwindigkeit v zum Vorschein kommt. 
In solehen Fällen, wo die erste oder die zweite Art der Lösung zuläs- 
sig ist, lässt sich sogar sehr einfach die Entscheidung treffen, welche 
von beiden Lösungen schneller zum Ziele führt; denn das Stück auf der 
Richtung der mittlern Geschwindigkeit vom Ausgangspunkte bis zum 
Sehnittpunkte mit v giebt die Grösse der mittlern Geschwindigkeit, und 
es zeigt sich also bei der Construction der Lösungen in derselben Figur 
unmittelbar, zu welcher Lösung die grössere mittlere Geschwindigkeit 
gehört. 

Tritt an die Stelle der Kugel eine beliebige Kotationsfläche, so 
erhält man zur Bestimmung des z die Gleichung 


i j E j vsine+VsinQ 
Bsna+Vsn2)d?—dz?+df”, daraus 9. = ——— 


Yı+ofz 


I 


also 


. Pan 
nn I lz: 
a JV FR u 


mit Worten: die Zeit, in welcher das Meridianstück zwischen den Pa- 
rallelkreisen des Anfangs- und Endpunktes durchlaufen wird, ist gleich 
der Länge dieses Stückes, dividirt durch die mittlere Geschwindigkeit 
längs des Meridians. Die Umdrehung der Erde ist, wie bekannt, auf 
diese Geschwindigkeit ohne Einfluss. 


Das 9 wird wieder aus 
09, = 


gefunden, wobei hier ist 


Frgar. Fahr Zu m öfe 
Bi? -C.F.sin o.9.24.60. .60 sin « 


In welchen Fällen +u und - Of, oder —u und +Of: zu nehmen 
ist, wurde schon in Nr. 26 angegeben. Es wird demnach 


0,00093095 ( VF öls 
Be En d 
e ensure) | 4 7 ar) Sa es l. 


Zeitschrift f. Mathematik u, Physik, XXII, 3. 
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Um integriren zu können, wäre die Gleichung für { nach z aufzu- 
lösen und der Werth von z und 9z, in f und Of, einzusetzen. Der 
erste T'heil giebt den Winkel @ zur constanten Geschwindigkeit ® cos« 
+VcosS2 längs des Parallelkreises, oder das g zu dem Loxodromenwin- 
kel y, der zweite Theil die Ablenkung durch die Umdrehung der Erde 
unter dem Einflusse des Wasserwiderstandes. Letzterer lässt erkennen, 
wodurch die Grösse dieser Ablenkung bedingt wird. Multiplieirt man 
diesen Theil mit dem f der Endstelle, so erbält man die Ablenkung in 
Längenmass. 

Einfach kann auch die Gleichung der windschiefen Fläche der 
und z erhalten werden. Es folgt aus 
vcosa+YVcosQ + u Wa aueh Fahr v1+9/f.2 

f "vsina+VsinQ’ 


vcosa+t Hunt rong PVTETER,, 


— Ysina +YV sin 


ie ya 0,00093995 V Ff,Vi+ of til 2 
an sin a(v sin« + V sin) 


Setzt man in den Resultaten für ! und 9 en V=0, so ergeben 
sich die hierher gehörigen allgemeinen Resultate der Nr. 26. Sind, wie 
zu Anfang dieser Nummer, V und 2 nicht constant, so können die dor- 
tigen allgemeinen Gleichungen auf eine beliebige Rotationsfläche anwend- 
bar gemacht werden, wenn man den Meridian nicht durch z und f, son- 
dern durch ® und r bestimmt. Es bleibt dann die Gleichung 1) unver- 
ändert und ist nur r als Function von @ zu denken; endlich ist in 
Gleichung 2) ?fı nicht = —r sinyw.O a, sondern = (— r sinw + cos 
X öry) 0%. anzunehmen. Alles Uebrige bleibt unverändert. 





09, = 
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VI. Ein auf die Einheitswurzeln bezügliches Theorem der 
Functionenlehre. 


Nach Analogie der bekannten Betrachtungen, durch welche die ver- 
schiedenen Entwickelungsmethoden der Functionen nach Potenzen, Cy- 
linder- und Kugelfunctionen etc. unter einen gemeinsamen Gesichtspunkt 
gebracht sind, und gewissermassen an denselben Grundgedanken an- 
lehnend, lassen sich auch die nachstehenden Ueberlegungen anstellen, 
die mich vor einigen Jahren zu einem allgemeinen Satze über stetige 
Functionen führten, welcher hiermit anspruchslos — als ein Curiosum — 
mitgetheilt werde. 

Die Gleichung: 


re | ae" & 1 1 
/ ee —_ n—-” 1— 22" em ze} ER 
az 
wird leicht für »=1 als eine identisch richtige erkannt und dann durch 
Schluss von n auf n +1 auch allgemein vollends bewiesen. Wird <= ei? 
gesetzt und mit 2 multiplieirt, so nimmt die vorstehende merkwürdige, 


wenn auch von Charakter sehr specielle Summenformel die Gestalt an: 








et sin (° om ) 
9) 1 5 2 
=) ne ee sin a 
es 2 2 


in welcher ich sie in Boole’s ‚„Calculus of finite differences“ angeführt 
finde. Beiläufig sei erwähnt, dass man sowohl durch Sonderung des 
Reellen und des Imaginären, als auch durch Differenziren hieraus noch 
weitere interessante Summenformeln ableiten könnte. 

Lässt man in 1) nun rn ohne Ende wachsen, so sind die Fälle 
mod <1 und modz>1 zu unterscheiden, in welchen =" sich der 
Grenze 0, resp. © nähert. Während für mode =1 die Reihe divergent 


wird (jedoch für © —=1 selbst die Gleichung noch in gewissem Sinne ihre 
13* 
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Richtigkeit behält), erhalten wir in den zwei anderen Fällen eine sehr 
gut, nämlich quadratisch convergirende Reihe, d. h. eine solche, deren 
Summe in der Grenze schliesslich mit jedem weiter berücksichtigten 
Gliede auf die doppelte Zahl von Decimalen genau gefunden wird, und 
zwar ergeben sich als Werthe dieser Summe: 





a | = für mod. <]1, 
3) er 
a0 er für mod.2z >1. 

Mit Rücksicht darauf, dass alle ungeraden Zahlen, mit den Poten- 
zen der 2 multiplieirt, nothwendig alle ganzen Zahlen überhaupt, und 
zwar eine jede nur einmal, liefern müssen, könnte dies auch durch 
beiderseitige Entwickelung in geometrische Reihen leicht verificirt werden. 

Versucht man, noch andere Functionen, als die rechter Hand in 3) 


stehenden, nach Gliedern von der Form 

1 1 Er ER a” 
SE Ton oder auch ee 
und Aehnliches zu entwickeln, so stellt sich in der Regel ein zahlen- 
theoretisches Bildungsgesetz für die Coefficienten heraus, und nicht, wie 
hier, ein arithmetisches. Der Werth des Coefficienten irgend eines Glie- 
des nämlich erscheint dabei meistens gesetzmässig abhängig von der 
Anzahl und Beschaffenheit der Primzahltheiler, in welche die Stellenzahl 
dieses Gliedes zerlegt werden kann. Indem ich eben dergleichen Ent- 
wickelungen aufsuchte, mit denen, wie ich vernommen, auch Herr 
Kronecker sich beschäftigte, war ich — unter Benutzung der bekann- 
ten Möbius’schen* Umkehrungsmethode — u. A. auch zu der Formel 
3) gelangt. 

Beim Anblick der rechter Hand in 3) stehenden Ausdrücke ist es 
nun ein naheliegender Gedanke, hieraus eine Entwickelung für die reci- 
proke Differenz zweier Zahlen abzuleiten und diese mittelst des Funda- 
mentalsatzes der einwerthig stetigen Functionen zu verwerthen. 








Durch die Annahme = 2 ergiebt sich einerseits als die gedachte 
Entwickelung: n | 
1 a» (z 9% ; 
\ 72 grlan ir für mod.z < mod.?, 
4) en DS 

— z Nun 

=> > „ mod.z > mod.%. 
au 


\ 


® Örelle’s Joumal, Bd. 9 8.105 — eine Methode, die Herr Bertrand 
wohl mit Unrecht Herrn Tschebitscheff zuschreibt (vergl. dessen Traite de 
calc. diff., S. 334 — 336). 
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Der Riemann’schen Functionenlehre liegt andererseits bekanntlich 
der Satz zum Grunde: Wenn eine Function f(z) in einem Gebiete T 
überall eindeutig endlich* und stetig ist, so ist für Du Punkt z des 
Gebietes: r 

aa 
wenn das Integral im positiven Sinne über die Begrenzung von T aus- 
gedehnt gedacht wird. 

Ist T die Fläche eines concentrischen Kreisringes, ist nämlich die 
Function stetig zwischen irgend zwei mit den Radien 2 und r<A um 
den Nullpunkt beschriebenen Kreisen, so hat man imsbesondere die 
Laurent’sche Verallgemeinerung des Cauchy’schen Satzes: 

1 oa ra: 
6) Kara MERERER N 


y 





worin die Integrale beide im Sinne der positiven Drehungsrichtung er- 
streckt zu denken sind über die Peripherien der Kreise, deren Halb- 
messer sich an ihrem Zeichen angemerkt finden. 

Diese letztere Form 6) des Satzes ist diejenige, von der wir Ge- 
brauch machen wollen. Ist die Function auch innerhalb des Kreises 
(vom Radius) r stetig, so fällt das zweite Integral weg und verschwin- 
den auch die Glieder, in die wir dasselbe noch zerlegen werden, 

Im ersten Integral ist nun mod.z <mod.£, im zweiten umgekehrt. 
Wir können deshalb im ersten Integral die oberes im zweiten die untere 
we" | substituiren. So kommt: 


5 ae n uk 
Dez = aD Ba > fer el 
a0 a=u 


Nun aber kann man auf die Brüche, mit welchen rechter Hand 
unter dem Integralzeichen /(z) multiplicirt erscheint, die Partialbruch- 
zerlegung anwenden. 

Die Wurzeln der Nerheleihchig: 


8) v=lt tt =0 
sind hier durchweg von einander verschieden und werden dargestellt 
durch: 


hri 
9) Haze” fürrhsel,2,93, .„.. 2er!; 


somit ergiebt sich nach bekanntem Schema: 





* Das erste Attribut kann als selbstverständlich gelten, das zweite ist streng 
genommen in dem dritten mit eingeschlossen. 
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hri 

ER N Haan TR RA 
10) : Y($) Jat1z2°—1 — Ei6h 
De 1 hz “rt! ( 1)* 


ne 


und durch ne dieser a in 7) folgt: 


ax > 
er = rdas_ Vi: ag 
= = ger > 3: ET nn: 


Die Zahlenörter der Grössen &,, welche BE denselben Modul 
wie z haben, liegen nun auf der durch den Punkt z um den Nullpunkt 
gehenden Kreislinie, folglich jedenfalls innerhalb des Ringgebietes T. 

Die Gleichung 6) gilt daher auch, wenn wir diese Argumente £&, an 
Stelle von z treten lassen, und mit Rücksicht hierauf erhalten wir fol- 
gende beiden Ausdrücke für A 

















— ga+1 hri 
12) /@) -) Jari 2 (—1)Re (6) 
Be hri 
x 1 hzYet! -mler-ı) (nos 
E- Ya-yi 2 2ni x u 9 
13) =» on e a 
R 
a „ „ (1)? f(&n). 


Eine bedeutende Vereinfachung tritt bei 12) ein in dem schon er- 
wähnten Falle, wo die Function auch auf der innern Kreisfläche stetig 
ist, also in eine Mac-Laurin’sche Reihe entwickelt werden kann. In 
analoger Weise könnte 13) vereinfacht werden durch die Annahme, dass 
in der Entwickelung von /(z) nur negative Potenzen vorkämen; doch 
will ich hier zunächst nur den erstern Fall weiter verfolgen. 

Wegen des Verschwindens der um r genommenen Integrale geht 
nach Einsetzung der Werthe 9) der &, die Gleichung 12) über in: 


ses h—2%+1 hni hri..‘ 
14) f(z) -Vyr (—1)re a 2 a 


— 








Die Formel 14) ist nun das Theorem, um dessen Herleitung es mir 
vorerst zu thun war. Dasselbe stellt eine Entwickelung der Function 
f(z) in eine stets convergente und nur einfach unendliche (genauer: drei- 
eckig anwachsende) Doppelreihe vor; es leistet, umgekehrt, die Summa- 
tion dieser Doppelreihe und erscheint, äusserlich betrachtet, als eine 
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Beziehung zwischen denjenigen Functionswerthen, deren Argumente sich 
wie die 2”! Wurzeln der Einheit zu ‘einander verhalten. 

Die Richtigkeit der Formel 14) lässt sich auf zwei Arten nachträg- 
lich darthun. 

Eine erste ar dieselbe zu verifieiren, führt weniger rasch zum 
Ziele, gestattet dafür aber interessante Einblicke in mögliche Verthei- 
lungs- resp. Anordnungsweisen der Zahlen. Ihr liegt der Gedanke zum 


2 in 14) sämmtlich zu reduciren und diejenigen 
Glieder zusammenzusuchen, für welche dieselben sich als gleich heraus- 
stellen. Da ich mich des weitläufigen Druckes der Formeln halber hier 
begnügen will, den Gang dieser Untersuchung nur im Allgemeinen zu 
skizziren, so sei lediglich bemerkt, dass man zu dem genannten Zwecke 
zunächst die Glieder mit geradem Stellenzeiger A zu trennen hat von denen 
mit ungeradem Stellenzeiger (welche dieses erste Mal ein negatives Vor- 
zeichen besitzen werden). In ersteren ist selbstverständlich 4% als neue 
Summationsvariable einzuführen; nach Kürzung der Brüche mit 2 ist 
dann derselbe Process* der Trennung der geradstelligen von den un- 
geradstelligen Gliedern fortschreitend weiter anzuwenden, wofür eine 
Recursionsformel sich leicht ergiebt. Es entsteht so eine dreifache Summe, 
in welcher jedoch die eine Summation als einer geometrischen Reihe vom 
Quotienten $ sofort effectuirt werden kann. Nachdem dieses bewerkstel- 
ligt, erscheint die Gleichung nunmehr direct als eine identische. 

Die zweite ist zugleich die kürzeste Art, die Formel 14) zu be- 
weisen; ich theile dieselbe bei der Begründung eines noch umfassen- 
deren Satzes implicite mit, zu welchem jene sich noch ausdehnen lässt. 

Zunächst bemerke ich, dass für eine nur nach positiven ganzen Po- 


Grunde, die Brüche 


tenzen von E (mit Ausschluss der nullten) entwickelbare Function /(z) 


dem Satze 14) der folgende entspricht: 


gatil hri 
15) oT ya I emrler 2), 


a=0 
wie dies schon ein Blick auf 13) vermuthen liess. 

Die Giltigkeit der beiden Sätze 14) und 15) reicht aber sogar noch 
weiter, als aus der hier angegebenen Herleitungsweise hervorzugehen. 
scheint. Dieselben erstrecken sich nämlich auch auf solche Functionen, 
die nach positiven sowohl, als negativen Potenzen von 2 sich entwickeln 
lassen gemäss dem Schema: 


* Für diese und ähnliche Operationen mit Summenausdrücken findet man 
bequeme Schemata in meinem „Lehrbuch der Arithmetik und Algebra für Lehrer 
und Studirende“, Leipzig 1873, S. 294 — 356. 
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ce=+» 
16) (@)= Be Ye2°, 
cz=—o 
nur ınuss bei 14) das Glied mit z7!, bei 15) das mit z” fehlen. 
Ist bei einer Function 16) sowohl 
y-ı=0, als auch yy =0, | 
so gelten gleichzeitig beide Theoreme. Sind aber diese beiden Beding- 
ungen nicht erfüllt, ist also /(z) iiberhaupt nur innerhalb einer den Null. 
punkt concentrisch umschliessenden Ringfläche stetig, so sind die Reihen 
14) und 15) für jedes diesem Gebiete angehörige z dennoch unbedingt 
convergent. Nur sind ihre Summen alsdann nicht =/(z) selbst, sondern 
jetzt gleich dieser von dem Term y_ız7! bezüglich 952° befreiten Func- 
tion. Bequemer als durch Discussion der noch in 12) und 13) verblie- 
benen Integrale wird man sich biervon durch das weiter unten ein- 
geschlagene Beweisverfahren überzeugen. | 
In dem Bestreben, diese Ergebnisse nochmals zu verallgemeinern, 
gelangt man endlich leicht zu dem für jede Function 16) geltenden 
Satze: | 





ame | h=2at1 _hkni [ hai, 
In. Int Dam > Ne“ na! 
a) h=1 
iv welehem unter %k jede ganze Zahl verstanden werden kann, und wel- 
cher für k=—1 und 0 die beiden angeführten Sätze wiedergiebt. 

Was nun die Bedeutung dieses Theorems 17) betrifft, so erscheint 
es jedenfalls merkwürdig, dass man so, ohne zu differenziren und ohne 
für das Argument der Function irgend specielle Werthe zu setzen, jedes 
beliebige Glied aus der Reihenentwickelung derselben gewissermassen 
herausschälen kann. j 

Man könnte auch dieses Glied in 17) isoliren und das Ergebniss 
ansehen als eine Entwickelung der natürlichen Potenz =“ nach solchen 
Ausdrücken, die eine willkürliche Function f enthalten. 


hri 
Behufs Beweises nehme man in 17) für f(z) sowohl, als für „Re ” .) 
unmittelbar die Reihenentwickelungen, in welche diese Functionen sich 
der Annahme 16) gemäss nach Potenzen von z entwickeln lassen, 
Macht man hierbei die Summation nach c zur erstangezeigten, was 
der unbedingten Convergenz wegen gestattet ist, so ergiebt sich rechter 
Hand als Coefficient von ye2°: 


=» 1 h— 20H 1 hie — kyrti 
18) 4= > Jari u wo Ba — > (—1)% € 2% 
a—0 il 


bedeutet. Der Ausdruck von 2, ist aber lediglich eine geometrische 
Progression, und zwar ist die Summe derselben (die wir auch von (0 bis 
2°+'—] nehmen können): 
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2 - 1— &c—hri 
19) | a RT 


1+e 
Dieselbe ist gleich 0 für alle a und ce, ausgenommen diejenigen, für 
welche 


20) 





c—k 
Ja 
eine ungerade ganze Zahl ist. Für dergleichen Werthsysteme dagegen 
wird 
21) DESSEN 
wie man sowohl durch Bestimmung des wahren Werthes des alsdann in 
der Form % erscheinenden Bruches 19), als auch direet aus 18) findet. 


—?m+1 





Nun aber überzeugt man sich leicht, dass es zu jeder von 0 ver- 
schiedenen ganzen Zahl c—% stets eine und gerade nur eine natürliche 
Zahl a giebt, welche die Bedingung 20) erfüllt (für alle ungeraden c—% 
ist es die: «=0). Denn aus jeder geraden Zahl kann man durch hin- 
reichend lange fortgesetztes Halbiren schliesslich einen ungeradzahligen 
Quotienten ableiten; wenn aber ein bestimmtes 2° eine ungerade Anzahl 
Mal in c—% aufgeht, so muss jede niedrigere Potenz der 2 in c—k 
eine gerade Anzahl Mal aufgehen, dagegen c—% durch jede höhere 
Potenz der 2 getheilt einen irreduciblen Bruch liefern, j 

Da sonach alle übrigen Glieder von 4, den Factor 0 erhalten, so 


wird der Ooefficient von y.:° bei jedem von k verschiedenen ce — unter 
a jenes eine dazu gehörige verstanden —: 
4 
“n 1 
A=- an an 


Bei c=%k dagegen muss die mit 3, bezeichnete Grösse immerfort ver- 
schwinden und folglich auch 4,.=0 sein, welche Ausnahme lediglich 
darauf beruht, dass die Bedingung 20) für c—k=0 (allein) durch keine 
natürliche Zahl « erfüllbar ist. ; 

Hiermit ist nun die Gleichung 17) in der That als eine Identität 
erwiesen. 


Die Modification zu diseutiren, welche in unserem Theorem eintre- 
hri 


ten würde, wenn man noch rechter Hand in 17) das Argument e°”.z 
hlni 





durch e ?° .z ersetzte — unter / abermals eine ganze Zahl verstanden —, 
will ich dem Leser überlassen. 

Würde man auch noch die 2 durchweg durch n ersetzen und statt 
des Zählers 1 hinter dem ersten Summenzeichen g(a) schreiben, wo die 
übrigens willkürliche Function x nur die eine Bedingung zu erfüllen 
hätte, dass durch ihre Einführung die Convergenz nicht gestört wird (wie 
dies z. B. der Fall ist, wenn sie für kein ganzes « unendlich wird), 
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so ergäbe sich eine Reihe, deren Glieder auf eine eigene gesetzmässige Weise 
(und theilweise unter Elision von solchen) aus denen von 16) hervorgehen. 

Endlich dürfte es nicht undankbar sein, zu untersuchen, welche 
Summenwerthe solchen der rechten Seite von 17) analog gebauten Reihen 
zukommen, in denen die dortigen Exponentialfactoren durch andere — 
z. B. mehrfach — periodische Functionen vertreten werden. 


Januar 1876. ERNST SCHRÖDER. 


VII. Ueber einige bisher noch nicht allgemein gelöste Probleme der 
Zinseszins- und Rentenrechnung.* 


Bekanntlich besteht für den Endwerth Z, welchen ein zu ? Procent 
ganzjährig auf Zinseszinsen angelegtes Capital 4 bei einer am Ende eines 
jeden Jahres erfolgenden Zulage r nach n Jahren erhält, die Relation: 

ir: iR 

De 2A, 

so dass die Frage, bei gegebenem 4, E, n, r den Zinsfuss ?=100p 
zu bestimmen, dem ersten Anscheine nach für n >4 nicht allgemein 
beantwortet werden kann. Es genügen übrigens, wie aus dem Folgen- 
den zu ersehen ist, einige einfache Transformationen von 1), um dessen 
ungeachtet eine alle praktisch wichtigen Specialfälle umfassende Lösung 
dieser Aufgabe zu gewinnen, Zu diesem Zwecke schreiben wir die Be- 
ziehung 1) zunächst in der Form: 


ee nn 


(I+p)"—1 Aret 
ad ersetzen die Quotienten: 
np np (1+ »)" 
Pi en — N 
(1+p)"— 1 fin, pP), (1+p)"—1 np+f(f, p) 


durch die ihnen äquivalenten unendlichen Reihen: 


an 
A 


n—1\/n+1\ (2n?— 145n?+ 863\ 
+ 3 era ( m )e- 
=l1+uwp+wP +wp°+..., 
np+fn,p)=l+wtr)ptwpPtup’+..., 
deren Substitution in 1) offenbar die Gleichung: 





























* Vgl. hiermit die im II. Jahrg. des Centralblattes für das gesammte 
Forstwesen seither publicirten Abhandlungen des Verfassers: „Ueber zwei fun- 
damentale Probleme der Zinseszins- Rechnung“ und: „Ueber eine Reihe neuer Fun- 
damentalformeln der Zinseszins - und Rentenrechnung‘“. 
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(n+1)(a-1)(E-4) 
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,,. @a+D)m-1)(E-4) , 
PT Ga DE+RF) A? FRImDE+ Ra 
2(E— A)u; 4 nHE—ld4Far) 
_ G@-1)E+(n+]) BR (n—1)E+(n+1)4A 
bedingt. Ihre Auflösung nach p führt schliesslich zu folgendem Resul- 
tat: Setzt man der Kürze wegen 
(r+1)4=4, n—-1)E=E, (n+1l)(n-1)(E-4)=P, 
so erscheint die fragliche Unbekannte p als eine Function des Quo- 
Se 31E— (Ar)! Br 
n—1)E+R+1)4 
und lässt sich allgemein durch eine convergente unendliche Reihe von 
der Gestalt: 











IST 2 we U \2 
De (a) PU+ (1, &E— PA) en PÜ 
— _ — — DR 19 
3) Anke Artnr 


m AN: Er #3 4 
+ 4450 (0, E°— 36,4 BE? + 3y, 42 E— 8,49) ee BU“ 


wiedergeben, wobei die lediglich von n abhängigen Coefficienten @,, P}; 
@, Ba, 9, etc. dem Schema: 
o,=2n—1, ß,=2n+1, 

,=(2n—1)(11n—7), B,=7(2n+1)2r—1), %=(2n+1)(11r+7), 

4) %=(2n—1)?(13r—11), ß,=(2n + 1)(2r — 1)(19n —11), 
y=(2n+1)(2r —1)(19r +11), d&,=(2n +1)?(13r +11) 
| etc. 

zu entnehmen sind. 

Für 4=0 ergiebt sich aus 3) ausserdem die, interessante Formel: 
5) Pre) 
=n+tn +1). +3. n +1) 2a Din + HR +2 R—1)(11R—T7) En 
+. RR HN)2R — 1)?(13n — 11) En 
+ hr +1) (2Rr - 1) (Rn —1)50n?— SIn +4)... ; 
welche als die analoge Lösung der Relation: 

6) | „d+ er zu 
anzusehen ist. Ihre Richtigkeit kann indirect dadurch controlirt werden, 
dass die den Substitutionen n=2, resp. n=3 correspondirenden Spe- 
eialisirungen von 5): | 

P=F(,)—F za, resp. R=Ele,)> r(* ns 


mit den praktisch brauchbaren Wurzeln der Gleichungen: 


E 
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r(2+p)=E, beziehungsweise r(3+3p +p?)=E 


coineidiren müssen, was im Hinblick auf die Identitäten 


E 
2 3 4 
ne tletistieit., 


pP= ——2= 
Er ee 3 3 € a 
nr ER ne 


5 
= 8+3%3 +88 +4 tete: 
in der That der Fall ist. 
Was ferner die praktische Brauchbarkeit unserer allgemeinen Reihe 
3) anbelangt, so ist ihre Convergenz eine so bedeutende, dass bereits 
der durch Summation ihrer drei ersten Glieder erhaltene 
Näherungswerth von p, p, im Verein mit der aus 1) ent- 





und 











springenden ÜOorrectur: 
7) I REIN te 
np (Apr (IH Pr 


genügt, um p gemeiniglich bis auf ’sechs Decimalstellen 





genau zu bestimmen. 
Als 2 hierfür mögen folgende drei Beispiele dienen: 


a) 41— 10000>r—=500-n = 1577315787567 
»’ + dp = 0.0467649 + 0.0029261 + 0.0002978 +0. 000011056 
— 0.049999856 . WU: u ; 
b) A= 25000, r = 950, n=32, E= 121683.05, 


p-+ 4p = 0.0288364 + 0.0029817 + 0.0005736 + 0.000108613 
— (.03250031 . (p = 0.0325); 
c) A=170000, r= 1500, n—=50, E= 386825.88, 
p+ Ip = 0.0214723 + 0.0027011 + 0.0006506 + 0.000176756 
=0(0.02500075 .... (2 = 0.025). 
Hingegen müssen, um bei Anwendung der Gleichung 5) eine ana- 
loge Genauigkeit zu erzielen, neben der ihr entsprechenden Ergänzungs- 


formel an es Ar 
pYEp— r|\(1-+p )"— 
Mh Ar (A+P)"—1]} 
sämmtli ch e in 5) angegebenen Summanden zur Darstellung von p in 
Anspruch genommen werden, wie dies aus den Specialisirungen: 
d) Id), 200, n = 10,. Z= 2457.64, — 
p= 0.0413803 + 0.0031393 + 0.0004114 + 0.0000584 + 0.0000088 
+ 0.0000014 = 0.0449996, (p = 0.045); 
e) 4=0, r=400, n=25, 121 MMI4 FE 
= 0.0396824 + 0.0068237 + 0.0022114 + 0.0007839 + 0.0002977 
+ 0.0001179 = 0.0499170, (p = 0.05); 
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f) Aare rest, = 1725135 — 
p= 0.0144597 + 0.0030666 + 0.0012785 + 0.0005854 + 0.0002878 
+ 0.0001478 = 0.0198258, '(p = 0.02) 
sofort ersichtlich wird. 

Da übrigens die Üoefficienten von 8%, En... &n lediglich von n 
abhängen, so würde die Anfertigung einer von n=3 bis n=100 rei- 
chenden Tabelle ihrer Briggischen Logarithmen genügen, um die prak- 
tische Brauchbarkeit von 5) noch über jene von 3) zu erhöhen. 

Versuchen wir es ferner, im Anschluss an 1) auch die bekannte 
Relation 

9) At ut 
allgemein unter den durch die Praxis bezüglich A, r, n, p, E gegebenen 
Einschränkungen nach p» aufzulösen, so zeigt sich, dass für £>A4 eine 
einfache Vertauschung von +r mit —r in 2) und 7) eine befriedigende 
Erledigung dieses Problems ermöglicht und nur der Fall E< 4 die Auf- 
stellung einer neuen Formel für p erheischt. Zu diesem Zwecke divi- 
diren wir 9) durch (149)? und gelangen so nach Entwickelung der 


Ze Fi 


- Ausdrücke 


BLERT 
pP 
zu der für O<p<1 jederzeit convergirenden Reihe: 


(IHR) 











SRH) j3E+RH+2): 2 (nr +1)(n+2) dE+ (n+3)r 
3 ee 3.4 En 
Be ,laHtl). .(a+k—1)I(A+ N) E+m+k)r| 5 
a 4...(k+1) 2E+(n+1)r 1 25 
2(E+nr — A) 


aPE+(n+1)r!’ 


deren Reversion direct auf folgende Gleichung für p führt: 


10) | a 0 
reines 

nt re Te nu (5n+7)r? Ns, 
Dieselbe verwandelt sich für Z=0 in 

1% p= 9 arnnr| =P (m) 


= nt +++ on + Tata (n+2)(17n?-+44n + 29) nt 
+ 4257? +2) (193° + 7080? + 885n + 374) nn 
+4,45 (n +2) (655 7° + 3068 n? + 552372 + 4490n + 1384) nn +. -- 


und liefert in dieser Gestalt unter Zuhilfenahme der Formel 
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_rU+te—-AP)U+Pi—rt 

12) ae rt(1+p)[(1+ pP)” —1]— np! 
eine allen Anforderungen :der Praxis genügende allgemeine Beantwortung 
der Frage, zu welchem Zinsfusse man ein gegebenes Capital 4 auf Zin- 
seszinsen anlegen müsse, um sich hierdurch den Bezug einer Jahresrente 
r für n Jahre zu sichern. So erhalten wir z, B. für 

a) 4.—= 10000 5,2.— 963.42 Fi: 

p= 0.0385026 + 0.0084005 + 0.0022102 + 0.0006246 + 0.0001830 

+ 0,0000547 = 0.0499756, (p= 0.05); 

b) 4= 45000, r= 2005.84, n=50: 

p= 0.0216200 + 0.0081020 + 0.0037515 + 0.0018821 + 0.0009833 
+ 0.0005258 = 0.0368647, Z1p = 0.0006297, 

d. h. py+4p = 0.0374944, während der wahre Werth von p dem Deci- 
malbruche 0.0375 entspricht. 

Um übrigens das Resultat 11) auch einer algebraischen Controle zu 
unterwerfen, setzen wir in demselben »=1, resp. n=2 und vergleichen 
seine diesen Substitutionen entsprechenden Speecialisirungen: 

p=® ( 2 > = P(m), resp. p=® ee *) = P(m,) 
mit den hier allein zulässigen Wurzeln der beiden Relationen 
r(i HR 

p 
Die Auflösung der letzteren nach » liefert dann der Reihe nach 








A(l+p)—r=0, beziehungsweise A(1l+p)’— =(. 


r— 4A N 
m a tet’ tnmit-: 


kr 44 1+3V1—4n — m) _ı 
-7,(1+V 14%) 2 4 1— 3% 

+30 + Sr eteeteet 
durch welche Transformationen die Richtigkeit von 1) für beide Fälle 
nachgewiesen erscheint. 


Zum Schlusse dieser Betrachtungen sei endlich noch eine kurze Be- 
sprechung der Gleichungen 








resp. 


re] 
nr Ho 
resp. 
14) A EEE 


Katar 
gestattet, welche die den Beziehungen 1) und 9) entspringenden Spe- 
cialprobleme 5) und 11) gleichfalls als besondere Fälle in sich schliessen 
und bekanntlich den Nachwerth Z, resp. Vorwerth 4 einer in gleichen 
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menu nenn, 





NN wWANNININN NN 


Intervallen von je « Jahren n-mal hintereinander eingehenden Rente r 
bei dem Zinsfusse ?=100p angeben. Indem wir nämlich in 13) statt 
(1+p)®, in 14) statt (1-+ p)“” eine neue Unbekannte y einführen, ge- 
winnen wir zur Ermittelung der letzteren die ER 
E—r nNn— 

er +39", resp. y= tar 
welche sich augenscheinlich unter die allgemeinere y=u+ vy“ subsumi- 
ren lassen und in Hinblick auf die mit Hilfe des Reversionstheorems von 
Lagrange für den Briggischen SEN von y ableitbare Reihe 


logy = logu + 0.4342945 u“ 1 v 14: + _— er =B Haze (ualo)+ ... 
el 2 [A+Du—kl, 0-1, 
(261) N +4 
für die Function log(1-+p) der Reihe nach die Formeln 


1 E-r\ , 0.4342945r (E- r\R—1 In—1lr(E-nr—! 
log (142) = {109 ee) [14 n—1fr(E-r) = 


























aE | I ! 72 
n — n— r — r)n—1)2 
15) ee eu 
[(#*+1)2-1][(X+1)2-2]... [(«+1)n-%] nn 
rn) a. a - +... | 
+ =) + )+ DaRt234BAyr Br: nd 
an(A-Hr) n re n 
ı 1 r i2 
16) „erDan+9\ Ar fr. 
(a4 | 
3...(k+1) ni Hs 
n(4A-+r) ” 


bedingen. Es ist also auch in diesen beiden ziemlich complicirten Fäl- 
len eine allgemeine Bestimmung von p bis zu jeder beliebigen Genauig- 
keit. möglich. 

Wien. Dr. O. Sımonr. 


VII Ueber einige bestimmte Integrale. 


I. Vertauscht man in den Gleichungen 
nz® 


Erw > er ee —yg + PR card |, 


a nu n—u ren 
an ee RE 
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5: 5 dividirt auf beiden Seiten durch 2, so 


a und u resp. mit 


folgt 


da m 7 A 
g 1,8 > tn |=nz|l} pmnan [e 
» A oe e +2 1 cosnun|, 


—y 2ntu 2n—u a 
—l>3 e COSNnUT, 
Nee IR I; (2n Fa ee +{2n— u) aD 


Es ist allgemein 
Dh BEER 


® ee . a 2 
ef re 


Für vo=2r+m folgt 


oder, wenn man das rechts stehende Integral in zwei Integrale mit den 
Grenzen (0,1) und (1,2) ce 


2r +2 


re dv = + + mw) dw fi + m) d 
0 


In dem ersten Integral rechts setze man »—=u, im zweiten v—=2 —u. 
Da die Grenzen der beiden Integrale in Beziehung auf « 0 und 1 sind, 
so lassen sich die Integrale vereinigen. Es folgt so 
2r-+2 
rw dm fi +u)+/(2r +2 —u)] du. 


Die Gleichung 3) wird hierdurch 


Trz=x 


fo dv 5 ji (2r+u) +/(2r +2 —u)]| du 
0 


r=0 


oder auch 


? 1 n=o 
/ro dv -/ [1W + >12 n+u) +f(2n— 2 da 
0 0 


21 


Diese Gleichung, mit den Gleichungen 1) und 2) combinirt, führt leicht 
zu einigen allgemeinen Resultaten. 


- 


Nimmt man 
aop(cosmv) 


Vz 


so ist nach 1) 
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“ f(u) 1 I/(2n + u) + f(2n — u)! 


R ee 
re: >| la°+ Fntu) Hrn 


—=np(eosmu), |3+ > ernarcosnum| 


Tas lan > 


u. en 
e tu) 1— 2er” cosun + em?” 


Für die obige Annahme für /(v) giebt die Gleichung 4) 
1 


o g . 
° 3 — 2arn 
a cosrv) TC 1—e 
a? + v? 2 1— 2e-ar cosun + e=-?ter 
0 


5) 0 s 
= «[ 4 (cos u) 3 >: EBETTOSHU | du, 
0 
Man setze im Integral links vo=«aw, im Integral rechts nu=x. Wird 


ferner zur Vereinfachung an=b gesetzt, so vereinfacht sich die Gleich- 
ung 5) in folgende: 


&o TC 
p p (cosbw) : 1— eb 
dw — 1 PP Hrn a 
S 1+m: e IN ol) ante 
0 


6) 0 r 
EE (cos «) + > ER cosn« | da 


Wendet man rechts das von Jacobi a BslJourn. 1. XV, 8. 9 
aufgestellte Theorem 


TE 7T 
fe (cos&) cosn« dx = res fe (eös2) ner cdx 
0 0 


an, so erhält man aus der Gleichung 9) die bemerkenswerthe Relation 


T 


R 
b o 
Dr dw = 1 fo (cosx) dx 
0 0 


end 
en 35 : = rn ANTEAT, 


Zu ähnlichen Gleichungen, wie die Gleichungen 5) und 6), giebt 
die Annahme 
p (sinzv) 


8) e fW)=" a+v. : 


Zeitschrift f. Mathematik u. Physik, XXII, 3, 14 
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Veranlassung, wenn g(z) eine ungerade Function von z, also @(—2) 
— — p(z) ist. Setzt man den Werth von /(v) aus 8) in 4) ein, so folgt 
nach 2) 


oo 1 


vp(sinnv) ; eat sinun 
— OO dı=n sinsu) — ————— du 
ai a?+v? yo Irene 
0 


0 
9) { 


n nz 3 gi 
=, 2 onen (9 (sinnu) sinnun du. 
l 


nz 0 


Führt man wieder links » statt vo durch o=aw ein, setzt ferner 
rechts zu =x und zur Vereinfachung ar =b, so giebt die Gleichung 9) 





[6 ze : 
"wo(sinbw) N EASINE 
_— ı I dn= sinz) —————————— dx 
hi 1+%? fo det 
10) 9 Ö 
na 7 
Er eat (9 (sin) sinn d«. 
nei 0 


Die Gleichung 10) lässt sich auch aus der Gleichung 6) ‘durch Dif- 
ferentiation nach 5 herleiten. Es ist dann rechts durch partielle Inte- 
gration folgende Umformung auszuführen: 


TE 
* 


TC T 
u dsinnx ir uZE i 
cos&)ncosnzdt = c0o8s%) —— de= cosx) sin& sinnx de. 
p p ER p ) 
@ e 
0 0 m 


Setzt man darauf einfach p(sin®) statt @’(cos®) sine —= p (Y 1— sin?z) 
X sin, so ergiebt sich wieder die Gleichung 10). 


Es ist im Vorhergehenden stillschweigend angenommen, dass die 
Functionen, welche unter den Integralzeichen vorkommen, innerhalb der 
jedesmaligen Integrationsgrenzen endlich und stetig bleiben. 


Die Gleiehung 9) giebt noch zu dem besondern Falle «&=0 Ver- 
anlassung, wobei natürlich die Entwickelung nach Potenzen von e-“7 
wegfällt. Es ist dann 





1 
Abs UTE 
s 0855 
® (sinmv) 7 Ä 2 
—Id=-— p (sin mu) du 
© 2 
sin — 
® 
0 


oder, links nv=mw, rechts nu=® gesetzt, 
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& T 
2. N 
o (sinw) ep} 
| ; ö 
11) 7 n—=4% 9 (sin) en dx 
2 


Das Integral rechts zerlege man in zwei Integrale mit den Grenzen 
(0, =) und Be 2° x). Darauf setze man im ersten dieser Integrale =, 


im zweiten —=n—z. Die Gleichung 11) geht dann über in 


& 2 | 
cos — a 
p (sinw) 2 Aa 
_—deo= $ dz 
4 . : De Y sin „ cos 2 
9) E> 
0 0 


> 
sin z 
fee. 
sinz 
0 


Um nur eine Anwendung der obigen allgemeinen Gleichungen zu 
erwähnen, nehme man in 6) 








13) p (cos x) = e1 °0% cos(q sin«). 
Man findet dann leicht 
14) BESEN 16088 cos(m&c +gsin«). 
dg” 
Es sei nun Mr 
15) F(g) = fe 60S® cos(g sinx) cosnx dx. 


Differenzirtt man m-mal nach 9 und setzt dann 9=0, so folgt nach 13) 
und 14) n 


0 mZn 
FR)(0)= cosma cosnz dx— | Zu 

TC 

— mn. 

5 


0 


Entwickelt man also nach dem Satze von Maclaurin F(g) nach Poten- 
zen von 9, so ist wegen der vorstehenden Gleichung 


gq" h q" TE 
De FAN ST 


* Für den Fall, dass n = 0, ist in 15) Fin (0)=0, ausgenommen m=0, Es 
ist F(0)= nz, also F()=F(0=n, 


200 Kleinere Mittheilungen. 


ATI TS SSL SSL I DS SS SPS SSS S SLR SE LLGB EL LLLLLLLL GB GL LAG LS LLLLLLLLLLLLLLILIN 222 LLLLGLLLLLLLLLLD DL CL L GT LET 


Diese Gleichung in Verbindung mit der Gleichung 21) giebt 


7 


eq c05& cos (q sin &) cosN«x DE Bat, SI 
21.2208 
0 


Setzt man also in 6) den Werth von @(cosx) aus 13), so giebt 
diese Gleichung 


(02) 
eg cosbw cos (g sin bw) 7 I Mernb Ta 
38 1+ »? ur) +12 J° 
NZ 
0 . 


II. Im „Journal des Mathematiques“ finden sich t. XIX (2° serie, Annee 
1874) einige bestimmte Integrale ohne Beweis aufgestellt, welche sich 
auf ziemlich einfache Art herleiten lassen, 

Es sei a<(1, die Gleichung 





16) Dr ER 
Y1—2a cos& + a? 
giebt 
17) cos@=asiny + cosy. v1 — a? sin? y 
und 


yl—2acose+a =y1—a:sin’y +acosy. 
Die vorstehende Gleichung differentiirt und durch a dividirt giebt 
sin dz -—asinycosy _ 
st 
Vl-2acosc+a: dy YV1i1-— a sin:y 4 
Dividirt man diese Gleichung durch die Gleichung 16), so folgt 
dx —acosy +1 


dy Via siny 





t 5 er sin & = 
Die Maxima und Minima von =————— en ergeben sich aus 


V1-— 2a cosc+ a? 
cos&.(1— 2a cosc + a?) — a sin? = (cosx — a) (l—a cosx) =. 
Da a<l, so ist cos&=a zu nehmen, welchem Werthe von cosx ein 
Maximum des obigen Ausdruckes entspricht. Für cos&=a ist nach 16) 


siny=1, also y= >: Dem Intervalle von x<=0 bis cos&=a entspricht 
aus 17) die Wurzel 
cos =asin®y-+ cosy. yi — a? sin?y, 


2 Mer aN 
dann sind 0 und 5 die Grenzen von y. Dem Intervall von cose—=« 


bis 2=n von x entspricht aus 17) die Wurzel 
cos = a siny— cosy V1— a? sin?y, 


; 7 : 
es sind dann 5 und 0 die Grenzen von y. Setzt man also 
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TC & 7 
fra = (Hau + fHaz, 
0 0 a 


sin?x 
Ba a 
? 1—2acose + a2)’ 


sd findet man mittels der Gleichungen 17) und 18) 





wo 











TU 
7 ne | BD 
sin & acosy 
fr (Gi — 2a cosc+ a) IR -/» ie) 72 — a? sin?y til a 
0 0 
0 
+ I p(sin?y) | N dy 
V1-a:sın?y 
= 
2 
oder einfach 
TC 
7 5 - 
sin? x ' 
19) Poker)" (ai y) dy. 
0 0 
| 1 
Für Wo b>1, giebt die vorstehende Gleichung 
TU 
7 a 
b2 sin? x 3 
RD TCHAY 
fr m nn 2 (vl y)ay 
0 Ö | 
oder, 9(2)= vw = gesetzt, 
TT 
a Pr 3 2 
sin? x sin? y 
: sn) be fr b2 Jan 
0 0 
Nimmt man wieder p statt » und a statt db, so folgt für «> I die 


Gleichung 


7 
2 sin? x sin? = 
=D fr (sr) dam fe 
0 


Die in 19) und 20) enthaltenen Relationen rühren von Liouville 
Baer, 55), 


. Auf S. 423 findet sich folgendes Resultat von Besge angemerkt, 
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Es sei a eine positive oder negative Quantität, dem absoluten Werthe 
nach kleiner wie die Einheit, ferner sei die Function f@) nach Potenzen 
von {I ei dann ist 


* MEIHH) 159 f flasina) 


21) — dx Sm 
V1—2acosc+ «2 V1— a: sin? x 
0 


dx. 





Setzt man 


Ken 0 + p04 2 Fo 


und legt die Gleichung (Jacobi in Crelle’s Journal T. XV, S. 7) 





N IT 
; zu 
COosn« EEE (sin «) Pe 
VA 2acosr + a? ya sin? x 


zu ER so erhält man unmittelbar ir Gleichung 21). Nimmt man 
in.21) =, wo b>1, dividirt auf beiden Seiten durch b, so folgt, 
wenn rechts sin&@=bsinz gesetzt wird, 

* Fler) + fe) + /(e=*‘) 33 ® fo sine) sin?) 

VI 2b cosc+ ® cos + b? I Vı= Weis: ap 
Hieraus folgt, dass die Gleichung 21) Ss für a >1 giltig ist. 

Bei dieser Gelegenheit sei eine Relation zwischen zwei Integralen 
angemerkt, welche unmittelbar Folge einer häufig behandelten Substitu- 
tion ist. 

Es seien a und 5 gel positive Quantitäten. Die Wurzeln der 


Gleichung 
ax 42 _— 
T 


bezeichne man durch x, und x,, so dass also 
2, r%= —, ET 


Die Gleichung zwischen © und z giebt dann 


T b _[.„af@)+f@,) 
felcer!)reae= fs nluntaten. 


0 2Vab 


1 1 l 
Macht man für f(z) eine der Annahmen rt Ind —, so ergeben 


VE 


Göttingen. Prof. EnnEPER, 


sich leicht einige bekannte Resultate. 





Aufruf 


zur 


Errichtung eines Standbildes für Carl Friedrich Gauss. 





Am 30. April 1777 ist Carl Friedrich Gauss, der Fürst der Mathe- 
matiker, in der Stadt Braunschweig geboren. Die Pflege der Mathematik, 
dieser ältesten, sich ewig verjüngenden Wissenschaft, lag in unserem 
deutschen Vaterlande, das einen Copernicus, Keppler, Leibnitz 
hervorgebracht hatte, gegen Ende des vorigen Jahrhunderts fast ganz 
darnieder, als Gauss im Alter von 24 Jahren durch sein unsterbliches 
Werk, die Disquisitiones arilhmelicae, den Ruhm der deutschen Wissen- 
schaft auf diesem Felde wiederherstellte und zugleich in die Reihe der 
grössten Denker aller Völker und Zeiten eintrat. Den so errungenen 
Platz des ersten Mathematikers hat Gauss durch eine Reihe der tief- 
sinnigsten Werke, wunderbar reich an glänzenden Entdeckungen und 
unübertrefflich hinsichtlich der Strenge der Methoden, bis an sein Lebens- 
ende behauptet. Seine Schöpfungen haben ein neues Zeitalter in der 
Mathematik, der Astronomie und der Physik begründet, und unübersehbar 
sind die Verzweigungen, durch welche seine Geistesarbeit in die ver- 
wandten Wissenschaften und durch manche Zwischenstufen hindurch 
endlich in unser tägliches Leben eingegriffen hat. Mit seinem jüngeren 
Freunde Wilhelm Weber hat er thatsächlich den ersten elektrischen 
Telegraphen hergestellt und zu den Diensten gezwungen, welche das 
lebende Geschlecht mit dankbarer Bewunderung erfüllen. 

In Erinnerung jenes denkwürdigen Tages, dessen hundertste Wieder- 
kehr demnächst bevorsteht, blickt das Auge der gebildeten Welt auch 
auf die Stätte, von welcher aus diese geistige Sonne ihren Lauf begon- 
nen hat. In der Stadt Braunschweig befindet sich noch das unschein- 
bare, mit einer Gedenktafel versehene Haus, in welchem Gauss geboren 
wurde; hier erregten schon die Alles überragenden Geistesgaben des 
Knaben die allgemeine Aufmerksamkeit, hier fand der in beschränkten, 
kleinbürgerlichen Verhältnissen heranwachsende Jüngling in dem Herzog 
Carl Wilhelm Ferdinand einen verständnissvollen hochherzigen Förderer 
seines Strebens, einen väterlichen Freund, der, die kleinlichen Lebenssor- 
gen abwendend, die freie Entfaltung seiner reichen Anlagen in den für 
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die geistige Entwickelung wichtigsten Lebensjahren ermöglichte. Die 
Disquisitiones arithmeticae, welche hier vollendet und von hier aus mit Un- 
terstützung des Herzogs veröffentlicht wurden, sind diesem voll Dankbar- 
keit gewidmet. Erst der Heldentod des Fürsten zerstörte das schöne Ver- 
hältniss, welches Gauss am engsten mit seiner Vaterstadt verknüpfte; 
im darauf folgenden Jahre, dem einunddreissigsten seines Lebens, folgte 
er einem Rufe der Universität Göttingen. Stets aber bewahrte er der 
ersten Heimath, dem Ausgangspunkte seiner Ruhmeslaufbahn,, der Stätte, 
an welcher er durch die Berechnung der Ceresbahn seinen Weltruf be- 
gründet hatte, ein Andenken voll aufrichtiger Pietät. 

Die Stadt Braunschweig gedenkt den hundertjährigen Geburtstag 
ihres berühmten Sohnes feierlich zu begehen. Um sein Andenken zu 
ehren, haben sich Bewohner der Stadt vereinigt und das unterzeichnete 
Comite beauftragt, für die Herstellung eines Standbildes zu wirken, wel- 
ches die hohe Gestalt des grossen Denkers den Nachkommen überliefern 
sol. Wir wenden uns vertrauensvoll an alle Bewunderer von Carl 
Friedrich Gauss und fordern sie auf, sich an unserem Unternehmen 
zu betheiligen, in der sichern Hoffnung, schon am Tage der Säcularfeier 
den Grundstein zu dem Denkmale legen zu können. 

Beiträge zu dessen Herstellung bitten wir an die Braunschwei- 
gische Bank, sonstige Mittheilungen unter der Adresse des unterzeich- 
neten Comites abzusenden. 

. Braunschweig, im December 1876. 


Das Comite für Herstellung eines Gauss-Standbildes. 


Der Ehrenpräsident: Der Vorsitzende: 


Dr. jur. Trieps, Wirkl. Geheimrath. Dr. jur. Caspari, Oberbürgermstr. 


Bode, Handelsgerichtsdirector. Dr. phil, Dedekind, Professor. Gebhard, 

Stadtrath. Gebhard, Oberlehrer. Griepenkerl, Kammerdirector. Grotrian, 

Geh. Kammerrath, Howaldt, Professor. J. Landauer. Meyer, Polizeidirector. 

Otto, Landsyndicus. Rittmeyer, Stadtrath. Dr. phil. Scheffler,'Oberbaurath. 

Schottelius, Ober -Postdirector. Dr, phil. Sommer, Direetor des Collegii 

Carolini und Professor. Theodor Steinway. Tappe, Stadtbaurath. Uhde, 
Professor. &. Westermann, Commerzienrath. 


IX. 


Ueber die Theorie der Reflexion und Refraction des 
Lichtes. 


Von 
H. A. Lorentz. 


Zweite Mittheilung. 


$1. In einer früheren Mittheilung* habe ich, mit Zugrundelegung 
der Maxwell’schen Hypothese über die Natur der Lichtschwingungen, 
die Theorie der Reflexion und Brechung des Lichtes an nichtleitenden 
Es wurde dabei immer vorausgesetzt, dass auch 


Körpern behandelt. 
Dies ist jedoch nicht immer der Fall, da 


gebrochene Wellen entstehen. 
bekanntlich das Licht total reflectirt werden kann, und ich werde jetzt 


untersuchen, wie sich in diesem Falle der Vorgang der Reflexion gestaltet. 
Dahei werde ich mich auf isotrope Medien beschränken. 

In $ 19 der erwähnten Mittheilung sind Bewegungszustände un- 
tersucht worden, welche sowohl den Bewegungsgleichungen der Elek- 
trieität in den beiden Medien, als auch den Bedingungen, welche an der 
Grenzebene derselben (der yz-Ebene) gelten, genügen. War das Licht 
z. B. in der Einfallsebene polarisirt, so konnte man für die einfallende, 
reflectirte und gebrochene Bewegung der Reihe nach setzen 


=(: Ir KR + ) 
M= 008 — I\t— —cose ——sin« 
10 1 v v P)» 


sna+ p) ; 


<sıa 


= x 
= — IE+ — cösa — 
N a 6087 3 08 « 


ar 


«a se (1-5 cos « — — sin + ) 
==a'c0 3 08% ; sın & 
A 7 v v pP)» 


(1-+«a) war. 


& sin(e—uo) ,„ sina 
während u=— ———, , (= —_— 
sin(c+«) sın“ & 


* Diese Zeitschrift, Bd. XXII S. 1. 


Zeitschrift f. Mathematik u. Physik, XXII, 4. 15 
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’ v 1 we . 
Es sei nun der Brechungsexponent RE al dass sina=nsina 
gesetzt werden kann. Ist dann n>1, so findet totale Reflexion statt, 
' 1 ..% . x . . ’ 7) .. . 
sobald sin ee wird. In diesem Falle wird sin« >1 und cos« imagi- 


när, nämlich cos«=iyn?sin®« —1. Dennoch werden obige Ausdrücke 
noch immer den Bewegungsgleichungen und den Grenzbedingungen ge- 
nügen, wenn man nur die allgemein giltigen Sätze über complexe Grös- 
sen berücksichtigt. 

Den Werthen von sin« und cos« zufolge werden zunächst « und «' 
complexe Grössen; wir Setzen also 

1) a=b+ci, d=b+ei, 

wo b, c, b', c’ reell sind. Während nun die Gleichung für das einfal- 
lende Licht ungeändert bleibt, hat man für das reflectirte Licht zu 
schreiben | 


2) n=(b-+ei) cos 


und für das gebrochene Licht 


In 
73 





(+ cos« - S sina+p) 
V v 


’ ’ ‚ 2 x 349714 19... 1740 2 
n=(b’+ei) cos ee Yn2 sin?a—]1.i— — sina +») 
7 v v 
2 A 2n ln 
oder, wenn man — (1 = sına + p) = und 7 r = yn? sen 1 2% 
setzt, | 
3) n= 4!’ (er + e=1?) cosy — C’(e? — e7"*) siny} 


+i.4 10 (er? — e="*) siny + ce (e?+ e-"®) cosy}. 
Die Werthe von 19, n und 7 nebst den zugehörigen Werthen der 
magnetischen Kraft, welche leicht anzugeben sind, bilden noch immer 
eine Lösung der Gleichungen des Problems. Nun sind aber sowohl die 
Bewegungsgleichungen, als auch die Grenzbedingungen linear und homo- 
gen in Bezug auf die Functionen &, n, &, Z, M, N, @ und ihre Dif- 
ferentialquotienten. Daraus geht hervor, dass, wenn eine Lösung dieser 
Gleichungen aus einem System complexer Grössen besteht, auch die 
reellen oder imaginären Theile für sich den Gleichungen genügen wer- 
den. Wir erhalten in dieser Weise zwei Lösungen, nämlich 


(: T cos si + ) 
L,.—inz U II 
T v v pP ’ 





No c08 


2 
n'=b cos (142 oosu—- sina+p), 
rd v v 


7 — 4 1 (er + e7="*) cos = (u sinc+ p) 


\ — c (er? — et?) sin— \|t—— si 
| ( ) sin Kai in«e-+-p | 


‘ 


und 
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n=0; 
Emt cos (1+ 2 05a" sina+p‘), 


b 7 
2 (e"? — e="®) sin F ( 2 sin -H v') 


+c(e®+e 7-2: sne+p‘)) 


In dem zweiten System ist hierbei an die Stelle von p eine andere 
Grösse p’ gesetzt, was natürlich erlaubt ist.: 

Aus den particulären Lösungen a) und b) lassen sich beliebig viele 
andere Lösungen ableiten. Ist aber das einfallende Licht, also n, ge- 
geben, so darf man nur noch die Werthe b), mit einer willkürlichen 
Constante C multiplicirt, zu den Werthen a) addiren. Um nun zu ent- 
scheiden, welche der verschiedenen Lösungen, die man in dieser Weise 
erhält, mit der Wirklichkeit übereinstimmt, bemerken wir, dass, bei dem 
Uebergange des Lichtes aus dem ersten in das zweite Medium, in letz- 
terem jedenfalls kein Schwingungszustand entstehen kann, wobei die 
Amplitude bei wachsender Entfernung von der Grenze immer grösser 
wird. Da nun im zweiten Medium & positiv ist, müssen dann alle Glie- 
der, welche e’“ enthalten, verschwinden, und dies i$t nur möglich, wenn 
p=p—HT und C=1 gesetzt wird. Dadurch finden wir für die reflec- 
tirten und gebrochenen Schwingungen 


2 
n= 08; "(1+ 0a: sime+») 


n =} 








4) 
RT x SE. | 

+ csin — (+ c050— = sina+p), 

7 v v 
. 2n 
SD) n=be-"* cos Fi ee snc+?) + d‘e=t* sin T "(1-2 sine+ P). 
Von diesen Gleiehungen stimmt wirklich die erste mit den von Fresnel 
abgeleiteten Resultaten überein. Die zweite aber zeigt, dass zwar im 
zweiten Medium kein gebrochenes Lichtbündel auftritt, dass aber den- 
noch auch in dieses Medium die Lichtbewegung eindringt, aber mit stark 
abnehmender Amplitude. Denn wenn ! die Wellenlänge im zweiten Me- 


. . ö x DIPL . . 
dium ist, hat man ra=2nZy sin®« —1 und man ersieht hieraus, 


dass nur dort, wo x einer geringen Anzahl von Wellenlängen gleich ist, 
n einen merklichen Werth haben kann. 

In ganz gleicher Weise lässt sich auch der Fall behandeln, dass 
das einfallende Licht senkrecht zur Einfallsebene polarisirt ist; man 
erhält dabei ähnliche Gleichungen wie oben. 

Die hier abgeleiteten Resultate stimmen im Wesentlichen überein 
mit denjenigen, welche Eisenlohr im 104. Bande von Pogg. Ann. 
(8. 350 und 360) entwickelt hat. 


15* 
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$2. Die Untersuchung der totalen Reflexion hat uns nun zu einem 
Bewegungszustande im zweiten Medium geführt, der völlig verschieden 
ist von der gewöhnlich auftretenden Wellenbewegung. Es können in 
einem Problem mehrere dieser Bewegungszustände zu gleicher Zeit vor- 
kommen. Es kann z.B. die eingedrungene Bewegung durch ein drittes 
Medium — dessen Grenzfläche mit dem zweiten der ersten Grenzfläche pa- 
rallel ist — gestört werden und zu einer ähnlichen reflectirten Bewegung An- 
lass geben. Letztere kann dann wieder bei Entfernung von der spiegeln 
den Fläche nicht immer intensiver werden, so dass in den Ausdrücken für 
dieselbe keine Factoren wie e”"* auftreten dürfen. 

Die Lösung von Problemen dieser Art wird einfacher, wenn man 
von einer andern particulären Lösung der Bewegungsgleichungen aus- 
seht. Bisher stellte diese immer unmittelbar ein polarisirtes Lichtbündel 
mit ebenen Wellen vor. War z.B. das Licht in der Einfallsebene pola- 
risirt, so setzten wir für irgend einen der Bewegungszustände (vergl. 
erste Mittheilung, $ 19) 

il nn zuidt 
6) 7.4008, 77 1 & 0050-2 sime+p), 
L=4nAvsina,n, N=—4AnAvcose.n, 
wobei @ für eine einfallende oder durchgelassene Bewegung spitz, für 
eine reflectirte aber stumpf war. An die Stelle von 6) wollen wir nun 
complexe Grössen setzen, wobei die goniometrische Function durch eine 
exponentiale ersetzt ist, und zwar so, dass man 6) erhält, wenn man 
nur die reellen "Theile nimmt. Diesen Anforderungen wird durch fol- 
sende Grössen genügt: | 
> er = N) 
[Z2]=4n4vsine.[n], [N]=-—4n4vcosa.[n], 
wodurch, wie man leicht findet, die Bewegungsgleichungen ebensowohl 
befriedigt werden, wie durch 6). Man kann nun bei irgend einem Pro- 
blem zunächst für jedes Lichtbündel Ausdrücke wie 7) nehmen, darin 
Alles so bestimmen, dass die Grenzbedingungen erfüllt werden, und 
schliesslich überall nur die reellen Theile nehmen. Es kann nun, wie 
wir sahen, für ein Lichtbündel cos« imaginär werden, und zwar kann 
diese Grösse für ein gebrochenes Bündel die Gestalt ki, für ein reflec- 
tirtes die Gestalt — Ai annehmen, wenn X positiv ist. Im ersten Falle 
erscheint dann im reellen Theile von 7) ein Factor wie e*"®, im zweiten 
Falle ein Factor e+”* (r positiv). Die Bedingung, dass die Amplitude 
bei wachsender Entfernung von der brechenden oder refleetirenden Fläche 
nicht immer zunehmen darf, wird also jedenfalls erfüllt, wenn man in 
7) das untere Zeichen nimmt. | 

Wir werden im Folgenden die symbolischen Werthe wie 7) durch 

die Klammern [] von den wirklichen Werthen unterscheiden, welche man 
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erhält, wenn man von den symbolischen Werthen nur den reellen Theil 
nimmt. | 

Mittelst des hier geschilderten Verfahrens lassen sich nun die par- 
tielle und die totale Reflexion in ganz gleicher Weise behandeln. Man 
wähle nämlich für die verschiedenen Lichtbündel Ausdrücke wie 7), be- 
stimme dann a und «’ aus den Grenzbedingungen und nehme endlich 
nur die reellen Theile. Ist dabei cos«a' reell, so gelangt man zu den 
in der ersten Mittheilung entwickelten Resultaten, im Gegenfalle zu den 
Gleichungen für die totale Reflexion. Es versteht sich von selbst, dass 
diese Methode auch für den Fall anwendbar ist, dass das Licht eine zur 
Einfallsebene senkrechte Polarisation hat. | 


$3. Da die Genauigkeit der Fresnel’schen Formeln für das total 
refleetirte Licht durch die Versuche von Jamin und Quincke bestä- 
tigt worden ist, haben wir nur noch zu untersuchen, ob auch die Er- 
gebnisse der Theorie für das bei der totalen Reflexion ins zweite Medium 
eindringende Licht mit den Beobachtungen im Einklange stehen. Dass 
wirklich dieses Eindringen stattfindet, hat bereits Newton durch folgen- 
den bekannten Versuch nachgewiesen. Es werden zwei gleichschenklige, 
rechtwinklige Glasprismen, von welchen das eine eine leicht convex ge- 
wölbte Hypotenusenfläche hat, mit den Hypotenusenflächen aneinander 
gedrückt. Lässt man dann ein Lichtbündel auf die eine Kathetenfläche 
des ersten Prismas fallen, so wird das eingedrungene Licht durch die 
Hypotenusenfläche reflectirt und tritt durch die andere Kathetenfläche 
aus. Ist nun bei der inneren Reflexion der Einfallswinkel grösser als 
der Grenzwinkel, so wird dennoch an der Stelle, wo der Abstand der 
beiden Prismen am kleinsten ist, das Licht nur partiell reflectirt und 
auch theilweise durchgelassen. Sieht man also gegen diese Stelle hin, 
so erscheint sie im reflectirten Licht dunkel in der Mitte der hell glän- 
zenden Hypotenusenfläche, im durchgelassenen Lichte dagegen hell auf 
dunklem Grunde. Es geht daraus hervor, dass auch bei den Einfalls- 
winkeln der totalen Reflexion die Lichtbewegung eine sehr dünne Luft- 
schicht durchsetzen und so in das zweite Glasstück übergehen kann. 

Quincke hat diese Erscheinung zum Gegenstande ausführlicher 
Untersuchungen gemacht. In einer ersten Versuchsreihe* bestimmte er 
die grösste Tiefe, bis zu welcher das Licht bei der totalen Reflexion ein- 
zudringen vermag, und welche durch den Abstand der beiden Prismen- 
flächen am Rande des erwähnten hellen oder dunklen Fleckes gegeben 
wird. Da dieser Abstand von der Intensität des einfallenden Lichtes 
abhängt, besteht der Werth dieser Messungen für unsere Theorie nicht 
in den absoluten Zahlenwerthen, welche sie ergeben, sondern vielmehr 


* Pogg. Ann. 127, S. 1, 
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darin, dass sie angeben, welchen Einfluss verschiedene Umstände auf das 

Phänomen haben. Hierüber fand nun Quincke Folgendes: 

a) die Tiefe, bis zu welcher das Licht eindringt, nimmt mit wachsen- 
dem Einfallswinkel ab; 

b) bei Einfallswinkeln, welche den Grenzwinkel nur wenig übersteigen, 
breitet sich das senkrecht zur Einfallsebene polarisirte Licht, bei grös- 
seren Einfallswinkeln das in dieser Ebene polarisirte am weitesten in 
das zweite Medium aus; 

c) die erwähnte Tiefe nimmt-mit wachsender Wellenlänge zu. Demzu- 
folge erscheint der Rand des centralen Fleekens im reflectirten Lichte 
violett, im durchgelassenen Lichte röthlich gefärbt; 

d) bringt man zwischen die Prismen einen andern durchsichtigen Stoff 
(Wasser, Terpentin), der weniger lichtbrechend als das Glas ist, so 
dringt das Licht hierin um so tiefer ein, je mehr sich der Brechungs- 
exponent dieses Stoffes dem des Glases nähert. | 


$ 4. Die Erklärung des beschriebenen Versuches ergiebt sich aus 
der Betrachtung der wiederholten Reflexionen, welche die Lichtbewegung 
an den Hypotenusenflächen der beiden Prismen erleidet. Dies ist bereits 
von Stokes gezeigt worden.“ Da indess dieser Physiker über keine 
genauen Messungen zu verfügen hatte, möge eine eingehendere Prüfung 
der Theorie an den späteren Versuchen von Quincke hier eine Stelle 
finden. Dies erscheint um so weniger überflüssig, als nicht jede Theorie 
hier zu den nämlichen Resultaten führt. Denn es würden nach der älte- 
ren Undulationstheorie auch die Longitudinalschwingungen, welche man 
in die Rechnung aufnehmen muss, eine Rolle spielen können, während 
nach der Maxwell’schen Theorie solche Schwingungen nicht auftreten. 

Man denke sich eine dünne Schicht eines durchsichtigen Mediums, 
zu beiden Seiten begrenzt durch die nämliche Glassorte mit dem Brech- 
ungsexponenten n (>1) gegen den zwischenliegenden Stoff. Es sei dabei 
für die erste Grenzfläche <=0, für die zweite =d, also d die Dicke 
der Sebicht. Ist weiter der Winkel, den ein Lichtstrahl mit der Nor- 
male der Grenzebenen bildet, im Glase «, im zwischenliegenden Medium 
ae, so ist sine=nsin«, welche Gleichung zu einem complexen Werthe 
von « führen kann. 

Es sei nun für das einfallende Licht im ersten Glasstücke (vgl. $ 2) 


ern t- 2 cos@- Zsina Hr) 
22 ENT Ss: \ 
[90J 7,6 5 % l 


wobei mit 9, die dielektrische Polarisation angedeutet ist. Wir wollen 


dabei annehmen, es sei das einfallende Licht entweder in, oder senk- 
recht zu der Einfallsebene polarisirt; diese beiden Fälle lassen sich füg- 


* Cambridge Phil. Trans., vol. VIII, part 5, 1848, 
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lich zugleich behandeln. Es seien, wenn die Amplitude des einfallenden 
Lichtes =1 ist, die Amplituden des reflectirten und gebrochenen Lichtes 
a und @ bei dem Uebergange aus Glas in das zwischenliegende Medium, 
m und m dagegen beim umgekehrten Uebergang. Man hat dann nach 
den Formeln der ersten Mittheilung für die beiden Hauptfälle resp. 
sin («—«‘) _tg(a—e‘) 
sin(ote)’ ° late)’ 
während für beide Fälle 
8) m=—a, am=1-.a? 
ist. 

Die ®infallende Bewegung spaltet sich an der ersten Grenzfläche 
(@=0) in eine reflectirte und eine durchgelassene Bewegung, bei welcher 
die dielektrische Polarisation gegeben wird durch die Gleichungen 

fa.) u Ban = — sin =) 


RL 
r]=de ST 
Die letzte Bewegung breitet sich gegen die zweite Grenzfläche hin aus 


und veranlasst dort eine durchgelassene Bewegung im zweiten Glasstücke 
gr 
SE 


” cos®— —-sinat 
— — 008. @ — — sin a 
v’ v P 


(d,]=ame 1—” cos - = sina+r‘) 
und eine reflectirte Bewegung in der Zwischenschicht 


2 ER, v 
L > 7 (145 000’- = sina+p”) 
[",]= «me 7 Pe : 


Die Grössen p’ und p” lassen sich hier bestimmen durch die Bedingung, 
dass an der zweiten Grenzfläche, also für e=d, die Exponenten in [r,], 
[g,] und [r’,] einander gleich werden müssen. Daraus folgt 


p=p-— 5 cos + < cosa, P=p-— 2.c0s «. 

Aus r', entsteht wieder an. der ersten Trennungsfläche eine durchgelas- 
sene Bewegung 9, im ersten Glasstücke und ein reflectirter Schwingungs- 
zustand 7, in der Zwischenschicht. Dabei ist 


: z iT 14 co0@ — © sina+y”) 
[a] =amme 
und 
* 1-7 0080 — sina +p ) S 
9) [r,] = «m?e 7 de 
wenn 
2n d d 
10) y= — 7 .c0sd=2n — cosa’ 


Le l 


gesetzt wird. Es ist hierbei / die Wellenlänge in der dünnen Schicht. 

Man muss nun mit 7, in ganz gleicher Weise verfahren, wie oben 
mit r,. Nach 9) müssen aber die symbolischen Ausdrücke für die aus 
r, entstehenden Bewegungen sich von den symbolischen Werthen der aus 
r, entstehenden nur durch den Factor m?e?!Y unterscheiden. Schreitet 
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man in dieser Weise fort, so erhält man für die totale reflectirte Be- 
wegung im ersten Glasstücke 
CA 

9=lal+llutmertmeirt.. )=[a)+ 

Man setze nun zur Abkürzung 
2 x z 
| + FE "sinatp)=v; 
es ist dann [9,]=«ae'?, [9,]:= «'mm'er'®#-?Y, und man findet, wenn 
man 8) berücksichtigt, 
1— e2iry x 
er a 

Ebenso hat man für die totale durchgelassene Bewegung im zweiten 

Glasstücke 
‚ ’ . / [di] 
9)=- KUH mer.) 

und setzt man hier 


N 


(1% eosa— 2 sina+l cosa + )= j 
7 v v Pa iren 
so wird dies 
; 1— ade ,, 
B) erw. 
Die hier eingeführten Grössen $ und ı’ sind jederzeit reell und hängen 
nicht ab von der Lage der Polarisationsebene im einfallenden Lichte, 
$5. Um aus den symbolischen Ausdrücken A) und B) die wirkliche 
Lichtbewegung abzuleiten, muss nur der reelle Theil genommen werden. 
Während man dadurch für kleinere Einfallswinkel auf die bekannten 
Interferenzphänomene (Newton’sche Ringe) zurückkommt, verhält sich 
die Sache anders, sobald der Einfallswinkel den Grenzwinkel übersteigt. 


Dann wird y imaginär, so dass man setzen kann 
Bra ES ET Ha SCHLETTT N 
11) y-iy, Y=2nZ Vn’sinta —1. 
Weiter wird a eine complexe Grösse. Setzt man 
12) a=b-+ci, 


so findet man leicht für die beiden Hauptfälle, dass das Licht in und 
senkrecht zu der Einfallsebene polarisirt ist, resp. 


1-+n?cos2« Incosayn? sin®a—1 
13) b == 3 suis ua ’ cC=— a TI TI 
n®—1 n®—1 
14) b cos®?a—n? (n?sina«— 1) 2n cosayn? sin«—1 
a a 1 ee a a a ge 
cos?« + n? (n?sin®« —1)’ cos?« + n? (n?sin?« -—-1)' 
woraus für beide Fälle 
15) ?+cl=] 


folgt. 
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Setzt man nun in A) und B) 


1— e?iy „...(1—a?)eir 
ey tl and 
so ergiebt eine leichte Rechnung 
b(er — 1): c(er +1)(er’— 1) 
16) ey a ee ag 
(eY — 1)? + 4c?e?Y (er — 1)? + 4c2e?Y 
m Br Zererı (er +1) zu 2bcer' (er —1) 
(er — 1% +4deY!’,.  der—1?+4cder' 
Hieraus kann man noch ableiten, wenn man 15) berücksichtigt, 
(eY’ — 1)? ig? 4c?e?r 
2 2m — Nm. — 
18) 3? +C (er_IFF4REr’ D’-+E CIESNEWTERZ, 
und 
E B 
19) ig 


Die Gleichungen A) und B) werden schliesslich 
0]=(B+Ci)eiv, [0]=(D+Ei)e-iw, 
und hieraus folgt für die wirkliche Bewegung 
2%) 0O=yB+ltcs(y—d), =YD+Etoos(y—0'), 


wenn man 





er C B 
sind = pen cosd— re 
y B?+0? yB?+C? 
21) | 
» ’ E WW D s 
f sind = nee cOSöb= —— 
VD’+E: y D?-+ EB? 


setzt, Fügt man diesen Gleichungen noch die Relation 19) hinzu, und 
beachtet man, dass c negativ ist und folglich #£ und 2 gleiche, 2 und 
C entgegengesetzte Zeichen haben, so findet man 
22) o=6+ 2 
Die Grössen ö und ö’ bestimmen die Phase, die Grössen YB?+C? 
und YD2+EZ? die Amplituden des gespiegelten und durchgelassenen 
Lichtes. 


S6. Ueber die letzten Grössen ist zunächst zu bemerken, dass die 
Quadrate derselben die Intensität der beiden Lichtbündel angeben, auf 
die des einfallenden Lichtes als Einheit bezogen. Man hat also für diese 
Intensitäten J=B?+C?, =D? +E?, und demzufolge nach 18) J+J'=1, 
was als eine erste Bestätigung der Theorie zu betrachten ist. 

Setzt man zur Abkürzung 


23) Bla, 
so ist 
; 1 
J= —— 
24 
) RENTEN 
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Wenn nun die Dicke der Schicht von 0: ab wächst bis zu einem 
Werthe, der als unendlich gross gegen die Wellenlänge angesehen wer- 
den darf, so nimmt nach 11) y’ von 0 bis ©, also qg von 1 bis & zu. 
Man findet dann leicht, dass J allmälig wächst von 0 bis 1. Zu gleicher 
Zeit muss dann J’ abnehmen von 1 bis 0, und hieraus erklärt sich die 
Erscheinung des centralen Fleckes bei dem erwähnten Versuche. 

Die am Rande des Fleckes beobachtete Färbung ist eine Folge 
davon, dass für violettes Licht / kleiner und demzufolge bei gleichem d 
y, q und J grösser sind als für rothes Licht.* Es muss also das violette 
Licht am meisten reflectirt, das rothe Licht am meisten durchgelassen 
werden. Dass diese Färbung besonders am Rande des Fleckes sichtbar 
sein muss, erklärt sich aus dem Umstande, dass für d=0 J und J’ für 
alle Farben gleich sind. 

Ich habe beispielsweise für einige Fälle die Intensität des reflectir- 
ten und durchgelassenen Lichtes berechnet. Es ist dabei angenommen 
worden, dass das Licht in der Einfallsebene polarisirt ist und dass der 
Abstand der beiden Glasstücke ein Viertel der Wellenlänge beträgt, 
welche in der Luft zu der Fraunhofer’schen Linie D gehört. Ich 
erhielt dann folgende Resultate: ‘ 


a) Flintglas -- Luft — Flintglas: 
gelbes Licht (Linie D), n = 1,6160, Grenzwinkel = 38° 14, «= 45°, 
N=0,6511, U 0R889 
b) bei der nämlichen Combination: 
blaues Licht (Linie #), n=1,628, Grenzwinkel = 3754, «= 45), 
y==0;731 53° =0;269, 
Die Vergleichung dieser Resultate bestätigt das oben über den Ein- 
fluss der Wellenlänge Gesagte. 
c) «= 70°, alles Uebrige wie bei a), J= 0,933, J’= 0,067. 


Dies stimmt überein mit 8 3a. 


d) Flintglas — Terpentin — Flintglas: 
Bolhek Licht (Linie D), n=1,0911, Grenzwinkel = 66° 25, «= 70°, 
WANN einen älk 
“> Die Vergleichung von d) mit c) bestätigt das $ 3d angegebene Re- 
sultat von Quincke. 


$ T. Unter übrigens gleichen Umständen ist die Amplitude und 
Phase des reflectirten und durchgelassenen Lichtes für die beiden Haupt- 


* Eigentlich wäre hierbei zu berücksichtigen, dass, zufolge der Dispersion, 
auch c sich mit der Wellenlänge ändert. Allein diese Ang UE SE übt jedenfalls 
auf J einen viel kleineren Einfluss aus, als die von g. 





ru 
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fälle, welche wir in Bezug auf die Polarisation des Lichtes unterschieden 
haben, nicht die nämliche,. Wir wollen nun mittels der Indices p und 
s andeuten, ob das Licht in oder senkrecht zu der Einfallsebene pola- 
risirt ist, so dass z. B. für den ersten Fall die Amplituden und Phasen 


der beiden entstehenden ER DEnE. mit VBr,+ 02; VDE, %, 
ö', bezeichnet werden. 


Ist nun das einfallende Licht in beliebiger Weise linear polarisirt, 
so zeigen, der hervorgehobenen Verschiedenheit zufolge, die reflectirten 
und durchgelassenen Strahlen elliptische Polarisation. Mittels des Ba- 
binet’schen Compensators ist man dann im Stande, im reflectirten Lichte 
B’, +0, 


———— und den Phasenunterschied 
B’7,+0°, 


das Amplitudenverhältniss = YV 


DI, HEN, 





0,— 6,, und ebenso im durchgelassenen Lichte die Grössen X’ = V 


und 6,—6, zu bestimmen. 


Quincke hat wirklich in verschiedenen Fällen diese Messungen aus- ' 
geführt.* Den Phasenunterschied 4 gab er dabei in Viertel-Wellenlängen 


2 2 ARN: 
an, so dass er (&s—6,) und 4=— (0, ,) ist, 


Aus den Gleichungen des $ 5 lassen sich Formeln zur Berechnung 
von k, %, 4, 4’ ableiten. Zunächst findet man leicht aus 18) 


2 4 
RR gi 





D®, + E% 


2 — 
D2, + E°, 





Cy 2 
0 N P(g—1)? 


niet 1 
Es sei nun @ der Grenzwinkel der totalen Reflexion (sine = = 
und 4 der Polarisationswinkel beim Uebergang aus dem Glase in das 
zwischenliegende Medium (vn=2), so hat man nach 13) und 14) 


sin? H 


cosa Ysin(e+G)sin(e—@), %=Cp sin(«+ H)sin(a—H) 


2 

n 
nn 
p nl 


und dies giebt, wenn noch 
| le a et 
N go): 


1+ rcos?a sin («+ 6) sin (@— @) 


: - Y 2 E 
[* SB (« —] + 7005? sin(«+6) sin («— 6) 
sin H 


gesetzt wird, 


235), k2= 











* Pogg. Ann. 127, 8. 199. 
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Zur Berechnung von g erhält man aus 23) und 11), wenn man 


d 
Ann —loge=s 


setzt, welche Grösse vom Einfallswinkel unabhängig ist, 
logg = s Ysin(a+ 6) sin («— €). 
Weiter folgt aus den Gleichungen 21) 
ED>)— ED  _,Edm—Epd, 
Vor, He) DEmn ® 


worin die Werthe von D,, Ds, Ey, Es zu substituiren sind. Nach eini- 


sin 4 n d= sin (I, — ö,) = 


ger Umformung findet man hierdurch EN 
‚9+1 cosa Y sin (@a+6) sin(@— 6) 
"g—1'1+rcos?a sin(« +6) sin(@e— 6) 
Untersucht man das Licht, welches am äussersten Rande des centralen 
Fleckes durchgelassen wird, so wird man ohne erheblichen Fehler für X” 


26) sinin 1= — 2n? sin?a.k 


den Grenzwerth nehmen können, welchem diese Grösse zustrebt bei 
fortwährend wachsendem Abstande der Glasstücke. Für d=» undy=w 
hat man aber =0(, und also für den Fleckenrand 
sin® H 
27 ne 
sin(@+H) sin(@— H) 
Für das reflectirte Licht will ich nur k angeben. Aus 18) folgt 


28) % =, ar + m _%p = - ai BL sec & («—H) ", 
ee DD’, 82, sin? H 

wobei 4’ sich auf das bei gleichdicker Zwischenschicht durchgelassene 

Licht bezieht. 


$8. Quincke hat zunächst aus seinen Messungen abgeleitet, dass 
die Grössen 4 und I’, welche den Phasenunterschied im reflectirten und 
durchgelassenen Lichte angeben, genau um 2, also um eine halbe Wel- 
lenlänge von einander verschieden sind. 

Nach der oben entwickelten Theorie ist d,=d,+4r, 6,=d,+%x, 
mithin 7=4. Dass nach Quincke diese Grössen nicht gleich, son- 
dern um eine halbe Wellenlänge von einander verschieden sind, rührt 
lediglich davon her, dass er den Phasenunterschied im reflectirten Lichte 
Null nennt, wenn er nach unseren Formeln eine halbe Wellenlänge 
beträgt. 

Lässt man die Dicke der Zwischenschicht fortwährend zunehmen, so 
. nähert sich f dem Werthe, den man bei dem Lichte beobachtet, das 
den Rand des Fleckes durchsetzt hat; 4 dagegen wird der Phasenunter- 
schied beim gewöhnlichen, total reflectirten Lichte. Liiese beiden Werthe 
müssen folglich gleich sein oder, bei den Angaben von Quincke, um 
2 differiren. Auch dies wird durch die Messungen bestätigt, so dass die 
Theorie in richtiger Weise den Zusammenhang angiebt zwischen f beim 
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gewöhnlichen total refleetirten Lichte und 4 für den Rand des Fleckes. 
Da nun, wie bekannt, was die erste Grösse betrifft, die Beobachtungen 
mit der Theorie im Einklange stehen, muss dies auch in Bezug auf die 
zweite Grösse der Fall sein. Wir haben uns also mit dem Phasenunter- 
schied des am Fleckenrande durchgelassenen Lichtes nicht weiter zu be- 
schäftigen. 

Für eine Anzahl Fälle hat Quincke A’ gemessen für Licht, das 
den Rand, und X und £’ für Licht, das die Mitte des centralen Fleckes 
durchsetzt hat. Ich habe aus den Formeln des vorhergehenden Para- 
graphen diese Grössen für einige Fälle berechnet. Dabei habe ich, 
die Mitte des Fleckes betrifft, zunächst aus dem Werthe von 4’ für den 
ersten Einfallswinkel logs berechnet und damit dann die übrigen gesuch- 
ten Grössen. Die Resultate dieser Rechnung sind in den folgenden Tabel- 
len zusammengestellt, deren Nummern mit denen der entsprechenden Ta- 
bellen in der Abhandlung von Quincke übereinstimmen. 


was 


XlIa. 
Flintglas — Luft. 
22 1,0100,..6- 2389.14 29 — 31045: 
 logs = 0,59051. 















































Mitte Rand 
&. k | g' k 
beobachtet. [berechnen beobachtet, berechnet, beobachte: | berechnet. | beobachtet.| berechnet. 
40° 3 1,589 1,589 — 0,399 — 0,381 2,049 2,019 
41 18 1,507 1,499 — 0,394 — 0,433 1,817 1,745 
43 8 1,378 1,352 — 0,470 — 0,492 1,557 1,453 
46 52 1,120 1,075 — 0,526 — 0,556 1,132 1,083 
51 10 0,883 | 0,846 — 0,596 — 0,566 0,889 0,839 
6 1 0,562 | 0,538 — 0,463 — 0,447 0,581 0,535 
| | 
XIIa. 
! -Flintglas — Wasser. 
212096 71=555046 He 39035 
log s = 0,00930. 
Mitte Rand 
a. k' | g’ k’ 
beobachtet: berechnet. |be DE achlet | Pelnse u berechnet. 
5602 | 1,097 1,027 | — 0,063 | — 0,063 1,358 1,441 
57 13 | 1,023 1,025 — 0,065 | — 0,067 1,359 1,350 
wi | 1,018 1,007 | — 0,106 Fa 0,091 1,031 1,046 














218 Ueber die Theorie der Reflexion etc. 


VISIT I HT DI MM VD DV DU VW LI VW VW VW UUVVVVVVVAGET ee 








auunnwewwwwwwwLs 


XIVa. 
Crownglas — Luft. 


n= 1,5149, G=41°19', H=33°26'; 
logs = 9,52214. 











Mitte Rand 
0. ke | a’ kK 
beobachtet. berechnet, | beobachtet. berechnet. beobachtet, berechnet. 
120 22' 1,008 | 1008 | 0,47 | 0,084 | 9,000 2,016 
43 41 0,993 1,007 f ern 0,047 — 0,058 1,663 1,750 
45 1,216 1,007 | — 0,270 —0,062 | 1,39 1,545 
49-37 1,031 1,002 I —0 — 0,072 | 1,077 1,097 
58 3 0,963 0,983 | — 0,0% — 0,118 | 0,738 0,729 
70 6 0,941 0,895 Dir are 0,117 — 0,199 | 0,552 0,523 
| I 

















Die Messungen für die Mitte des Fleckes für «=45° scheinen hier 
mit bedeutenden Fehlern behaftet zu sein. 


XIIIa. XVa. 
Flintglas — Terpentin. Crownglas — Wasser. 
n=1,0911, 6=66°25, 7=42030'. n=1,1339, @=61'52, 4=41925: 





Rand 
k' 
beobachtet.| berechnet, 


| Rand f | 
0. | k’ 5 
beobachtet.) berechnet. 





66049 | 1,115 1,175 62026 | 1,220 1,257 
68 26 1,080 1,118 6 26 | 1,187 1,164 
69 28 1,037 1,085 71 13 0,957 0,954 











Schliesslich hat Quincke bei den beiden Flintglasprismen nebst 
dem durchgelassenen Lichte auch das am nämlichen Punkte der Luft- 
schicht refleetirte Licht untersucht. Da wir bereits über f gesprochen 
haben, habe ich nur noch X, 2’ und %k berechnet. 


ee ' 


\ 
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XlIe. 
Flintglas — Luft. 
n, G und H wie bei XlIa, 








Durchgelassen Reflectirt 
| ZH k 
| beobachtet.| berechnet. ||beobachtet, | berechnet. 





ki 
beobachtet. | berechnet, 
























38050° | 1,437 1,389 
51 10 Ä 0,937 0,866 








— 0,237 
— 0,499 


— 0,300 
— 0,523 














Es wurde hierbei zunächst aus dem Werthe. von % für den ersten 
Einfallswinkel die Dicke der Schicht berechnet und dadurch gefunden 


De (4 R 2) — 0,5628. 


Im Ganzen genommen scheinen mir die berechneten Werthe in den 
obigen Tabellen eine befriedigende Uebereinstimmung mit den beobach- 
teten zu zeigen. Zwar sind die Abweichungen etwas grösser als die bei 
den Versuchen über das gewöhnliche. total reflectirte Licht vorkommen- 


. den, allein ich glaube dies der grösseren Schwierigkeit der hier betrach- 


teten Messungen zuschreiben zu dürfen. 





A 


Eine geometrische Ableitung der Polareigenschaften 
der ebenen Curven, 


Von 
F. ScHur 


in Berlin, 


In seiner „Einleitung in eine geometrische Theorie der ebenen Cur- 
ven“ hat Cremona versucht, die Eigenschaften der Curven, welche 
Steiner in seiner Abhandlung ‚Allgemeine Eigenschaften der alge- 


« 


braischen Curven‘“ ausgesprochen hat, durch rein geometrische Methoden 
zu beweisen. Die Theorie der Polaren jedoch, welche, wie Cremona 
selbst sagt, ihm das vorzüglichste Hilfsmittel für seine Untersuchungen 
geboten, hat er keineswegs durch geometrische Methoden begründet. 
Diese Betrachtungen beruhen im Gegentheil auf der Umformung alge- 
braischer Ausdrücke. In den folgenden Zeilen soll nun der Versuch 
gemacht werden, die Polareigenschaften der ebenen Curven auf geome- 
trischem Wege zu begründen. Wenn dieser Versuch auch nicht in dem 
Grade gelungen ist, dass man mit seiner Hilfe die Theorie der ebenen 
Curven von Grund aus durch rein geometrische Betrachtungen aufbauen 
könnte, wenn auch noch einige Fundamentalsätze der Algebra entlehnt 
werden müssen, so ist doch die Anwendung der Algebra in der Geo- 
metrie durch ihn auf ein kleineres Feld eingeschränkt. In diesem Sinne 
bitte icb die folgenden Untersuchungen aufzunehmen. 

Die Methode, deren wir uns zur Ableitung der Polareigenschaften 
bedienen wollen, ist in der Analysis mit vielem Vortheil angewendet 
worden. Wir setzen nämlich die Polareigenschaften der Curven n!* Ord- 
nung als bekannt voraus und leiten aus ihnen diejenigen der Curven 
(n +1)!" Ordnung ab. Da nun die Polarentheorie der Curven zweiter 
Ordnung hinreichend begründet ist (vergl. Steiner, System. Entw.; 
Schroeter, Theorie der Kegelschnitte; Staudt, Geometrie der Lage 
ete. etc.), so kennen wir hiernach die Polareigenschaften der Curven 
dritter Ordnung, vierter Ordnung u. s. f£ Nach der Natur der Polar- 
eigenschaften der Curven zweiter Ordnung werden wir uns zuerst auf 


= 
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die ersten und letzten Polaren beschränken müssen. Aus ihnen lassen 
sich aber die anderen Polaren unschwer ableiten. 

Ehe ich jedoch zu meinem eigentlichen Thema übergehe, will ich 
noch einige allgemeinere Eigenschaften der ebenen Curven vorausschicken. 
Obgleich die Art ihrer Ableitung nicht neu ist, kann ich sie doch an 
dieser Stelle nicht fortlassen, um deutlich zu zeigen, inwieweit sich meine 
Untersuchungen auf algebraische Sätze stützen. 


‚I. Folgende drei Fundamentalsätze entlehnen wir der analytischen 
Geometrie: . 

1. Durch $n(n-+3) von einander unabhängige Punkte geht immer 
eine und nur eine Curve („. Geht durch 4n(n+3) Punkte mehr als 
eine €n, so gelit durch diese Punkte eine einfache Unendlichkeit der- 
selben, d. h. durch jeden weiteren Punkt geht immer eine und im All- 
‚gemeinen nur eine solche (,. 

2. Eine C, und eine C„ schneiden sich in m.n Punkten, 

3. Sind die Punkte einer Geraden so auf einander bezogen, dass 
jedem Punkte derselben einmal m Punkte und das andere Mal n Punkte 
eindeutig entsprechen, so fallen m-+n Punkte mit einem ihrer entspre- 
chenden zusammen. Fallen mehr Punkte mit ihren entsprechenden zu- 
sammen, so fällt jeder Punkt mit einem seiner entsprechenden zusammen. 


II. Aus diesen Sätzen ergeben sich durch rein geometrische Betrach- 
tungen viele allgemeine Eigenschaften der ebenen Curven, von denen 
wir zunächst die für uns nöthigen ableiten wollen. 

1. Durch }!n(n+3)—1} Punkte und einen weiteren beliebigen 
Punkt geht nach I, 1 nur eine („. Die sämmtlichen durch }4n(n-+3) 
— 1} Punkte gehenden („ bilden daher eine einfache Unendlichkeit. 
Durch die übrigen !n? — (An(n+3)—-ND)}=4(n—1)(n—2) Punkte, die 
zwei dieser Curven nach I, 2 noch gemein haben, müssen auch alle 
übrigen gehen, da durch jeden derselben eine einfache Unendlichkeit 
von Ourven (,„ gehen muss, die auch durch die gegebenen }4n(n+3)—1!} 

‘ Punkte gehen. Sie müssen daher mit den durch die $4n(n+3)—1} ge- 
gebenen Punkte gehenden (, identisch sein, da auch diese nur eine ein- 
-fache Unendlichkeit bilden. Wir sehen daher, dass durch die n? Schnitt- 
punkte zweier C, eine einfache Unendlichkeit von solchen Curven geht. Man 
nennt diesen Complex ein Curvenbüschel n'“ Ordnung. Die n? Punkte, 
durch welche alle Curven des Büschels gehen, heissen die Basispunkte 
desselben. Ein Büschel n'° Ordnung ist hiernach erstens durch }4n (n +3) 
—1} seiner Basispunkte und zweitens durch zwei der ihm angehörenden 
Curven bestimmt. 

2. Liegen von den n? Schnittpunkten zweier C„ fnp— $(p—1)(pr—2)} 
auf einer C,, so liegen deren noch Z(p—1)(p— 2) auf C, und die übri- 
gen n(n—p) Schnittpunkte auf einer C„_,. Denn unter den übrigen 
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n(a—p) +4(p—1)(p—2) Schnittpunkten der beiden C,„ giebt es offen- 
bar n(na—p), welche nicht auf €, liegen. Legen wir nun durch 
4(n—p)(a—p+3) dieser Punkte eine („_,, so enthält die Curve 
[+2] Ha—p) a +3) +np 4 pr Di=nla+3)—11 
der Schnittpunkte der beiden („, sie muss also nach II, 1 auch alle 
übrigen enthalten; d. h. es liegen noch 4(p—1)(p—2) dieser Punkte 
auf C, und die übrigen auf (,_,. \ 


3. Haben die Büschel (M,, N) und (M’„, N’„) eine Curve (, ge- 
meinsam, so haben auch die Büschel (M,, N„) und (M’„, N„), sowie 
(Ma, M’n) und (N, N’n) je eine C„ gemeinsam. Fassen wir nämlich die 
Curven M„ und M „ zu einer Curve 2n' Ordnung zusammen und ebenso 
N. und N’„, so liegen von den 4n? Schnittpunkten dieser beiden (>, 
die 2n? Schnittpunkte von resp. M„ und N,, M’„ und N’„ nach Voraus- 
setzung auf einer C„; dasselbe muss daher nach II, 2 auch für die übri- 
gen 2n? Schnittpunkte der C3„ gelten, d.h. die Schnitipunkte von resp. 
M,„ und N’„, M’„ und N„ müssen auf einer (, liegen, gq. e. d. 


4. Sind drei Curven An, Zn, H„n gegeben, so kann man drei an- 
dere Curven K„, An: Mn so finden, dass sie durch einen gegebenen 
Punkt ? gehen und den resp. Büscheln (Z,, #,), (An, Ma), (Kan, Zn) 


angehören. Nun haben die Büschel (Z,, M„) und (#„, M„) oder, was. 


dasselbe ist, die Büschel (Z„, K„) und (4„, /„n) die Curve M„ gemein- 
sam, folglich haben nach II, 3 auch die Büschel (AX,„, Z„) und (K,, An) 
eine C„ gemein. Diese ist .offenbar M,„, da ? im Allgemeinen kein Ba- 
sispunkt von (An,Zn) ist. Die Curven K„, An, M. gehören daher dem- 
selben Büschel an. In derselben Weise gehören zu einem zweiten Punkte 
P drei Curven K’„, An, M’„ eines Büschels.. Nun haben die Büschel 
(Kan, K’n) und (A„, A) die Curve M,„ gemeinsam, folglich haben auch 
die Büschel (K,, 4,.) und (K’„, 4„) eine Curve €, gemeinsam. Der 
Complex der auf diese Weise durch drei Curven und je zwei Punkte 
eindeutig bestimmten Curven heisst ein Curvennetz x‘ Ordnung; alle 
diese Curven bilden offenbar eine doppelte Unendlichkeit. Durch jeden 
Punkt gehen die Curven eines Büschels und je zwei solche Büschel 
haben eine („ gemeinsam. Offenbar ist ein solches Netz auch bestimmt 
durch zwei Büschel, welche eine C„ gemeinsam haben. 


Haben umgekehrt beliebig viel Büschel n'° Ordnung die Eigenschaft, 
dass je zwei derselben eine C„ gemeinsam haben, jedoch so, dass diese 
Büschel nicht alle dieselbe Curve gemein haben, so gehören sie demsel- 
ben Netz an, d. h. sie sind durch zwei derselben, (#X„Z,) und (4, M,) 
in der eben angegebenen Weise bestimmt. Denn ist ? ein Basispunkt 
irgend eines dieser Büschel, ($,7,), so gehen durch P nach Voraus- 
setzung zwei Curven, welche (S,„7,) und resp. (AnZn), (KnM„) angehö- 
ren. Durch diese ist aber das Büschel (8,7,„) bestimmt. 
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5. Ein Strahlenbüschel $S und ein zu ihm projeetivisches Curven- 
büschel n‘ Ordnung erzeugen eine Curse (n+1)'“ Ordnung. Denn 
jedem Schnittpunkte einer beliebigen Geraden & mit einem Strahl C, ent- 
sprechen n Schnittpunkte von & mit der €, entsprechenden (,„, und einem 
Sehnittpunkte von & mit einer Curve (,„ entspricht der Schnittpunkt der 
dieser €, entsprechenden C, mit €. Es müssen daher nach I,3 auf €. 
(a+1) Punkte mit ihren entsprechenden zusammenfallen. Diese sind 
offenbar Punkte des Erzeugnisses der beiden Büschel. Da dieses also 
mit jeder Geraden (+1) Punkte gemein hat, so ist es eine Curve (,„+1. 
Sie geht offenbar durch die Basispunkte der beiden Büschel und berührt 
den Strahl C’, in S, welcher der durch S gehenden Curve C„ entspricht. 
Denn irgend ein anderer durch S gehender Strahl schneidet die („+1 in 
S und den Punkten, in denen er von der ihm entsprechenden (, ge- 
schnitten wird. Fällt daher dieser Strahl mit C’, zusammen, so fällt 
einer dieser Punkte mit S zusammen. 

6. Ist S ein Punkt einer Curve („ı;, so lassen sich auf dieser noch 
4n(n+4-N) Punkte o willkürlich so wählen, dass sie zu den Basispunkten 
eines Büschels „‘* Ordnung gehören, welches mit einem Strahlenbüschel 
in S die gegebene Curve Ü,„;; erzeugt. Ziehen wir nämlich durch S 
einen Strahl C,, so schneidet dieser die („+ in noch rn Punkten «. Durch 


diese n Punkte und durch die erwähnten In(n+1) Punkte, also durch 


Zn(n+3) Punkte ist eine Curve C„ bestimmt; und zwar nur eine solche 
Curve, obwohl diese Zn(n+3) Punkte von einander nicht unabhängig 
sınd. Denn gingen durch dieselben zwei Curven (,„, so lägen von den 
Schnittpunkten zweier („ die » Punkte « auf einer Geraden; die übri- 
gen, also auch die $r(z-+1) willkürlich auf €,;: gewählten Punkte 6 
müssten daher nach II, 2 auf einer Curve („_; liegen. Eine solehe ist 
aber schon durch (2 —1)(2 +2) =}4n(»+1)—1} Punkte bestimmt, sie 
kann also nicht durch einen weiteren beliebig auf C„+, gewählten Punkt 
gehen. Die Curve C, ist also in der That eindeutig bestimmt. In der- 
selben Weise suchen wir zu einem zweiten Strahle durch S, C’,, eine 
Curve C’„. Diese beiden Curven bestimmen ein Büschel. Zwei Curven 
desselben, C„ und C’„, mögen den resp. Strahlen C, und €”, entsprechen. 
Ferner entspreche der durch einen Punkt ? von („+1 gehenden Curve 
C”„ dieses Büschels in S der Strahl SP=C”,. Dann ist die projeecti- 
vische Verwandtschaft zwischen den beiden Büscheln vollständig her- 
gestellt. Diese erzeugen daher nach II, 5 eine C'„+ı. Diese ist jedoch 
mit der gegebenen C„ı, identisch. Denn gingen durch die zr(n+1) 
Punkte 6, die 2r Punkte «@ und «’, den Punkt $ und /, welche sämmt- 
lich beiden Curven gemeinschaftlich sind, zwei Curven C„+1, so lägen 
von den Schnittpunkten zweier („+1 dien Punkte @ und der Punkt S 
auf einer Geraden. Die übrigen Sehnittpunkte müssten daher auf einer 


C„ liegen. Nun bestimmen aber, wie oben gezeigt, die In(n+1) Punkte 
16 * 


224 Eine geometrische Ableitung etc. | 


nmnnnnNTNInNNINIIDLnNNnNNNNNNn NNNNDINNINTNNrILIULTNnNNnNnNNTn 











nn 





wunnnr umnrnnr 


cs und die n Punkte « bereits eine (,„ eindeutig; diese kann daher nicht 
durch den willkürlich auf C„41 gewählten Punkt P gehen. 


III. Nach diesen einleitenden Betrachtungen gehen wir nunmehr 
zur Entwickelung der Polarentheorie selbst über. Die Polareigenschaften 
der Curven zweiter Ordnung lassen sich etwa in folgender Weise ver- 
allgemeinern: 

1. Die erste Polare eines Punktes pP in Bezug auf eine Curve (, 
ist eine Curve P,—ı (n— 1)“ Ordnung, welche die ©, in den Berührungs- 
punkten aller n(na—1) von P an („ gehenden Tangenten schneidet. 

Hat die C„ Doppelpunkte, so gehen die ersten Polaren aller Punkte 
durch diese Doppelpunkte. 

2. Die ersten Polaren der Punkte einer Geraden bilden ein Büschel 
(n—1)" Ordnung. Ist diese Gerade Tangente, so ist der Berührungs- 
punkt derselben nach III, 1 ein Basispunkt des ihr zugehörenden Bü- 
schels. 

3. Da die Büschel von ersten Polaren, die je zwei Geraden zu- 
gehören, die erste Polare des Schnittpunktes dieser beiden Geraden 
gemein haben müssen, so bilden alle diese Polaren nach II, 4 ein Öur- 
vennetz (n—1)! Ordnung. Zugleich ist ersichtlich, dass dieses Netz 
mit den Punkten der Ebene in collinearer Verwandtschaft steht. Denn 
jedem Punkte entspricht nur eine Curve und jeder Curve entspricht nur 
ein Punkt, da die Tangenten an C„ in den Schnittpunkten einer ersten 
Polare mit C„ sich nach III, 1 in einem Punkte schneiden müssen; fer- 
ner entsprechen den Punkten einer Geraden die Curven eines Büschels 
und umgekehrt. Die ersten Polaren, die durch einen Punkt O gehen, 
bilden daher ein Büschel, dem die Punkte einer Geraden entsprechen. 
Diese Gerade nennen wir die gerade oder letzte Polare von Q in Bezug 
auf C,. 

Aus ihrer Definition folgt dann der Satz: Geht die erste Polare 
eines Punktes P durch Q, so geht die Be Polare von O0 durch 2, 
und umgekehrt. | 

4. Die erste Polare eines Punktes ? von („ geht durch P; geht um- 
gekehrt die erste Polare von ? durch ? selbst, so ist ?P ein Punkt von 
Cn. Dasselbe gilt daher nach III, 3 auch von der geraden Polare. 

d. Die ersten Polaren des Punktes P einer Geraden @ in Bezug auf 
alle C„, welehe durch dieselben rn Punkte von @ gehen, schneiden diese 
Gerade ebenfalls in denselben (n—1) Punkten. Das Analoge gilt daher 
von den geraden Polaren. 

6. Die ersten Polaren eines Punktes ? in Bezug auf alle Curven 
C„ eines Büschels bilden ein zu diesem projectivisches Büschel (n — 1)!" 


Ordnung, ebenso die geraden Polaren ein zu ihm projectivisches Strahlen- 
büschel. 


- 
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IV. Wir setzen also voraus, dass diese Eigenschaften der ersten 
Polaren für eine Curve ('„ bewiesen wären, und wollen jetzt hieraus die 
Definition der ersten Polaren in Bezug auf eine Curve („+1 ableiten. 


1. Ist P ein Punkt von („+1, so lassen sich nach II, 6 auf O,41 
immer n? Punkte so bestimmen, dass sie Basispunkte eines Büschels von 
Curven C, sind, welches mit einem zu ihm projeetivischen Strahlen- 
büschel in ? die Curve C„+ı erzeugt. Nach III, 6 entspricht dann dem 
Punkte ? ın Bezug auf dieses Büschel von Curven („ ein zu ihm und 
daher auch zu dem Strahlenbüschel in P? projeetivisches Büschel von 
Curven P„—ı. Es erzeugt daher mit diesem Strahlenbüschel eine Curve 
Pn, welche wir die erste Polare von P in Bezug auf („+1 nennen. 
Offenbar ist diese Polare eindeutig bestimmt. Denn irgend einem Strahl 
durch ? müssen immer solche Curven C, entsprechen, welche durch die 


na Punkte gehen, die dieser Strahl mit C,„+ı ausser ? gemein hat. Allen 


diesen Curven („ müssen aber nach III, 5 solche erste Polaren für P 
entsprechen, welche durch dieselben (n—1) Punkte dieses Strahles gehen. 
Diese eindeutig bestimmte Curve P„ geht offenbar durch ? und berührt 
in P die Ourve („+1. Nenn der Ourve ©„, welche durch / geht, ent- 
spricht nach II, 5 in P die Tangente an („+ı in diesem Punkte; da 
nun die .eıste Polare von ? in Bezug auf diese C„ ebenfalls durch ? 
geht, so ist die Tangente von („+1 in P auch Tangente von P,„ in P. 


P„ geht ferner durch alle Berührungspunkte der von P an („xı ge- 
legten Tangenten. Denn ist 7 ein solcher Berührungspunkt, so berührt 
auch die ?T entsprechende C„ PT in T; die Polare ?„_-ı des Punktes 
P in Bezug auf diese Curve muss daher nach III, 1 auch durch 7 gehen; 
T ist folglich ein Punkt von P„. Umgekehrt sind alle Schnittpunkte 7 
von ?„ mit („+1 Berührungspunkte der von P an („+1 gelegten Tan- 
genten.e. Denn durch 7 muss dann sowohl die PT entsprechende („, als 
auch die Polare /,„_ı von ? in Bezug auf diese C„ gehen. PT ist daher 


nach III, 1 Tangente an diese C„ und deshalb auch an („+1ı. 


2. Schneidet eine Gerade die C,+1ı in den Punkten a,, @y, ... An+1; 
so entspricht jedem dieser Punkte nach dem Vorigen eine erste Polare 


P“*. Ist nun / ein Schnittpunkt von ?, und ?7’, so wollen wir zeigen, 
dass auch alle übrigen Z" durch diesen Punkt gehen müssen. Schnei- 


den nämlich die Geraden 7, und /,, die C„+ı noch in den resp. Punk- 
ten bu...bn, Ö,...b’n, 8o geht offenbar nach III, 5 die erste Polare von 
a, in Bezug auf alle durch d,...b„ gehenden („ durch £. Es geht daher 
auch umgekehrt die gerade Polare von / in Bezug auf alle durch 5, .... b, 
gehenden Curven C„ durch a,, und ebenso die gerade Polare von ? in 
Bezug .auf alle durch #, ... b’„ gehenden („ durch a,. Folglich ist a, «a, 
gerade Polare von / in Bezug auf alle durch die 2» Punkte b, .x. bu, 
b’, ...b’n gehenden Curven C,„. Nun kann man nach II, 6 auf C,y4ı 
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4n(n+1) Punkte willkürlich so wählen, dass sie zu den Basispunkten 
eines Btischels n!° Ordnung gehören, welches mit einem Strahlenbüschel 
in a« die („+1 erzeugt. Es ist aber In(n+1)— 2n=In (n—3). 
Diese Zahl ist für {fn=2} — für |n=1} brauchen wir sie nicht — 
gleich (—1); diesen Fall wollen wir noch besonders betrachten. Für 
in=3} ist sie Null und für alle grösseren Werthe von n grösser als 
Null. Wir können daher, ausgenommen wenn |=2{, die 2n Punkte 
be iv, ...b’n immer als Basispunkte eines Büschels n!* Ordnung 
betrachten, welches mit einem Strahlenbüschel in ax die („+1 erzeugt. 
Da nun a, ein Punkt der Geraden a,«,, so muss nach dem Vorigen und 
nach III, 3 die erste Polare von «a, in Bezug auf alle diese durch 5, .... by, 
b’... b5’n gehenden Curven („ durch ? gehen. P ist daher ein Basis- 
punkt des Büschels von ersten Polaren P.-ı, welches mit dem Strahlen- 


büschel in a; die /Ük erzeugt, d.h. ? ist ein Punkt dieser Polaren ?F* 


selbst, g. e d. Was nun den Fall |}n=2$, also die Ourve (, betrifft, 
so gelten folgende Schlüsse: Legt man dureh die Punkte b,b,, b,b, 
irgend eine Ourve (,, so schneidet diese C, in zwei weiteren Punkten 
b”, b",, welche mit a, auf einer Geraden liegen müssen. Denn von den 
neun Schnittpunkten der beiden Curven dritter Ordnung (, und der, 
welche aus C, und der Geraden a,a,a, besteht, liegen sechs, nämlich 
bby, bb, At, auf einer Curve zweiter Ordnung; also müssen die 
übrigen, nämlich a, b”, b”,, auf einer Geraden liegen. Die vier Punkte 
bb, 6’,b, sind also in der That Basispunkte eines Büschels zweiter 
Ordnung, welches mit einem Strahlenbüschel in a, die C, erzeugt. Ist 
dies bewiesen, so gelten dieselben Schlüsse wie vorhin. 

Es entspricht also jeder Geraden ein Büschel von Curven ?„. Ist 
diese Gerade Tangente, so ist ihr Berührungspunkt ein Basispunkt des 


ihr entsprechenden Büschels. Denn nach IV, 1 müssen alle P"* durch 


die Berührungspunkte der von a, an Ü„+ı1 gelegten Tangenten gehen. 

3. Ist s ein beliebiger Punkt von („+1 und s—a, ... a, eine feste, 
s—b, ...b„ eine bewegliche Transversale durch s, dann haben offenbar 
die Büschel (Pr', P%°...) und (PR p»i:s) die Curve ?, gemeinsam; es 
haben daher nach II, 3 die Büschel (2%, P%) und (P%, P%) ebenfalls 
eine O„ gemein. Lassen wir nun die bewegliche Gerade s— b,....bn mit 
s—4,...d, zusammenfallen, so gehen die Büschel (Dr 12 und (Dir, 12) 
offenbar in diejenigen über, welche den Tangenten in resp. a, und @, 
an C„+ı zugehören. Da nun die Gerade s—a,a, ganz beliebig, also 
auch die Punkte «a, und a, auf („+1 ganz beliebig waren, so erhalten 
wir folgenden Satz: Die Büschel, welche irgend zwei Tangenten an 
C„+ı angehören, haben je eine C„ gemeinsam; d. h. nach II, 4: Die 
Büschel, welche allen Tangenten an ©,41 entsprechen, gehören demsel- 
ben Netz an. Da nun in diesen Büscheln alle den Punkten von „+1 
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entsprechenden /, enthalten sind, so folgt, dass alle Polaren demselben 
Netz angehören. Es haben daher je zwei Büschel, welche irgend zwei 


Geraden entsprechen, eine C„ gemeinsam. 


Die Geraden der Ebene lassen sich nun auf dieses Netz folgender- 
massen collinear beziehen: Wir ordnen dem Strahlenbüschel in einem 
Punkte s von („+1 das Büschel von Ourvenbüscheln zu, welches diesen 
Strahlen in Bezug auf C„+1 entspricht; offenbar ist dies möglich, da alle 
diese Curvenbüschel dieselbe Curve P„ gemein haben, und jedem Strahl 
eindeutig ein bestimmtes Curvenbüschel entspricht und umgekehrt. Das- 
selbe thun wir für einen zweiten Punkt s’ von C,ı1. Dann ist offenbar 


_ die collineare Verwandtschaft zwischen dem Netz und der Ebene her- 


gestellt, da dem Strahle ss’ in beiden Büscheln dasselbe Curvenbüschel 


ER; , 1) entspricht. Um das Büschel zu finden, das irgend einer Ge- 
raden entspricht, brauchen wir nur zwei Strahlen sP und s’? diese Ge- 
rade beschreiben zu lassen; die Ourven C„, welche die diesen beiden 
Geraden entsprechenden Büschel jedesmal gemein haben, bilden das ver- 
langte Büschel. Da nun der Punkt ? (n-+-1)-mal die („+1 trifft, so 
muss dieses Büschel mit dem Büschel identisch sein, welches von den 
diesen (n+1) Punkten entsprechenden ?„ gebildet wird, Durch die col- 


_ lineare Verwandtschaft, welche zwischen den Geraden der Ebene und 


den Büscheln des Netzes hergestellt ist, wird aber bedingt, dass die 
Büschel, die den durch einen Punkt gehenden Geraden entsprechen, die- 
selben C„ gemein haben. Wir sehen also, dass allen Geraden, die durch 
einen Punkt ? gehen, in Bezug auf („+1 Büschel entsprechen, die die- 
selbe ?„ gemein haben; diese ?„ nennen wir die erste Polare von / in 
Bezug auf („+1. 

Sie enthält offenbar die Berührungspunkte der von Pan („+1 gehen- 
den Tangenten. Denn sie muss dem Büschel angehören, das solch einer 
Tangente entspricht; sie muss daher durch die Basispunkte dieses Bü- 
schels, also auch durch den Berührungspunkt dieser Tangente gehen. 
Umgekehrt sind alle Schnittpunkte 7 von ?,„ mit C„..ı Berührungspunkte 
der von ?P an C„+ı gehenden Tangenten. Denn 7 ist dann offenbar 
Basispunkt des der Geraden TP entsprechenden Büschels, da P,, eben- 
falls durch T gehen muss. Es müssen also die ersten Polaren aller übri- 
gen Schnittpunkte von PT mit („+ı durch 7 gehen. /Tist daher nach 
IV, 1 in der That Tangente an („+1 in T. 

Hat die C„+ı Doppelpunkte, so muss die erste Polare jedes Punk- 
tes durch die Doppelpunkte gehen, da dies nach III, 1 für jeden Punkt 
der („+1 gilt. 

4. Durch einen Punkt Q geht offenbar ein ganzes Büschel des Po- 
larnetzes von (n+1. Allen diesen Polaren entsprechen die Punkte einer 
Geraden; diese Gerade nennen wir die gerade oder letzte Polare von 
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in Bezug auf C„+ı. Dass der Satz III, 3 auch für sie gilt, folgt aus 
ihrer Definition, & 


5. Dass einem Punkte von C„+, eine Polare entspricht, welche 


durch ihn selbst geht, haben wir gesehen. Geht umgekehrt die Polare 
von P durch ? selbst, so muss ? ein Punkt von Cn+ı sein. Denn auf 
einer Geraden durch ? entsprechen offenbar jedem Punkte «a derselben 
einmal die n» Schnittpunkte der ersten Polare von a mit dieser Geraden, 
und das andere Mal der Schnittpunkt der geraden Polare von a mit ihr. 
Nach I, 3 missen daher auf dieser Geraden (n +1) Punkte mit einem 
ihrer entsprechenden zusammenfallen. Da bereits die (n+1) Schnitt- 
punkte dieser Geraden mit („+1 diese Eigenschaft haben, so muss ? 
einer dieser Punkte sein. 


6. Daraus, dass zwischen den Punkten der Ebene und dem Polar- 
netz von („+1 eine collineare Verwandtschaft besteht, folgt, dass die 
Punkte einer Geraden projectivisch bezogen sind auf das ihnen ent- 
sprechende Büschel von ersten Polaren. Lassen wir nun eine On +1 50 
variiren, dass sie mit einer Geraden @ immer dieselben (+1) Punkte 
a, gemein hat, so entspricht der Geraden @ für jede C„+, ein Büschel 
von Curven P,. Sind („+1 und C’„11 irgend zwei dieser Curven, so 
sind offenbar auch die beiden Büschel, welche &@ in Bezug auf jede dieser 
Curven entsprechen, projectivisch auf einander bezogen; zwischen den 
Punkten der Geraden @ ist daher eine derartige Beziehung hergestellt, 
dass jedem Punkte b derselben einmal die n Schnittpunkte der Polaren 
P’'„ entsprechen, welche der ?„, die durch 5 geht, zugehört, und das 
andere Mal die n Schnittpunkte der ?„, welche der ?'„, die durch 5 geht, 
zugehört, Auf @ können daher nach I, 3, wenn nicht jeder Punkt mit 
seinem entsprechenden zusammenfallen soll, höchstens 2» Punkte mit 
einem ihrer entsprechenden zusammenfallen. Nun gehen aber die ersten 
Polaren jedes der (+1) festen Punkte «a, auf @ in Bezug auf alle diese 
C„+1 durch dieselben n festen Punkte von 6. Denn diese bestehen aus 
diesem festen Punkte «a, selbst und den Schnittpunkten der ersten Po- 
laren ?„_ı von a; in Bezug auf die durch die übrigen n festen Punkte 
gehenden C„. Diese letzteren (n—1) Punkte variiren aber nach III, 5 
nicht. Wir sehen also, dass auf @ n(n+1) Punkte mit ihren entspre- 
chenden zusammenfallen. Es muss daher jeder Punkt mit einem seiner 
entsprechenden zusammenfallen, da »-+1>2. Hieraus folgt, dass die 
Polaren eines Punktes P von G in Bezug auf („+ und C’„+1 die Ge- 
rade @ in denselben n Punkten schneiden müssen. Hiermit ist also der 
Satz III, 5 auch für C„+1 bewiesen. 


7. Wir gehen jetzt dazu über, die Giltigkeit des Satzes III, 6 auch 
für Curvenbüschel (+1)! Ordnung nachzuweisen. Wir müssen hierzu 
noch einen Hilfssatz beweisen. 
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Liegen nämlich die (+1)? Schnittpunkte zweier Curven (,11 und 
C„+ı auf einer Curve C»+1, so liegen ihre übrigen Schnittpunkte mit 
C2n+ı resp. auf zwei Curven C„ und C'„. Denn legen wir durch 
4n(n-+3) der n(n-+-1) Punkte, die (,+1 noch mit (2,+1 gemein hat, 
eine Curve („, so liegen von den Schnittpunkten der beiden Curven 
(2r +1)" Ordnung Oonyı und (CaHı ton) Rt? +4n (an +3)= 
(22 +1)(rn+1)—4In(n—1) auf O,+ı. Also müssen nach II, 2 noch 
4n(»—1) dieser Punkte auf C,+ı liegen und die übrigen, d. s. die 
weiteren z(r-+-1) Schnittpunkte von (a„+ı mit O’„+ı, auf einer Curve 
C'n. Nun liegen von den Schnittpunkten der beiden Curven {C, 41 +C"n! 
und Ca +ıt+Cn} (nr +1”? +2n(a +1)=4(2r +1)(2n +4) —1I+nln—]) 
auf Ca2+1; folglich müssen auch alle übrigen auf Ca„ +1 liegen, d.h. die 
n® Schnittpunkte von €, und C’„ liegen ebenfalls auf Can +1. Hieraus 
folgt unser Hilfssatz: „Liegen die (”+1)? Basispunkte eines Büschels 
von Curven („+1 auf einer ©an+1, so liegen die übrigen z(r +1) Schnitt- 
punkte der Ourven („+1 mit Can +ı auf Curven C„, die einem Büschel 
angehören, dessen Basispunkte ebenfalls auf C,„.+, liegen.“ Schneidet 
nun eine Gerade C, eine Curve („+ı in den Punkten a, ...@n+ı und 
man verbindet einen Punkt ? mit «, ... @n+ı durch gerade Linien, so 
schneiden diese (n+1) Geraden die C„+1 in noch n(n+1) Punkten, 
die nach Il, 2 auf einer C„ liegen. Aus IV, 6 folgt, dass dem Punkte 
P in Bezug auf („4ı und }C„+C,} dieselbe erste Polare ?„ zugehört; 
und zwar schneiden sich (C, und 7, in allen zn Punkten, die sie mit C, 
gemein haben, da die erste Polare durch alle Doppelpunkte der Funda- 
mentalcurve geht. Lassen wir nun die („+1 ein ganzes Büschel be- 
schreiben, so beschreiben offenbar auch die speciellen Curven (nr +1)! 
Ordnung, welche aus den (n-+1) sich in ? schneidenden Geraden be- 
stehen, ein Büschel, da sie in ? (n-+1)? Punkte gemein haben. Dieses 
Büschel ist aber auf das erstgenannte projectivisch bezogen, da jeder 
Curve des einen nur eine Curve des andern entspricht und umgekehrt. 
Diese Büschel (”-+1)'” Ordnung erzeugen daher nach I, 3 eine Curve 
der (2 + 2)'°® Ordnung, welche aus C, und einer Oy„-+ı besteht. Auf 
dieser Can+1ı liegen nun auch die (n-+1)? Basispunkte des zu Grunde 
gelegten Büschels.. Die übrigen n(n-+1) Schnittpunkte jeder C„+ı mit 
Can +ı liegen also nach unserem Hilfssatze auf Curven (,„, die demselben 
Büschel angehören. Wir erhalten also folgenden ‘Satz: Die Reihe von 
ersten Polaren, welche einem Punkte ?P in Bezug auf die Curven eines 
Büschels (n-+1)!" Ordnung entsprechen, schneiden eine beliebige Gerade 


in denselben Punktgruppen, in denen diese von einem zu dem Funda- 


mentalbüschel projectivischen Büschel von Curven (,„ geschnitten wird. 
Daraus folgt aber unmittelbar, dass auch diese ersten Polaren ein Büschel 
von Curven ?„ bilden. Denn legen wir die Gerade €, durch den Schnitt- 
punkt zweier Curven ?„, so müssen durch ihn auch zwei Curven des 
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zugehörigen Büschels von Curven C„ gehen und deshalb alle ©,; gehen 
aber alle C„ durch diesen Punkt, so müssen es nach dem eben bewiese- 
nen Satze auch alle ?„. Es folgt ferner, dass das Büschel von Curven 
P„n zu dem Büschel von Curven („+1 projectivisch ist, da es zu jedem 
der Büschel von Curven („ perspectivisch, also auch projeetivisch ist. 
Dass die geraden Polaren von P in Bezug auf das Büschel von Cur- 
ven C„+, ein Strahlenbüschel bilden, folgt hieraus leicht. Denn schnei- 
den sich die geraden Polaren von ? in Bezug auf zwei Ourven („+1 in 
0, so müssen nach dem eben bewiesenen Satze alle ersten Polaren von 


O durch /? gehen, folglich auch alle geraden Polaren von /? durch ©. 


V. Nachdem wir so alle Prämissen, auf die sich unsere Definition 
der ersten Polare in Bezug auf eine („+1 stützte, bewiesen haben, kön- 
nen wir nunmehr alle Polareigenschaften, die sich von denen der Our- 
ven zweiter Ordnung übertragen lassen, auch für Curven beliebiger Ord- 
nung als bewiesen erachten. Mit diesen sind jedoch die Polareigenschaf- 
ten der Curven höherer Ordnung keineswegs abgeschlossen. Schon 
zwischen der ersten und letzten Polare eines Punktes ? in Bezug auf 
eine Curve dritter Ordnung ergiebt sich ein merkwürdiger und neuer 
Zusammenhang. 

1. Schneidet nämlich die gerade Polare /, eines Punktes Pin Bezug 
auf eine C, diese Curve in den Punkten «,, a,, d,, so schneiden die 
Geraden Pa,, Pa,, Pa, die C, in noch sechs Punkten, die nach II, 2 
auf einer (, liegen. Die erste und gerade Polare in Bezug auf C, und 
Pit Cs} sind offenbar identisch. Die erste Polare ?, von P in Bezug 
auf ©, geht daher durch die Schnittpunkte von (C, mit ?/,. Die übrigen 
Punkte, die C, mit ?/, gemein hat, sind offenbar die Berührungspunkte 
der von P an (, gelegten Tangenten. Dies sind aber wiederum die 
Schnittpunkte von (, mit P,, da ?, auch Polare von ? in Bezug auf (,. 
Denn P muss auf der ersten Polare von a; in Bezug auf (, liegen, d.h. 
auf der Polare von a; in Bezug auf einen Kegelschnitt, welcher durch 
die beiden anderen Schnittpunkte von Pa, mit 0, geht. Wir sehen also, 
dass (, und ?/, in den Schnittpunkten von (, mit P, je zwei zusammen- 
fallende Punkte gemein haben, d. h. sie berühren sich in diesem Punkte. 
Daraus folgt aber, dass ?, auch Polare von ? in Bezug auf P, ist, d.h. 
die gerade Polare eines Punktes ? in Bezug auf eine (C, ist auch gerade 
Polare dieses Punktes in Bezug auf die erste Polare von P für (,. | 

2. Diese Eigenschaft lässt sich in analoger Weise für höhere Curven 
beweisen, wenn wir nach unserer Methode dieselbe für eine Curve (, 
als bewiesen annehmen, also voraussetzen, dass die gerade Polare von ? 
in Bezug auf eine C„ auch gerade Polare von P in Bezug auf die erste 
Polare von / für C„ sei. Schneidet die gerade Polare P, von P in Be- 
zug auf eine („+1 diese Curve in den Punkten @,...4n+1, so verbinden 
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wir alle diese Punkte durch gerade Linien mit ?. Die übrigen n(r-+]) 
Schnittpunkte dieser Geraden mit („+1 liegen dann auf einer („. Die 


s erste Polare ?„ von P in Bezug auf C„ıı und {P,-+(n} ist dann die- 


selbe und geht durch die Schnittpunkte von ?, mit („n. Die übrigen 
n(n—1) Schnittpunkte, die sie mit („ gemein hat, sind offenbar die Be- 
rührungspunkte der von ?/ an („ gehenden Tangeuten, d.h. die Schnitt- 
punkte von C„ mit der ersten Polare P„--ı von P in Bezug auf C„. Nun 
ist ferner ?, auch gerade Polare von / für C„; denn die ersten Polaren 
von a; für C„ müssen durch ? gehen. P, ist daher auch gerade Polare 
von P für ?,_ı und deshalb auch für t?,+P.-ı}. Denn die erste Po- 
lare irgend eines Punktes O von ?, in Bezug auf {P,+P,_ı} muss durch 
diesen Punkt selbst, durch die (n—1) Schnittpunkte von /, mit Pn—ı 
und durch die Berührungspunkte der von ihm an ?„-ı gelegten Tangen- 
ten gehen; sie muss daheraus P, und der ersten Polare von Q für An-1 
bestehen, d. h. sie muss durch ? gehen. Nun gehören offenbar C„, Pı 
und (P„-ı+7,) demselben Büschel an. Da nun die gerade Polare von 
P für zwei dieser Curven, nämlich für’C, und (P„_ı+ P}), P, ist, so 
muss sie es nach III, 6 auch für alle Curven des Büschels sein, also auch 
für ?„, was zu beweisen war. Da wir nun den erwähnten Satz für (, 
bewiesen haben, so gilt er hiernach auch für alle höheren Curven, 


VI. Sind wir einmal im Besitze einer Definition der ersten und 
geraden Polare in Bezug auf eine Curve beliebiger Ordnung, so lässt 
sich aus ihr leicht eine Definition aller übrigen Polaren ableiten. 

1. Offenbar gehört dem Punkte / in Bezug auf seine erste Polare 
Pn—-ı für C„ ebenfalls eine erste Polare ?„_2 zu, wie wir dies schon bei 
Curven dritter Ordnung gesehen haben. Wir nennen sie die zweite 
Polare von P in Bezug auf („. In Bezug auf diese Curve P„_2 gehört 
dem Punkte P ebenfalls eine erste Polare ?„_3 zu; sie heisse die dritte 
Polare von P in Bezug auf C„. In dieser Weise können wir offenbar 
weiter gehen und gelangen so allgemein zur r!®" Polare }„—r des Punk- 
tes P in Bezug auf („; sie ist die erste Polare von ?P in Bezug auf die 
(r—1)'° Polare von ? für €. 

Aus dieser Definition folgt unmittelbar, dass die s'® Polare von Pin 
Bezug auf die r'® Polare von P für C„ identisch ist mit der (r +)!" 
Polare von £ für C„. Die (n—1)'° Polare ist offenbar nichts Anderes, 
als die bereits erwähnte gerade Polare von /. Denn letztere ist, wie 
bewiesen, auch gerade Polare von P„-ı, also auch von Pu-25 Pn-3; 
... Ps, Pa. Wir haben daher für die erste und (n—1)!° Polare eines 
Punktes P folgenden Satz: Geht die erste Polare von P in Bezug auf eine 
C„ durch Q, so geht die (n—1)!° Polare von O durch ? und umgekehrt. 

2. Dieser Satz lässt sich leicht verallgemeinern. Wir bedürfen 
Jedoch zu seinem Beweise noch folgendes Hilfssatzes (Cremona, Ebene 
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Curven, Zusatz zu Nr. 69c): Die erste Polare von 0,, P„—a, in Bezug 
‘ n0 . . . . 
die erste Polare von 0,, Pn—ı, in Bezug auf eine (, ist identisch mit 


der ersten Polare Pf von 0, in Bezug auf die erste Polare ?y_ı von 
0, in Bezug auf („. Zum Beweise dieses Satzes ziehe man durch o, eine 
beliebige Gerade C,; dann sei @„ das Büschel von zn Geraden, die von 
o, nach den Schnittpunkten von C,„ mit C, gezogen sind. Die übrigen 
n(n—]1) Schnittpunkte von („ mit G„ liegen dann auf einer („_ı. Da 
C„ dem Büschel (6, C,+Cn_-ı) angehört, so gehört die erste Polare 
P%_ı von 0, in Bezug auf. 0, dem Büschel an, welches durch die ersten 
Polaren von 0, in Bezug auf G„ und (€, +Cn-ı) bestimmt wird. Die 
Polare von 0, in Bezug auf G„ besteht offenbar aus (n—1) in o, zu- 
sammenlaufenden Geraden. Denn ausser der Geraden 0,0, können von 
0, an @n keine weiteren Tangenten gezogen werden, da im Allgemeinen 
keine der Geraden, aus denen 6„ besteht, mit 0,0, zusammenfällt. Es 
sind daher in 0,0, n(n—1) Tangenten an 6„ vereinigt und in o, ihre 
n(n—1) Berührungspunkte; d..h. die erste Polare von 0, in Bezug auf 
Gn hat in 0, einen (n—1)-fachen Punkt, besteht folglich aus (nr —1) sich 
in o, schneidenden Geraden @„—ı. Die erste Polare von 0, in Bezug 
auf (C,+(,_ı1) besteht, da 0, auf C, liegt, aus C, und der ersten Polare 


P„n-} von 0, in Bezug auf („_ı. Pe geht daher durch die Schnitt- 
punkte von 6„—ı mit {0, + Pu — 2}. Ist daher PP gegeben, so erhalten 
wir P„—2, wenn wir die Schnittpunkte- von C, mit Pi nit o, durch 
gerade Linien verbinden und durch die übrigen (n—1)(n—2) Schnitt- 
punkte von 6„_ı und Pa_ı die P„_2 legen. Wir sehen daher, dass o, 
in Bezug auf Pr_, dieselbe erste Polare besitzt, wie in Bezug auf 
(CP -2), d.h. Puy geht durch die (n—2) Schnittpunkte von C, mit 


P„--2. Die Polare von o, in Bezug auf (C„, also Pal geht offenbar 
durch die (r—1) Schnittpunkte von C, mit C,_ı. Da nun 0, auf C, 


liegt, so geht die erste Polare P2s von 0, in Bezug auf die ?,._ı durch 
dieselben (2—2) Punkte von C, wie die erste Polare P„_2 von 0, in 


Bezug auf C„_ı; d.h. 2% und PA” gehen durch dieselben (n—2) 
Punkte von C,. Da nun (, eine ganz beliebige Gerade durch 0, war, 


so haben P2 2 und P2a unendlich viel Punkte gemein, sie fallen also 
zusammen, 


. . . 0,0 . . 
Bezeichnen wir nun analog mit 2)” die erste Polare von o, in 


Bezug auf die erste Polare von o,.... in Bezug auf die erste Polare von 
os in Bezug auf C,„, so erkennt man durch successive Anwendung des 
eben bewiesenen Satzes leicht, dass auch P7.%"” unabhängig von der 
Reihenfolge der Indices 0,0,...0o, immer dieselbe Curve („_, bleibt. 


Lassen wir nun p der Punkte o in einen Punkt ? zusammenfallen und 
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die übrigen g derselben in einen Punkt Q, so ergiebt sich hieraus fol- 
gender Satz: Die p!* Polare von P in Bezug auf die g'* Polare von Q in 
Bezug auf 0, ist identisch mit der g'®* Polare von Q in Bezug auf die 
p'° Polare von P in Bezug auf C,. | 

3. Nehmen wir nun an, es wäre für die r'® Polare von P der Satz 
bewiesen: „Geht die r!® Polare eines Punktes P in Bezug auf eine (, 
durch O0, so geht die (n—r)!® Polare von Q in Bezug auf (C„ durch P“, 
so folgt mit Hilfe des eben bewiesenen Satzes, dass die (r+1)!° Po- 
lare die analoge Eigenschaft besitzt. Denn geht die (r +1)! Polare 
von P, also die erste Polare von P in Bezug auf die r'° Polare von P 
durch 0, so geht offenbar nach III, 3 die (n—r—1)'° Polare von Q in 
Bezug auf die r!® Polare von P durch P. Diese aber ist identisch mit 
der rte® Polare von P in Bezug auf die (n—(r+1))' Polare von O. 
Da diese also durch P selbst geht, so ist P nach III, 4 ein Punkt der 
(r— (r-+1))'® Polare von O in Bezug auf 0„, was zu beweisen war. Da 
wir nun für {ir=1} unsern Satz bewiesen haben, so gilt er hiernach 
allgemein. | 

Aus dieser Fundamentaleigenschaft der r!*" Polare lassen sich aber 
alle übrigen Eigenschaften derselben unschwer ableiten. 


Im September 1876. 
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Anzahl der Lösungen für die allgemeinste Gleichung 
ersten Grades mit vier Unbekannten. 


Von 
KARL WEIHRAUCH, 


Professor in Dorpat. 


Die allgemeinste Gleichung mit vier Unbekannten und nicht theil- 
fremden, jedoch positiven Üoefficienten ist offenbar dann vorhanden , wenn 
sowohl je drei, als auch je zwei der Üoefficienten gemeinsame Theiler 
besitzen, die unter einander wieder relativ prim sind. Wird der grösste 
gemeinsame Theiler einer Combination zur dritten Classe, in welcher 
das %k!® Element fehlt, durch b,., der grösste gemeinsame Theiler einer 
Combination zur zweiten Classe, in welcher das i und X!‘ Element 
fehlen, durch c;, bezeichnet, und sind die übrig bleibenden Bestand- 
theile der Coeffieienten durch a; vorgestellt, so hat man als allgemeinste 
Gleichung 


u 910 dobzb4 093 Co4 34 


N + %,0,b, 636, 13 C14€© 
1) Ar Den 2,159 245415712254 — M. 


um + 23436, byb, 619 C14C94 
+ 9,046, 6263 619 61393 
Sei 
4,404, =d, 
P b,b,b,b,=B, 
2) Costa, cn, 
ara 
.wv=(=lIch, 
M=p4ABw-+m, 
3) m < ABw 
>». 
Setzt man analog dem Verfahren, welches in dieser Zeitschrift [Jahrg. 
XX, S. 814, hier immer durch (III) eitirt] entwickelt wurde, ° 
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4) m + h, A, = 0 (modb;.), a a A 
>0 
hen 
5) a. = —h, + bey PIE ME 
e m+ hy A + hd + fg + hyd | 
B M; 


so wird die Anzahl der Auflösungen von 1) identisch mit der von 


Yı 1 Ca3 E21 34 
+ Y2@y 6131404 ; 
Ü Yo @y Cala = RAR airline. Baia: 
T Ya4y 12013 C23 
In dieser nun weiter zu untersuchenden Gleichung ist der kleinste 
gemeinsame Dividuus der Üoeffiecienten PR, gleich P gesetzt worden, in 
Analogie mit den früher bei den Gleichungen ohne gemeinsame Theiler 
der Coefficienten eingehaltenen Verfahren [s, diese Zeitschrift XX, 2, 
S. 97, hier immer durch (I) eitirt]. 
Wird y,=r gesetzt, so entsteht 
8) By+ By + Py,=pP+tu-—rd, 
und man hat unter Anwendung der nämlichen Bezeichnungsweise für die 
Anzahl der Lösungen, wie in (I) 


hpP+W= Dts(pP+u—rB,) 


el 


9) r=pP:B, 


— D flpP+u—rB)+ fl). 
1 


r—z 


kK—4 


Um %(pP+u-—rB,) zu bestimmen, löse ich nach (III) die Con- 
gruenzen 

\ u—rB, +k,B,=0 (mode,,), 

10) u—rB, +12, =0 (mode,,), 

| u—rB, +m,B,=0 (mode,,), 
wobei die Bedingung einzuhalten ist, dass die k, /,m >0, aber kleiner 
als der betreffende Modul seien. Durchläuft r die natürliche Zahlenreihe, 
so stimmen die c,, ersten X mit den Gliedern der Zahlenreihe von 0 bis 
€ —1 in irgendwelcher Ordnung überein und kehren dann immer in 
der Distanz c,, wieder; dasselbe gilt von den ! und m in Bezug auf c,; 
und c,,. Nach der Distanz 0,056, =v treffen also die nämlichen Werthe 


von k, ! und m wieder zusammen, so dass 
11) , mn, an m rumm, 

Ist | 

R BE HR Br u Em 

so erkennt man sofort, dass 
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13) 4 mr — Bit. 

Setzt man nun in 8) 

14) ek Ht 692: Yarlıt ln Nam Fe 
so geht 8) über in | 

15) Aglgstgt Ayla 25 + 4,05, =pdAuFn, 
und man hat 

16) ß(pf+u—rB)=fh(pdu+n,). 


Die Gleichung 15) hat. keine gemeinsamen Theiler in den Coefhi- 
cienten; sie kann also sofort nach (I) behandelt werden. 


Solecher Gleichungen sind E vorhanden, da r alle Werthe von 1 


B, 


PUB, ; t : 
bis — durchlaufen muss; theilt man dieselben der Reihenfolge nach in 
= 


Pe s 3 \ 
p Classen von je re Gleichungen, so werden die Absolutglieder 
1 
der A!" Olasse (k=1,2,...p) 
A hä 
pdäu+m, r=(kh—]1) 2 v+1l bs r= —o 
1 € 


oder mit Rücksicht auf 13) 


(h—1)4 ne A 
BAUR u B; DET 
deale 
A 
Au(p—h+1l)+n,, r=1,2,... em 
{ 
Mithin 
r=pP:B, 
AM)=t(pP+W)=hlW)+ 2 fr(pP+u-rB)) 
nl 
17) ep r=d, 
WED Daun 


heilsirz1i 


Die Gleichungen der A! Classe ordne ich nun der Reihenfolge nach 


A = 
Ins Gruppen von je v; es werden die Absolutglieder der i'" Gruppe 
1 


(=1, Au en 
1 


 Au(p—h+l)+m, r=Üe—1)o+1 bis r=io 
oder mit Rücksicht auf 13) | 
Au(p—h+l)+m, —-(Gi—-1)B, r=1,2,...v 
Aus 17) wird dann 


18) ,(M)=/,(w) DD 


ld _ Eon 


nv, 
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. Bestimme ich nach (I) die Anzahl der Auflösungen für die Gleichung 
19) @g05425 + 4569425 + a, 692, = du(lp—h+1)+ mr — (i—1)2,, 


so sind die dort gebrauchten Bezeichnungen p, P, 0, m zu ersetzen durch 


Au 
a(p—h+1), PER AgCz, + Qg6y4 + 440g, Mr —Ü—1)B, 
1 , 
fs (Au(p—h+1)+n, — Ü—1)2,) 


ß — h+1) Aa, ı 
20) = fm 1a) et 


4,6, + d, N 
2 


und man erhält 


+(p—h+1l)a, (#-- G—1)B, — 


Führt man hier zuerst die Summation nach i aus, so entsteht 


3 A:dı Ara, 
21) D’ nlaulpr+1) 4m — as B,) 
| De! 


BP Z ; h+1)? 


N 


Bevor die Summation nach r hin vollzogen wird, mag > 7, be- 
rl 


stimmt werden, 
Aus 12) findet man 


rZzU 


22) Be, er Dur Dr Im, 


Del 


also nach dem früher über k, ! und m Bemerkten 


V® 
v(c 
Kr — Kr u e 
> : "3 
Sr Ds), 
1 1 


DD .- ru) 


23) 


oder 


Tasz2 2 
Daraus 
nevind: a, TeUrzdea 
ED, f(Au(p—h+1) + mr — (i—1)2,) > BACH (e—1)2;) 
welt earnet 
25 A:C(p—h 105 AC B,+B B B 


wenn die r nicht enthaltenden Theilsätze mit » multiplieirt und einige 
einfache Reductionen ausgeführt werden. Man hat ferner 
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik, XXIT, 4. 17 
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RD 

p(p+D@2r+1) 
Sip-nrıy-rietnartn), 
Se a le 
nu 2 


Die Summation nach 4 ergiebt also, wenn nach Potenzen von p geord- 
net wird, 





P2p?  Pp? B,+B;+B,+B 
Kae Tara an .) 


22) 


IE 


ae) ne) 


rLÖ:=0 





wo noch A:a,=g gesetzt wurde. 

Die Coefficienten von p° und p° sind symmetrisch hinsichtlich der 
B;, der von p wird es ebenfalls sein müssen. Hält man diesen Gesichts- 
punkt fest, so lassen sich die noch weiter erforderlichen Rechnungen 
stark redueiren; man braucht nämlich bei der Bestimmung dieses Coeffi- 
cienten nur die Theilsätze beizubehalten, die u“, u2,, 2%, 2,2, enthal- 
ten; die fehlenden werden im Resultat nach dem Princip der Symmetrie 
ergänzt. In dieser Weise will ich bei der Bestimmung der noch übrigen 
Doppelsumme vorgehen. 

In dieser Zeitschrift (s. XX, 2, 8. 115) ist als Anzahl der Lösungen 
für die Gleichung @,2,+%%, + 0,2%, = A die Formel aufgestellt worden 


AA-( +, +W))— ala (++) 


2) Kenn m 
wenn (bei Abwesenheit von gemeinsamen Theilern) 
en rt 72 0 
29) II=0,00, A=u (modIl), zn. 
Für die Gleichung 
30) 4y0z42g tr 4509425 4 440992, = Ur —ÜB, 
hätte man also 
A=m,.-—iB, 
31) = a,a,a, 0950404 = AU, 
tt — ll, tal, tr NyC9, 
W= Pte 
wenn 
| \ m—iB =, (moagu), 
32) >: 
Pr,i Ber 
x qu. 


Da 9,,; nur vom Modul gu, d. h. von 2,, B,, B, abhängig erscheint, 
so kann man im Hinblick auf das oben ausgesprochene Prineip sofort 
abgekürzt schreiben 
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ur 











ne PT u). 
3 1 yet oe. 


33) 2qu 
E nr — 2miB t@Br— acynr 4 0 Bio..i Mr 
2gu 
Mithin 


r=v i=g—] 


fa (fr — iB)=- 


IM 


1 
— 





2u 


34) ln 10 gen 
u zen i> 1 
2 2 n 
Bfv > i Ayla > Tr AgCy, B,v = i 





10 | U 
2 Du 2u + 2gu ER; 
Aus 
35) „eBrthB +... 
® 
fand sich schon früher 
r=v Bü B,(o Hr 1) B, EN er 
36) Zm=e- Te ae IE 44 
Man erhält 
37) ne er e2r Br 2 Br, 
Na re En Bee re. 
also 
nV le 2942, I; De 
38) m. va Ve 
Es wird 
SI —-_—. D r- a, 
r! — Ex 
39) : a 
| : m... ı.) 
we 
i—=0 I = 


Setzt man diese Werthe in 34) ein, indem man nur die früher genann- 
ten Werthe berücksichtigt, so kommt, wenn Alles auf F, C, Z, und 2, 
redueirt wird, schliesslich zum Vorschein 


ent eg—i 
2 B,P_ Pp2 
1 1 8% 
I gurrg 


|= 
as. 
& 





or 
Pin 
a 
er | 
| 
> 
— 
| 
os m 
Pe 27] 
w|*, 
| 
>) 
| 
— 
iR 
B| 
Mn 


Fi) 


40) r=Vv 
( = 2 | 
€ ® ee r= 
+ B, B, ae a _ BT 


v 


Ergänzt man zur Symmetrie und setzt zu diesem Zwecke vor den letz- 


ten Theilsatz einfach ein Summenzeichen, so entsteht 
ö 17* 
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r=v iag—l 

IE B,+B,+B,+B P 
Be ee Ne. 
ln 

BP+B’+B’+By P(B,+B,+B;+B,) P 
A NE ee 


+ BB; an un = 2, u 


== 


[ ( rate ee 
olaie 2 24 

P B+B; EB, 2EI NP 
42) -5(, ZH Ar AHA) LT 


4 (I E —ı 


Es fallen also in 27) die Theilsätze des Ooefficienten von p, welche ? 
enthalten, ganz weg. 


v e 
NT 
Einer Untersuchung bedarf noch der Ausdruck 2 rk,. Da die k 


immer nach c,, Gliedern wiederkehren, so hat man, wenn ®:0,=6, 


o-1 r=c» 


Ke > >r (scoa+r)kr 





r —'Ca 


rer 
43) > en Hz 


/ wu 


r —.CR2 


_ ®—6)(ea 1) = 
Eee ap 
3 
Ich werde in einer späteren Abhandlung beweisen, dass es nicht 
VOR 


möglich ist, die Summe rk, allgemein durch die Coefficienten der 
| 


ursprünglichen Gleichung darzustellen. 


Der Ausdruck Dirk soll in einer etwas andern Weise gefasst 
werden, um dann das Gesammtresultat hinzustellen. 
Es war ursprünglich 
44) u rB, +k,B,=0 (modec,,). 
Sucht man nun aus den Congruenzen 


45) u—2 + Bl, =V (mode,5), 
B, = Zt, (mod e,5); 
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wo Ah, und e,>0, aber <c,, sein müssen, so erkennt man in den %-, 


die Reste der arithmetischen Reihe As + (r—1)es, r=1,2,...e,, nach 
rZzCı 

dem Modul c,,, oder rk, kann genommen werden, wenn man die 
Del 


Reste jener Reihe mit dem zugehörigen Index multiplicirt und die Pro- 
ducete addirt; ich nenne den ganzen Ausdruck eine Restproductensumme 
und will später eine Theorie dieser schon durch die Rolle, welche sie 
in der hier behandelten Aufgabe spielen, merkwürdigen Summen geben, 
wobei Reductionsformeln für grosse Moduli, bei denen die Rechnung 
sonst sehr umständlich wird, entwickelt werden, nebst Tabellen für eine 
Anzahl von Moduln, die für die gewöhnlichsten Fälle ausreichen. Jene 
Summen mögen durch (As, E12). bezeichnet werden. Scheinbar verstösst 
der Ausdruck 2, B;(hia, &ı2)., gegen das Princip der Symmetrie. Ich 
werde später zeigen, dass, falls 

— B,+h,B, =0 (mode,,), 

B,=e,P, (modc,,); 


auch stets (A3,, E91). = (Rıas &i2)e, Ist, wodurch die Symmetrie wieder her- 


46) 


gestellt ist. 
Das Endresultat mag hier übersichtlich zusammengestellt werden. 
Es sei gegeben 
x, 0, byb5 by 093 Cz4 034 | 
+ %gagb, b3byC13 1434 —M 
+ 2345b, by, 619 C11°24 
+ 240,5, 0 ERRER 
wo die 5b und c immer grösste gemeinschaftliche 'Theiler bedeuten, 
Aa = A, College —=l, AC=P, 
>0, 
M=pP er 
p + m, m < P, 
m+h,4«=0 (modb,), k=1,2,3,4, 
| hr >, 
| Be br, 
_mth 4,+%,4,+ h;,4 st i,d, 
666,6, 
Q, 694695034 = Bj, AyC1z 61464 = Pa, 
Az C9 6464 = Pr YlızCız6a = Pi: 
fı(w)= Anzahl der Lösungen der Gleichung ZA,2,+ B,x23+ P;,x;+ B,x,=u, 
u— B+hrdr =0 (mode; ;), B;Z= ex Br (modc;r), 
NND 347 2,8344, hl >0, 
ik 3 er)< Cik; 
B+b+PB+Bb,=S,, 
B?+B’+ Be Bann 
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Dann gilt für die Lösungsanzahl /,(M) der Gier Gleichung die 
Formel 


S.) 4 (u 3) 5, 


11 Pr . Pr? 
ums [era | ee 


i=3 kA R 
+2 2, B; Bı Fre Kr (Rik, Eik)e;zx ) 
i DE m . 
ı=lk=i-1 4 Cik 


Man übersieht sofort, dass für , =1, «r=1, d. h. für eine Gleichung 
mit theilfremden Coefficienten, genau das in (I) abgeleitete Resultat zum 
Vorschein kommt. 
Ein Zahlenbeispiel mag den Schluss bilden. 
Es sei gegeben 


130, + 84x, + 330 2, + 693 x, = 360449, 


44) 


db, >=.34 „= 1, a =13, 
i Bel, en a 
b,=1, (g='l, ar 
s,=2, = a,= 3, 
CT, 
mil, 


A=78,. 5, 555,5,=6, 0 985,7 = 00308 
M=2P+89,. 9 =2.m==89, 
89 +130%,=0 (mas). =T1, 07 a, ed 
89 +693%,=0 (mod2), Ayhy+Aghg+ Ayh,+ A,h,—= 823, 
ut _ 19, 
B,=65,.1.B=14, Di=n5, HB Ban 
S=8065, 8500802: 
65%, +14, +558, + 2312, =u= 152, 
ergiebt /,(u) = 0. 
152—65+ 14%,=0 (modi1), 65= 14e,(modil), hg=4, eg=7, 
152 — 654 55%, =0(modT), - 65= 5de,, (modT)," I, Brme 
152 — 14+231%,,=0(mod5), 14=231e,,(mod5), Au=2, ui 


ahead, Tegel mt, 


Sjrdakslt0% 
M— 3 ’ 
300302.23 30030.22.61 . 2 (612 60807 
71860329) 7 6.35 2.385.2 3512.22 924 








112-1 Dar wer 1.8, 3.31) ea -1 (2,4), 
+65. 1a( i 7 ")+65.55 +14.231 (2 - )). 


NINE. 
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Zur Bildung von (4,7),, hat man 
1-2 3 + 5 6 7 8 9 10 11 
Reihe: BT 180 2577322 539: 746. 53°  60:.1:67%0 74 
Reste: ER 0 FREI 
Producte: 4+ 0+214+12+50+36+14+72+45+10+88=352, 
(4, 7), = 352. 
Für (3,5), 


1 2 3 4 5 6 7 
Reihe: SEEN SESELSIH2 ENDEN VZZ 
Reste: aa 05H stsRirhl 5 
Producte: 3+2+18+16+10+ 0+35 =84= (3, 5), 
Für (2, 4), E 


L DIN 4 5 
Reihe: 27.631009 14.18 
Reste: 21.0 4 3 
Producte: 2+2+ 0+16+15=35 = (2, 4),. 
Setzt man diese Werthe oben ein, so entsteht 


f (360449) = 3118325. 


xI% 


Ueber einige Anwendungen der elliptischen Functionen 
auf sphärische Kegelschnitte. 


Von 
Prof. ENNEPER . 


in Göttingen, 


Für confocale ebene Kegelschnitte bestehen bekanntlich die beiden 
folgenden Sätze: 

Wenn von einem beliebigen Punkte einer Ellipse an eine confo- 
cale Ellipse zwei Tangenten gezogen sind, so ist der Ueberschuss der 
Summe dieser Tangenten über den zwischen ihren Berührungspunkten 
enthaltenen Bogen der Ellipse constant. 

Wenn von einem beliebigen Punkte einer Hyperbel an eine mit 
ihr confocale Ellipse Tangenten gezogen werden, so ist die Differenz 
der Tangenten gleich der Differenz der Ellipsenbogen, bestimmt durch 
die Berührungspunkte der T’angenten und den Schnittpunkt mit der. 
Hyperbel. 

Sehr einfache geometrische Beweise dieser Sätze findet man in dem 
bekannten Werke von Salmon: Analytische Geometrie der Kegelschnitte, 
deutsch bearbeitet von Dr. W. Fiedler. (Artikel 262 und 263). Wen- 
det man analytische Betrachtungen an, so lassen sich die beiden Sätze 
durch Anwendung der Additionstheoreme der elliptischen Integrale erster 
und zweiter Gattung auf Ellipsen- und Hyperbelbogen ohne Weitläufig- 
keit herleiten. 

Nicht so einfach gestaltet sich. die Rechnung, wenn an Stelle der 
ebenen Kegelschnitte sphärische Ellipsen und Hyperbeln treten. Die 
Bogenlängen dieser Curven erscheinen bekanntlich in Form von ellipti- 
schen Integralen dritter Gattung. Die Anwendung des Additionstheo- 
rems für derartige Integrale führt leicht zu sehr ausgedehnten und com- 
plieirten Rechnungen, deren Umgehung durch Anwendung möglichst 
symmetrischer Formeln im Folgenden versucht ist. Der leichteren Ueber- 
sicht halber mögen einige Formeln vorausgeschickt werden, welche sich 
auf sphärische Kegelschnitte beziehen, 
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I. Den geraden Linien der Ebene entsprechen auf einer Kugelfläche 
Bogen grösster Kreise, ist also von der Distanz zweier Punkte auf der 
Kugelfläche die Rede, so wird als Mass derselben der Bogen des Kreises 
angenommen, dessen Ebene die beiden Punkte und den Mittelpunkt der 
Kugelfläche enthält. Analog wie in der Ebene sei eine sphärische Ellipse 
oder Hyperbel durch die Bedingung bestimmt, dass die Summe oder Dif- 
ferenz der Distanzen eine= Punktes der Curve von zwei festen Punkten 
der Kugelfläche constant ist. 

Es seien F, und F, zwei 
feste Punkte der Kugelfläche, 
F,F,=2: die Distanz der- 
selben, € die Mitte des Bo- 
gens F,F,, so dass 

CH=CHK=e 

Ein Punkt ? der Kugel- 
fläche sei durch die Beding- 
ung bestimmt, dass PF + 
PF, constant ist. Der Punkt 
 P werde mit den Punkten 7,, 
C und Z/, durch Bogen verbunden. Man setze 

DR = uEeno, PC 


Ferner sei LPCF,=w. Die beiden sphärischen Dreiecke PCF, und 
PCF, geben 





C05 0, = 6080 C08SE + sing sine cosy, 
C08 0, = 00859 C08S E — sing SINE CoSW. 
Durch Addition und Subtraction dieser Gleichungen folgt 


C0SQ C08 & = ame rt ct, 
sing C0SE cos) — ee us = re: 5 91 


Bedeutet & eine Constante, so ist für die sphärische Ellipse 0,-+ 0, = 2«, 
für die Hyperbel 09, —o,=2«. In beiden Fällen geben die vorstehen- 


den Gleichungen AU gu) 
o cHs 2 ( sin o sin & cos) ) 1 
; cos « sin & 5 
oder 
1) cot? 


cos? sin? ay 
. lang?a cos? 





cos? « 
Für die Ellipse ist e <a, für die Hyperbel dagegen ist > «. 
| Es sei r der Radius der Kugelfläche, der Mittelpunkt derselben sei 
der Anfangspunkt orthogonaler Coordinaten. Die Axe der z möge den 
Punkt € enthalten, der Bogen #,CF, liege in der @z-Ebene. Für einen 
Punkt (x,y,z2) der Kugelfläche finden dann folgende Gleichungen statt: 


a un: Eon RER FR 
“ 3 u a Te 
Fr TEN e S cs . 
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e Y S b 2 
2) — =sinocosy, —=sinosiny, —=C0Sp, 
e r r 


wo o der Winkel ist, welchen der Radius vector des Punktes mit der 
z-Axe bildet, und % der Winkel ist, welchen die Projeetion des Radius 
vectors auf die «y-Ebene mit der &-Axe einschliesst. Für eine sphä- 
rische Ellipse oder Hyperbel findet a e und die Gleichung 
1) statt. 
Für die Ellipse setze man in 1) 

cos? & 2 h i _ 050 

—1=tang?ß, d.i. en 


Die Gleichung 1) nimmt dann folgende Form an: 

cos®ıy , sin? 

lang? a tang? ß' 

Statt des Winkels y führe man einen Winkel 9 mittelst der Gleichung ein: 





3) 


cos? « 


4) eo a 


tang a 
oly—= —— I ; 
5) colay PET: ang p 


Die Bu cNE 4) geht hierdurch über in 
6) lang? og = lang? « sin? p + tang?B cos? p 


Unter Zuziehung der Gleichungen 5) und 6) nehmen die Gleich- 
ungen 2) folgende Formen an: 











RR | tang a sing a sina cosß sing 
r  Y1-+ lang:a sin®p + tang?ß cos? ” V cos? « cos? p + cos2ß sin? 
7) YET tangß cosyp sinß cosa cosp 
r  Y1+tang? a sin?p + lang? ß 8 cos? p p Vens acos®®p-+ cos? ß sin®o 
| 2 1 cosa cosß 
: 


Y 1+ lang? « sin? + tang?ßB cos? y 2) Y c0s? « cos? p + cos2ß sin? p 
Durch diese Gleichungen ist ein Punkt der sphärischen Ellipse in Func- 
tion des Winkels @ bestimmt. Definirt man die excentrische Anomalie 
für die Kugelfläche ganz analog wie bei einer ebenen Ellipse, so ist @ 
das Complement der excentrischen Anomalie. Da e<a, so ist infolge 
der Gleichung 3) auch P <e. 

Bezeichnet man durch ds das Bogenelement der sphärischen Ellipse, 
so geben die Gleichungen 7) 





8) 1 ds _cosacosß Y sin? a cos’p + sin?ß sin? p 
| r do cos?« cos?p + cos?ß sin? p j 
Man setze 
2 2 
sin? «a — sin? ß ’ 
a B 
9) 3, =, MAHRR—1, e 
oder 
10) snß=ksine, cosß= V1-— %? sin: a, 


Nimmt man ferner p=amw, so nimmt die Gleichung 8) die 
Form an 
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1 ds sinay1-—k? sin? « Pamm 


r dw COS «& 1 + A? tang? a sin?ammw 


11) 





Setzt man endlich «= am (a, k'), also, für i=y-1, 





; sinamaı 1 — Aamai 
12) sina= ———, cosa = ————, V1-— KR sin? a = ——, 
icosamai cosamai cosamai 
so wird die Gleichung 11) 
1 ds sinamai Jamai Aammw 
r dw  iceosamai 1 — k? sint<am ai sinöammw 


Durch Integration in Beziehung auf » nimmt die rechte Seite der vor- 
stehenden Gleichung die bekannte Form eines elliptischen Integrals drit- 
ter Gattung an, welches sich leicht auf die von Legendre betrachtete 
Normalform reduciren lässt. 

Die Gleichungen 7) lassen sich durch die beiden folgenden bekann- 
ten Gleichungen ersetzen, welche die sphärische Ellipse als Durchschnitt 
der Kugelfläche mit einer elliptischen Kegelfläche definiren, deren Spitze 
im Mittelpunkt der Kugelfläche liegt: 


14) +fpP+=tr, 
2 LES 
10) lang? « 15 tanf?ß 


Die berührende Ebene zur Kegelfläche im Punkte (x, y, z) schneidet 
die Kugelfläche in einem grössten Kreise, welcher gleichzeitig die sphä- 
rische Ellipse im Punkte (x, y,) berührt. Sind X, Y, Z die laufenden 
Coordinaten, so ergiebt sich mittelst der Gleichung 15) 

Bo U 2.7, 
tang?a  tang?ß 
als Gleichung der Ebene des bemerkten Kreises. Substituirt man für 
&, y, z ihre Werthe aus 7), so folgt 
X sing 7.0089, 


16) tang «& tangß 








Durch diese Gleichung ist die sphärische Tangente im Punkte (x, y, 2) 
der Ellipse bestimmt. 


U. Es sei (x,,%,, 2,) ein Punkt einer zweiten sphärischen Ellipse, 
welche mit der ersten concentrisch ist und deren Brennpunkte auf dem 
Bogen F,F, liegen. Analog wie die Gleichungen 7) hat man 











2% lang a, Sin, 

ın Yıch ten B,cosp, | 
r  Yil-+tang:a, sin? p, + tang?ß, cos?p, 
SEEN ER ET 
SETTIIEEETRIE 


ur « 


nn nn 
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wo 9, ein variabeler Winkel ist. Fallen die Brennpunkte beider Ellipsen 
zusammen, d. h. sind dieselben confocal, so folgt nach 3) 


c0sa Cosa, 
cosß cosß, 





Durch Quadrirung dieser Gleichung folgt 


I+tang’e, 1-4 tang?Pß, 
1+ lang It tang?ß 
oder 
(1 tang? PB) tang?a, — (1+ tang?e) tang? B, = lang? — tang? PB. 


Diese Gleichung durch (1-+ tang?Pß) tang?« dividirt, giebt 
nz a sin? ß ( A) - sin? «a — sin? B 


lang. sin? & \tang ß sin? 


= 27 Bi = En 
lang a Lang ß ; 


Die vorstehende Gleichung lässt sich ersetzen durch die beiden folgenden: 








I 


d. i. nach 10) 





tange, Jamb tangf, 1 
fange cosamb’ tangß cosamb 


18) 


Lässt man amb variiren, so geben die Gleichungen 17) und 18) 
alle confocalen sphärischen Ellipsen, zu der Ellipse bestimmt durch die 
Gleichungen 14) und 15). 


Liegt der Punkt (x,,%,, 2,) auf der sphärischen Tangente zur ersten 
Ellipse im Punkte (x, y, z), so muss die Gleichung 16) bestehen für 
f=x, Y=y, Z=z,. Wegen der Gleichungen 17) erhält man 








lang o, . ö lang ß 
1 —, 1 sul 
9) a sinp sing, + OB COS COS p, : 
d. i. nach 18) 
20) Aamb sing sing, + cosp cosp, = cosamb. 


Nimmt man zur Vereinfachung p, =amu, so giebt die vorstehende 
Gleichung für 9 die beiden Werthe am(u+b) und am(u—b). Legt man 
also vom Punkte (X,,%,,2,) an die erste Ellipse zwei sphärische Tan- 
genten, so ergeben sich aus 7) die Contactpunkte für g=am(u+b) und 
p=am(u—b). Ist s die Länge des zwischenliegenden Bogens, so giebt 
die Gleichung 11) 


u+b 
4 
s  smay1— K” sin:« Aammw nd 
as | ee u Se Be De a Era Es um Y 
une 
> COS & ; Re k? tang“ a sin“ am w 
U— 


oder 
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b . 
s  2sinay1— k? sin?a SP amm 4 
u —— fe nn 41 
r cos « 1+ A? tang? a sin?amm 
0 
u+b u b 


sinay 1— k’? sin: « 
el 


sinay 1—R? sin?a —i? sin’ a 
ef: f f en 


Die Anwendung des Additionstheorems der elliptischen Integrale 


dritter Gattung giebt 
b 


s 2sinay1—k”sin:a Aamw 
eu 2 2 er dw 
r COS & 1-+ k* tang‘ a sin“ am mw 

0 


k? lang V1— RK? sin? 
ns ER 
Ehe 1 +2 tang? a — k? tang? « cosam b cosamu cosam(u+b) 
h2tange Y1— k'? sin? « 

u 


sinamb sinamu sinam(u+b) 


sin amb sinamu sinam (u— b) 


— arclang ——o—g— 
21 + k? tang?a — k?tang?a cosamb cosamu cosam (u— b) 
oder kürzer 





b 
s 2sinaV1—K!?sin« A ammw 
21) -—= ER VA Es € a 0, 
r cos & 1+ A tang? a sin®ammw 
— arclang Ö, 
wo 
Ketangay1— k?sin?a . 3 
ae sinamb sinamu sinam(u-+- b) 
cos? « 
arclan 0 == Ar ClAN|d — ———— 
99) z 91 + A? tang? a — k?tang? a cosamb cosamu cosam(u+b) 


k2tangay 1— k'2 sin? a 

cos? « 
Me 
a 4 +42 tang? a — k? tang? a cosamb cosamu cosam(u— b) 


sinamb sinamu sinam(u—b) 


Die Nenner auf den rechten Seiten der Gleichung 22) lassen sich 
noch etwas vereinfachen mittelst der Gleichung 


k?+k? cosamu cosamb cosam(u+b)= Jamu Jamb dam(u+b). 


Man wende auf die rechte Seite von 22) die Relation an 





c+r 
arclang 6 + arcltangr = arclang a, 
0. 


so dass die bemerkte Gleichung die Form annimmt 
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WINNIE INIITNNNINIITII IANANMNNNNNINTN INN 


c+r 


FF 





Entwickelt man sinam(u+b) und cosam(u+b), so ergiebt sich, 
dass Zähler und Nenner von ® durch 1-+ A? tang? a sin? amu theilbar sind. 
Mit Weglassung dieses gemeinschaftlichen Factors findet man 


22 tangay1-+ Kk?tang? « & 
21 tangay1+ Klang’ « sinamb cosamb Jamb sin? amu 
COS & 


en (1+ %? tang?a sin®amb)? + Hk? sin’ amu e 
H =tang? a co®amb A?amb — sin®amb(1+ tang?a)(1-+ k?tang? «). 


tangamai 


Man setze nach 12) sine = ‚Es ist dann 


Ü 


2 tanga Y1-+ KPlang?« 


cos« 


sinamb cosamb Jamb 


—= — sinamaicosamai Aamaisinamb cosamb Jamb 
i 


. 2 . . 92 . 
sin? am(ai+ b) — sin®am(ai— b I 
— ale Nr) (1— A? sin?amai sin®amb)®, . 


2i 
H=— (sin? amaicos®amb A’amb + sin®amb cos?ami J?amai) 
. 2 . . 92 . 
sincam(ai + b) + sin? am(ai— b y A 
— -- a (1 — %k? sin?amai sin®amb)%. 


Die Gleichung 23) lässt sich hierdurch auf folgende Form bringen: 
[sin’am (ai + b) — sin’am(ai —b)]sin’umu 

2 — k2[sin’am(ai+b)-+ sinam(ai —b)] sin?amu' 

Setzt man zur Vereinfachung 


| M=1-—1#sin®am(ai+b) sin®amu, 


0—=%2 


2 
4) ) N=1-- k? sin? am(ai— b) sin’amu, 
so ist einfacher 
N—M 


Durch die vorstehende Gleichung ist der Werth von 9 in der Gleichung 
21) auf seine einfachste Form gebracht. 


Es seien wieder (x,y,2) und (&,,%,,2,) zwei Punkte der beiden 
confocalen Ellipsen; die Länge des Verbindungsbogens werde durch A 
bezeichnet, so dass 
ct, tyYyı +22 

r? r 


cosl = 


Mittelst der Gleichungen 7) und 17) giebt die vorstehende Gleichung 


cosA Y1-+ lang?a sin? p + lang? cos? p YVl-+lang?a, sin? p, + tang? PB, cos? p, 


— tanga bang a, sing sing, + lang tangß, cosp cosyp, +1 
oder 
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wurnerr 


tang? A (lang & lang a, sin p sing, + tangß tangß, cosp cosp, +1)? 
= (lang a sing — lang a, sing,)’ + (lang, cos p, — lang cosp)? 
+ (tang « tang ß, sinp cos p, — lang a, lang ß sin p, cos p)*. 
Setzt man für tangß, tange, und langß, ihre Werthe aus 10) und 
18), so folgt 
tang? A [tany®« IJSambsingsiny, + a BEP TE: + cosam | 
| 3 1—.k'? sin? a 


= lang? « (sing cosamb — sing, Jamb)? 


26) K? sin? « 
2 
+ Ta er ea cosamb) 
k2 si 4 
ı en (sing cosp, — cosp sing, Jamb). 
& 


cos?« (1— k’2 sin? 
Zwischen den Winkeln @ und 9, finde die Gleichung 20) statt. 
Setzt man für cosamb seinen Werth, nämlich 
. cosamb = Jambsinp sing, + cospcosyp,, 
so folgt 
sinp cosamb — sing, Jamb=(sinp cosp, — cosp sing, Jamb) cos, 
cos p, c0sp cosamb = (sin cos p, — cosp sinp, Jamb) sing. 
Mittelst dieser Gleichungen transformire man die rechte Seite der Gleich- 
ung 26). Im Factor von tang?A setze man nach 20) 
c0Sp C0Ssp, = Ccosamb — Jambsinpsing,, 
so dass 
k'2 sin? cosp cosgQ, 
1—k?sina 
cosamb cos?« + k? sin®« damb sing sing, 
= (1— KA? sin? «) cos? « ; 


Die Gleichung 26) lässt sich hierdurch auf folgende Form bringen: 


tang?a Jamb sing sing, + + cosamb 


tang?) [cosamb + k?tang?a Aamb sing sing,]? 
= lang? a (1— k’? sin? «) (1— k? sin? p) (sing cosp, — cosp sing, Jamb)®. 
Man setze 9, =amu. Für p=am(u-+b) seid=4,, fürrpg=am(u—b) 
sei A=4,. Die Werthe von A, und 4, sind dann bestimmt durch 


sina cosay 1— K? sin?« sinamb Aamu dam (u+ b) 
IT eosamb coste + k2 sin?« Jamb sinamu sinam(u+b) 
sina cosay 1— k? sin? «a sinamb Samu Aam(u—b) 


a 
cosamb cos" a -+ k* sin’ a Jamb sinamu sinam (u—b) 


Es sind A, und A, die sphärischen Tangenten, gezogen vom Punkte 
(X, Y1,2,) an die Ellipse, bestimmt durch die Gleichungen 14) und 15). 
Bezeichnet man die Längen dieser Tangenten zwischen dem Punkte 


(2),%,,2,) und den COontactpunkten durch 7, und 7,, so ist 
l t, 
27) 4el, Z=h. 


ü 2; 
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Bildet man aus den Gleichungen für tangA, und tangA, den Werth 
von tang(A,+4,), entwickelt sinam(u+b) und fam(u + b), so lässt sich 
in tang(A,—+4,) Zähler und Nenner durch cos?« + A? sin?a sin’amu divi- 
diren. Man findet 

an NE) _ 2 sina cos@ V1— k? sin®a sinamb cosamb Aamb A 

H, + H, k? sin? am u 

H, = cos?a cos?amb — sin?« an (1— K? sin®a) S?amb, 

H,= sin?a A?amb — sin? amb cos’amb cos?a (1— k” sin?«). 
Setzt man wieder nach 12) sine = a ‚so ist 
co8am(ait+b)+ cos®’am(ai — b) —_ 2 
2 costamai 

H,(1— k? sin? amai sin? amb)? 
_ sin’am(ai+b)co®am(ai— b) + sin’am(ai — b) co®am(ai+ Bi 
2 costamai 
Mit Rücksicht auf die Gleichungen 24) und 25) ist nun 
(H, + H, k? sin?amu)(1— k? sin? amai sin?amb)? 
_M Be (aa —b)+ N cos?am(ai+b) 6) 
2 costamai 


H,(1— KR? sin®amai sin’amb)? = 


Es ist ferner wegen 24) und 25) 
[sin’am (ai + b) — sintam (ai — b)| 4’amu 
—=M cos? am(ai—b) — N cos?am (ai -+b). 
Die obige Gleichung für tang(A,+A,) lässt sich nun schreiben 


1 M cos?am(ai— b) — N cos®am(ai — b) 
aan hr i Mcostam(ai— b) + N cos®tam(ai+ b)' 


Setzt man 
1 Mcos®’am(ai—b)— N cos’am(ai+b) 
29) u, Mesa niei ne ra 
i M costam(ai— b) + N costam (ai + b) 
so ist nach 28) 
30) re SE A, = arctangd,. 


Die Gleichungen 25) und 29) geben 
31 +9, _ 1 co®am(ai—b) — cos®?am(ai+b) 
) 1-09, i cosam(ai—b)+ costam(ai+ b) 
Aus 27) und 30) folgt Ws 


—— = arclang BD 


Zieht man diese Gleichung von der Gleichung 21) ab, so folgt 
mit Rücksicht auf die Gleichungen 12) und 31) 


b 
s—t—tL 2 y ; I2amw 
— 2 _ fangamai dJamai a 2 Eu 
r i 1 — k# sinamai sintammw : 


0 
1 cosam?(ai— b) — cos®am(ai-+ +2] 


— arclan ER HE DE ET NEE TI N 
y F i cos®?am(ai—b)+ cos®am(ui+ b) 
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Die rechte Seite dieser Gleichung ist von u unabhängig, d. h. unabhängig 
von der Lage des Punktes (x,,%,,2,) auf dem Umfange der confocalen 
Ellipse. Die vorstehende Gleichung giebt unmittelbar den ersten der 
zu Anfang bemerkten Sätze. 


III. Ist in der Gleichung 1) e>«, so ist durch dieselbe eine sphä- 
rische Hyperbel bestimmt. Da diese Curve in Verbindung mit einer con- 
focalen Ellipse betrachtet werden soll, so setze man in 1) «a, und s, statt 
« und © Ferner werde ein Punkt der Hyperbel durch (x,,y,,2,) be- 
zeichnet, so dass also 








% Yı 21 
—=sınacosy, —=sınosny, —=(C0Sp, 
r ( r 
32) 5 cos? sin? y 
cola = —— — ———. 
tang” &, __c08” &, 
cos? a, 
Setzt man 
2 
cos? € 
I 2 ae Te 2 2 
33). lo —=tang?ß,, cose, = (1—lang?P,) cos?«a,, 
1 


so geben die Gleichungen 32) für &,, Y,, 2, folgende Werthe: 








— 


34) r vb ’ r vb ’ 
| 2 in2 
Pr cos" sın“ w 


\ lang? a, tang?ß, 


V cos? sin? 
: 5 REITEN) 
.a_csyp Y_smv lang’ a, lang” p, 
Fr ’ 
7 


R Vz 


Diese Gleichungen lassen sich durch die beiden folgenden ersetzen: 
| ty? +2ter, 

35) 2” 2A Yı- EHE 

tang?eo, lan@ß, 








Ist die Hyperbel confocal mit der Ellipse, bestimmt durch die Gleich- 
ungen 14) und 15), so hat man ,=e. Die Gleichungen 3) und 35) 
geben dann 


se. 
cos? « 
cos?e = (1— tang?ß,) cos?a, = —— , ! 
cos“ ß 
oder mit Rücksicht auf 10) 
2 
cos? « 
1— tano?B, = (1-+Ltano?a,) — ———. 
g ß: (ik fang ı) I PR sind 
k'? sin? «a 
Wegen tang:ß = ———— erhält man hieraus 
S sp 1— k? sin? a 





\2 ; 2 
(2 2 D 2 [* FR e a) |. 
tang ß K'? lang a 
Diese Gleichung lässt sich ersetzen durch 
lang a lang k cosamb 
IH _ %sinamb, De a! 
lang « tang ß k 
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik, XXII, 4. 18 


36) 
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Für den Durchschnitt der Ellipse und Hyperbel ist in den Gleich- 
ungen 14), 15) und 35) 2=x,, y=y,, 2=2,. Setzt man unter dieser 
Voraussetzung die Werthe von «, y, z in die zweite Gleichung 35), so 


ang « \? { ® 
— sing — ("UF ) coy—1. 


lange, tang ß, 
Hieraus folgt? g=amb. Für den Schnittpunkt der beiden confocalen 





giebt dieselbe ( 


Curven ist also in den Gleichungen 7) g=aml, 
Es sei wieder k durch die-Gleichung 9) bestimmt. Setzt man in 34) 


tang Pß, k' 
lang, Y1— k2 sin: p, 


so lassen sich die Werthe von &,, Y,, 2, auf folgende Formen bringen: 


langv = 


x _tanga; Vi-—k2sin:g, I k'tangß, ae kcosgp, 


SE VB..." VD. ra 

D, = (1— k? sin? p,) tang?a, + K?tang?ß, + %? cos? g,. 

Der Punkt (&,,Y,,2,) der Hyperbel liege auf der sphärischen Tan- 

gente zur Ellipse im Punkte (x,y, 2). Die Gleichung 16) muss dann 

für <=, F=y, Z=2, bestehen. Wegen der Gleichungen 37) erhält 
man folgende BENDER 


’ 


lang nge, ., —— ang P, 
1 — k# sin? hi cosp=k cos 
lang « ER DT tang ß 2 = 
d. i. nach 36) | 
38) sinamb sing I(p,) + cosamb.cosp = c0sY,. 


Für 9, =amu giebt die vorstehende Gleichung g=«am(b-u) und 
p=am(b—u). Legt man von dem Punkte (x,,%,,2,) der Hyperbel an 
die confocale Ellipse zwei sphärische Tangenten, so sind die Contact- 
punkte durch die Gleichungen 7) für g=am(b+u) und g=am(b—u) 
bestimmt. Die Ellipsenbogen zwischen diesen Contactpunkten und dem 
Schnittpunkte beider Curven bezeichne man durch s, und s,. Die Gleich- 
ung 11) giebt 





.  db+u 

s;  sinay 1—K': sin?« A amm 1 
m ee mw 
r cos « 1+ k’tang’a sinamw 

b 

b 

s snay1-— k?sin?a A? ammw 
Ei 
% COS & 1 -+ k* tang” a sin amw 

b—u 


Hieraus folgt bu 


9—5, _ sinay1— k? sinta EL [ Zu | 
r COS « 


MER, 


sin a ina V1— k? sin?« 1 If f N 
COS «& Hi 
0 0 
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Die Anwendung des Additionstheorems der elliptischen Integrale dritter 


Gattung giebt 


k? lang a vi — k? sin? a 
—, — sinamb sinamu sinam(b+u) 








5, ; cos? «a 
— _—1 — arctang ————  — —— au ne 
39) @ 1 + A?tang?a — k* lang? u cı a cosamb cosamu cosam (b+u) 
k2 tangay 1— k’? sin? a 
———— —— ——— — — sinamb sinamu snam(b— u) 
cos? « 
— arclang — 


1+ A? tang?a — K2 tang? a cosumb cosamucosam(b— u) 


Die rechte Seite dieser Gleichung hat dieselbe Form wie die rechte Seite 
der Gleichung 22) für arctang. 
Setz& man die Werthe von &, y, z und &,, Y,, 2, in 


es Ar en Aal oe et: 
r 
so folgt zur Bestimmung, von u die Gleichung 
cos u 
lang a sing langa, S(p,) + tang ß cosp ktang ß, +kcosp, 
enge ia Basg+i V lang? a, A2(p,)+ klang? B, +1? Becostp, 
Aus dieser Gleichung leitet man ohne Schwierigkeit die folgende ab: 
lang? u [lang & lang, sing A(Yp,) + Ktangßtangß, cosp + k cosy,]? 
—= [k tanga sing cosp, — lange, S(,)) 
+ [ktang ß, — ktangß cos p cos p,]? 
+ [A tang a tang ß, sing — tangß lang a, cosp I (Y,)]”. 
Setzt man für /angß, tunge,, tangß, ihre Werthe aus 10) und 36), 
so folgt 


k2 sin?a cosamb cos y 
lang? w | tung’ asinamb sing A(9,) 3B% 1 F + cos nn) 





— k'? sin? a 
— lang? a [sing cosp, — sinamb A(9,))° 
k'? sin? « 
+ 1— K? sin?« 
k'? sin: a 
(1— K? sin? a) cos? «a 
In die beiden ersten Quadrate auf der rechten Seite setze man nach 38) 
c0sp, = sing sinamb I(gp,) + coso cosamb,. 
Mittelst derselben Gleichung setze man im Factor von lang’ u 


cospcosamb=cosp, — sing sinamb A(Y,). 


[cosamb — cosp cos y,]” 


[sing cosamb — cos p sinamb A(9,)]*. 


Die Gleichung zur Bestimmung von fanga nimmt dann die Form an 
lang? u [(1— K”? sin?e) sinamb sing A(g,) + cos?a cosamb cos p]? 
= sin?a cos? a (1— k? sin?a) 4?(p) [sing cosamb — cos p sinamb A(Y,)]”. 
Nimmt man in der vorstehenden Gleichung 9, =amu, so sei u=u, für 


g=am(b+u) und u=u, für g=am(b—-u). Man erhält so 
18* 
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sina cosaY 1— K? sin?a damb sinamu Jam(b-++u) 
IT os cosamu + A? sin?a sinamb damu sinam(b+u)’ 
sin a cosaYy 1— K? sin?a Samb sinamu Jam(h—u) 


cos?« cosamu + k? sin?a sinamb Aamu sinam(b — u) 





lang kg = 


Mittelst der vorstehenden Gleichungen findet man, dass in lang(u,—u,) 
Zähler und Nenner durch cos?a costamu-+ sin?« A?amu theilbar ist. Mit 
Weglassung dieses Factors folgt 


Bet ) 2 k2 sina cosay1— K? sin?«sinamb cosamb Aamb sin? amu 
an — gro a Bro ae WE Eee Ge 
IM TRı (cos?« + k? sin? a sin’amb)? + H’k? sin®amu a 


H'= sin? a cos?a cos®amb A?amb — sin®amb(1— k’? sin?g). 


Die rechte Seite dieser Gleichung ist gleich der rechten Seite der Gleich- 
ung 23), wenn Zähler und Nenner durch cos?« dividirt wird. Da nun 
in 39) die rechte Seite die Form von arciany® hat, so ist 


Som: 
2 12 


40) 


Legt man von dem Punkte (x,,%,,2,) zwei Tangenten an die EI- 
lipse, bestimmt durch die Gleichungen 14) und 15), bezeichnet die 
Längen dieser Tangenten zwischen dem Punkte (x,,%,,2,) und den Con- 
taetpunkten durch i, und t,, so finden die Gleichungen statt 


t t 
i=zı 2 mh. 
r 1. r 2 


Die Gleichung 40) wird hierdurch ,— s, =1,—1,, welche Gleichung das 
zweite der zu Anfang dieser Note bemerkten Theoreme enthält. 


IV. In den Gleichungen 34) und 35) setze man einfach x, y, z 
statt &,, Yı, 2,5 ferner @ und ß statt «, und f,. Führt man den Winkel 
p mittelst der Gleichung 





tang ß 
tan Gi cos 
9 lang 2 
ein und setzt 1 
co®8—1 e 1-+ cot?« /a 
— ff rg Reg rn ee) 
co? ß + cola ’ co? ß+ cola ; 


so lässt sich ein Punkt einer sphärischen Hyperbel, enthalten in den 
Gleichungen 


£ ++ ?=r, 


tang?a Lang” B i 


auf folgende Art durch @ ausdrücken: 
= V1-—K' cos« 


= ee en 
r  YV1+%2 cola sin? 
k' cosa cosp 


Ss je 


Ser I 


Ze k? cot?« sin? p 
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__ cola V1— K?cosa sing 
ee re p) 

Wird das Bogenelement der sphärischen Hyperbel durch ds bezeich- 
net, so geben die vorstehenden Gleichungen 


3.18 


rnit  c0osay1—k” co?«a YV1-—k?sin?p 
r do sin a 1+ 42 cola sing 
ie Kr TL . i 
Nimmt man hierin 9=ammw und 38 statt @, so fällt die vorstehende 


Gleichung mit der Gleichung 11) zusammen, woraus der bekannte Satz 
folgt, dass die Bogen von sphärischen Ellipsen und Hyperbeln sich 
gegenseitig durch einander ausdrücken lassen. 


Kleinere Mittheilungen. 


IX. Ueber ein bestimmtes Integral. 


In dieser Zeitschrift (Jahrgang 1867, S. 302 flgg.) hat Herr Mat- 
thiessen, veranlasst durch eine Arbeit des Herrn Enneper, folgende 
Aufgabe behandelt: 

Wenn die Gleichung 
1) 0=fJ)="+-1."77'"+..+0,2+9,=(2-23)2- 2), 2022 
nur solche Wurzeln hat, deren reelle Theile gleiches Vorzeichen haben, 
soll der Werth des Integrals | 

+ +o 
AA a (22) 
2 Seren er dz, 
) at) (22+ 23) 2 E +27?) (sc 2% 
De a 


wo die A constant sind, gefunden werden. 














Herr Matthiessen hat die Lösung dieser Aufgabe auf diejenige 
eines Systems linearer Gleichungen zurückgeführt; da er dasselbe indes- 
sen nicht allgemein hergeleitet, sondern sich damit begnügt hat, die | 
Formeln für ein beliebiges n aus speciellen Fällen zu abstrahiren, so sei 
es gestattet, hier noch einmal auf jene Aufgabe zurückzukommen. 

Um zunächst die zu integrirende Function durch die « auszudrücken, 
hat man 

3) BD (2?) = fliz).f(—iz) = (2" — an _22°7?4+ An— zn 4 __ 92 
+ (an _ı 22 1 an 9207 I 
Um ferner den Werth des Integrals zu bestimmen, zerlege man entweder 
die zu integrirende Function in Partialbrüche, oder auch man integrire 
auf imaginärem Wege um den auf einer Seite der x-Axe liegenden 
Theil der <y-Ebene; dann folgt 


Ro 


F(22) Tr (28,3 
4 J-2 dı= a a 
| fa (2?) ER De ch Pi 2) f 


0 


ann 
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falls die reellen Theile aller Wurzeln von /(z)=0 positiv; sind sie 
dagegen ‘alle negativ, so ist — ı zu setzen. Der Fall gleicher Wur- 
zeln sei vorläufig ausgeschlossen. | 

Unsere Aufgabe ist jetzt darauf zurückgeführt, die Factoren der 
einzelnen 4, welche symmetrische Functionen der Wurzeln von f(z) =0 
sind, durch die Coeffiecienten der Gleichung auszudrücken; dies Ziel kann 


auf zwei Wegen bequem erreicht werden. 


Es sei J, der Factor von 4, im Ausdruck für J, also 


Ro 
n 


Zr »,2r —1 
2 NT 2 
5) J.=2 | —— d:=(—1).n > ıh —-——; 
ae 
0 
derartige Summen können bekanntlich (vergl. Baltzer) als Verhältniss 
zweier Determinanten dargestellt werden: 
2° 2; w; aan rs 2 5 at RE, Ze 


— 1I\r+nr—1 0 2 ı2n—i 2r —1 0 2 » In —4 2n—? 
(—1)r+ IN 2 er NEAR? Zu 





TT . . . . 
0 2 2n— »„ _Ir— a In— 2n—2 
!n Zn»: a : Zu. 5 Zn Tuer in n Zn 


Hier ist sowohl der Zähler, als der Nenner durch 

ne Bl rl 
ohne Rest theilbar: das Resultat ist eine symmetrische Function der 27 
und durch folgenden Satz (dessen Beweis durch Determinantenumformung 


leicht geführt wird)* zu. bestimmen: 


Wenn 9, &,... &u—ı ganze positive Zahlen (oder auch «,=0) und 
zwar &y <a, < ...0%n-ı; wenn ferner ß,, Pg, P, -.. diejenigen nach der 
Grösse aufsteigend geordneten ganzen Zahlen sind, welche mit den « 
zusammen die Zahlenreihe 0, 1, 2,... @„_-ı ausfüllen; wenn endlich die 
Determinante 

ap, aß, --1 a —2 ... 


- AB, AB, —1 Ar... ER 
6) ee oBu hs) 


gesetzt wird — wobei „=1, an1r=0, a_,=0 —: so ist das Deter- 


minantenverhältniss 


n(n —1) 


2 .(BrsPa---Pn_ı—a+t)- 





De 2, 2, —1 
7) En == (— [je tratem-ir 


az... 2,01 
Daraus folgt für unsern Fall 


* Vergl. Borchardt’s Journal f. d. reine und angewandte Mathematik, 
Bd. 81 8. 281 fig. | . 
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(2,4,6..®n-—4) 
Ban 8, 
(1,3,5...27r—-3,2r+1...2n—5) 
(1,3,5...2n—5,2n—3) : 
(r=1,23,3...n—1). 


Das gefundene Resultat lässt sich auch so aussprechen: 


8) 


J=—n. 





Setzt man 
"ag a_ı a_2 ... d_n41 
a, a, Ay BEER 
9), P=(0, 3, 4.,2n=2)=|a, A, a, 0 er 


Mn—2 AMn-3 Mn ++. Ain—i 


(wo =1, a3 =0=a_,), 50 ist 


7C dp 


Elch er 2 
10) Jı ( 1) en firr=(, , 2A 


wo die Differentiation nur nach den Elementen der letzten Colonne von 
P durehzuführen ist. Endlich wird 


Ag a7 Tran 4A, 
11) a a, As I d—_n+6 A, ; 
AIn—?2 dgan3 ... An | 


der Ausdruck erhält das entgegengesetzte Zeichen, wenn die reellen 
Theile aller Wurzeln von /(z2)=0 negativ sind. 
Der zweite Weg, dieses Resultat zu erweisen, ist folgender: 
Die identischen Gleichungen 
za ı()=0, flr)=0, zl(2)=0;... 1 fl) 0 
dividire man durch ® (—?,) und summire in Bezug auf k von 1 bis n; 


weil bekanntlich 


n 


zp 
ee für Te 019 ..n—2, 


—(— 1 foren iR 


dagegen 


so fallen die Glieder mit geraden Potenzen der 2, fort: es folgt das 
Matthiessen’sche System von linearen Gleichungen, und durch Auf- 
lösung desselben ergeben sich die Formeln 10) und 11). 

Bei der Herleitung des Resultats war vorausgesetzt, dass /(z)=0 
keine gleichen Wurzeln habe, nachträglich können wir jetzt diese Vor- 
aussetzung aufgeben. Man hat nämlich nach dem vorher angeführten 
Satze 


Din 
| 
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2n—2 


RER 2,2. zu 2 
DEN RT RZ: 2 
n(n—1) 

—=(—1) ? (1,3, 5,....2n—3), 


wo für A und k je zwei verschiedene Nummern von 1 bis n zu setzen 


In. + 2) nr 





sind und II das Product aller so gebildeten Ausdrücke bedeutet. Daher ist 


P=0 

die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die gegebene 
Gleichung f(z)=0 entgegengesetzt gleiche oder verschwindende Wurzeln 
habe.* Diese Fälle sind aber durch die Voraussetzung ausgeschlossen, 
dass die reellen Theile aller Wurzeln von f(z)=0 gleiches Vorzeichen 
haben [welche auch für das Bestehen von 4) nothwendig ist]; wir kön- 
nen daher folgern: Wenn nur die Bedingung stehen bleibt, dass die 
reellen Theile aller Wurzeln von f(z)=0 dasselbe Vorzeichen haben 
(also auch keiner derselben verschwindet), so ist die Gleichung 11) auch 
richtig, wenn beliebige Gruppen gleicher Wurzeln von f(z)=0 vorhan- 
den sind; denn weder auf der linken, noch auf der rechten Seite von 
11) bringt das Gleichwerden einiger Wurzeln eine Unstetigkeit hervor. 
Uebrigens ist es nicht schwer, dasselbe durch Rechnung nachzuweisen. 
Aber noch ein anderes merkwürdiges Resultat liefern die Gleich- 
ungen 10). Weil nämlich, falls alle « reell, die J, nothwendig positive 

Grössen sind, folgt der Satz: 
Wenn die ÜOoeffieienten von f(z) reell und die reellen Theile aller 

Wurzeln von f(z)=0 positiv sind, so ist nothwendig, dass 
1 dp 


I 1ye tr — 


En Een nch 


alle diese Grössen müssen dagegen negativ sein, wenn sämmtliche 
Wurzeln negative reelle Theile haben. 


Insterburg. Kosrka. 


X. Eine Abbildung des tetraedralen Complexes auf den Punktraum. 


Der tetraedrale Complex habe die Ausnahmepunkte A,, Ag, A,, 4, 
so besteht er aus allen Geraden p, für welche das Doppelverhältniss 
(S;PS,P S,;PS,P) der Schnittpunkte von p mit den Tetraederebenen A, 
(=4,4,4,), Ag, A,, A, einen bestimmten Werth % hat. 


* Für reelle Coefficienten von f(z) konnte dies auch daraus geschlossen wer- 


den, dass P=0 die Resultante der Gleichungen 


zn na Un—2 gn—? + An—4 zu—4 a a 0, 
Main 3 I Hm... =0 


ist, deren linke Seiten in 3) auftreten. Vergl. auch /. c. 8. 287, 
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Wie schon Herr Reye* erkannt hat, lässt sich dieser Complex in 
folgender Weise einfach erzeugen: Seien d, in A, durch den Punkt 
4, und d, in der Ebene A, durch A, gehend zwei Strahlen derart, 
dass die Punkte 4,, 4, mit den Schnittpunkten D,, 2, von d, und 
d, mit 4,4, das Doppelverhältniss (4,4,D,D,)=k ergeben, so gehört 
die lineare Congruenz mit den Directricen d,, d, dem Complex vollstän- 
dig an; denn es ist stets (4,4,D,D,) = (SPSPSPSP)= (SP... 8,P). 
Wenn dann D, und D, in 434, projectivische Punktreihen mit den Dop- 
pelpunkten A, A, beschreiben, so entstehen oo! solcher Congruenzen, 
deren Gesammtheit der tetraedrale Complex ist. ** 

Der Punkt ?/, welcher p entspricht, soll nun der Schnitt der Ge- 
raden A,5,P und D,S,P sein. Zu jedem p gehört alsdann im Allgemeinen 
nur ein ? und umgekehrt. Ist nämlich ? gegeben, so giebt A4,P den 
Punkt 5,P, damit d, und D,; sodann giebt k den Punkt D,, D,P liefert 
5,P, welcher mit S5,? den Strahl p bestimmt. 

Die Richtigkeit folgender Sätze ergiebt sich nun unmittelbar: Be- 
schreibt p ein Büschel von Oomplexgeraden, dessen Scheitel 
in der Ebene A, liegt, so beschreibt der entsprechende 
Punkt eine dazu projectivische Reihe durch den Punkt 4,. 
— Den linearen Congruenzen d,, d, entsprechen die Ebenen 
A,d,, welche das Büschel von der Scheitelkante 4,4, bilden. 

Allen Strahlen durch einen der Punkte 4, entspricht 
ebendieser Punkt. Den Kanten 4;4, entsprechen alle ihre Punkte, 
d.h.: Bei der Abbildung treten die Tetraederkanten als Aus- 
nahmestrahlen auf, indem jeder alle ihre Punkte entspre- 
chen. — Für die Strahlen in den Ebenen A; bleibt der entsprechende 
Punkt eindeutig bestimmt, er liegt in A;; es ist alsdann der Durchstoss- 
punkt $; durch die Gleichung (8, 5,8,5,) = k bestimmt. 

Jedem Punkte des Raumes entspricht im Allgemeinen nur ein Com- 
plexstrahl, speciell einem Punkte in A, auch ein Strahl in A,;,, einem 
Punkte in A;A, die beiden Büschel von Complexgeraden durch ihn und 
den A; alle durch sie gehenden Strahlen: Die Complexausnahme- 
punkte sind auch Ausnahmepunkte für die Abbildung, in- 
dem jedem das Bündel entspricht, dessen Scheitel er selbst 
ist. Den Punkten in den Tetraederkanten (Complexdoppel- 
strahlen) entsprechen je x! Complexgerade, welche zwei 
Büschel bilden. 


* Vergl. Reye, Die Geometrie der Lage, II, 1868. 

** Sind das Tetraeder A, resp. A, und eine Complexgerade p gegeben, so 
erhält man zunächst ein Paar solcher Directricen, Das Büschel in der Ebene A,p 
vom Scheitel $;P gehört dem Complex an und liefert alle die Paare di, d.. — 
Diese Erzeugung ist in sechsfacher Weise möglich. 
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Die Ebenen p /, bestimmt durch die Oomplexstrahlen und ihre ent- 
sprechenden Punkte, ergeben das Bündel vom Scheitel 4,. 

Es folgen hier die Formeln für den Uebergang von den Coordinaten 
z, des Punktes ? zu denen p;, des entsprechenden Complexstrabls, und 


kehrt: 
Se Pa=ıu:s Pa>(k—1)22,, 


1) Pa= 423, Pe= —K 242%, 
Pa” 21? Pa 2,273; 
2) 27:29:23:24 = P1aP13'PıaPaz'PısPaz'PıaPas- 


Die Ooordinaten beziehen sich auf das Tetraeder 4,4,4,4,. 

Dass infolge der Gleichungen 1) nur Gerade des Complexes 
-zu Punkten abgebildet werden, wird dadurch ersichtlich, dass die Iden- 
tität aus den Liniencoordinaten 

P= PjgPs4 + Pıs Pag + PıaPas = 0 
und die Complexgleichung 
= P3Pag + KPıaPaz = 0 
beim Uebergang von den p;, zu den z ohne Weiteres erfüllt werden. 

Es sollen nun Gebilde aus Complexstrahlen und deren Bilder be- 
trachtet werden, vor Allem der Complexkegelschnitt. — Seien p';,, 
Pass Po und P 13, Pia Posi (die anderen p';x, resp. 9 ;. je gleich Null) 
zwei Strahlen in A, und A,. Sie schneiden sich, wenn 2", 3P'ag + P" 14 Pas 
=(. Soll eine Gerade » beide trefien, so bestehen die Gleichungen 

PıaP a + PısP aa + Pur = 0h 
PP at Papst Papa). 

Ersetzt man nach 1) die p;, durch die z, so entstehen im Wesent- 
lichen als Bilder der Congruenzen, welche die speciellen linearen Com- 
plexe p’, p” mit dem tetraedralen gemein haben, zwei Ebenen durch 4, 
und A,. Ihr Schnitt entspricht dem Complexkegelschnitt in der Ebene 
pp’. Die Ebenen sind | 

PyatPpgst Paıy=0, 
PaustP us Kr u—0. 

Für die Coordinaten der Schnittlinie ergiebt sich »* ;, = pa =—P »P"s4 
ete.; sie erfüllen die Gleichung des tetraedralen Complexes. 

Den &®Complexkegelschnitten entsprechen die &° Üom- 
plexgeraden selbst. 

Um den Complexkegel abzubilden, nehme man zwei Strahlen 
ep. durch 4, und p 14m PD 341 2 4 durch 4,. Sie sollen sich 
schneiden, so ist 9 3P’a + PP a; = 0. Soll der Complexstrahl » wieder 
beide treffen, so erfüllen die z zwei Gleichungen zweiten Grades und es 
ist der Ort des Punktes / der Schnitt von zwei Kegein aus A, und A,, 
enthaltend die Erzeugenden 4,.4,, 43, 44 und A,.4A,, Ay, Ay. Diese 
Kegel schneiden sich ausser in 4,4, noch in einer Raumcurve dritter 
Ordnung durch alle die A,, d. h.: 
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; | 
Den Complexkegeln entsprechen Raumcurven dritter 
Ordnung durch die vier Punkte A. 


Irgend zwei Punkte einer solchen Curve entsprechen zweien Erzeu- 
genden des Complexkegels. Legen wir durch diese eine Ebene, so ent- 
hält sie einen Complexkegelschnitt, der die beiden Erzeugenden zu Tan- 
genten hat und dem somit die Verbindungslinie der genannten Punkte 
der Raumecurve entspricht. Hieraus folgt: 


Die &® Curven dritter Ordnung, welche Bilder der Com- 
plexkegel sind, stimmen mit den Reye’schen Ordnungsecur- 
ven überein. 


Das Bild der Congruenz 2m!°" Grades, die ein Complex vom m{®* 
Grade aus dem tetraedralen schneidet, ist eine Fläche von 2m#*? Ord- 
nung, wie die Formeln 1) zeigen. Die Kegel des Complexes mt" Gra- 
des aus den Punkten A; gehören der Congruenz an, ihnen entsprechen 
die Punkte 4;: 


Dem Schnitte des tetraedralen Complexes mit einem 
Complex vom mt®" Grade entspricht eine Fläche von der 
2mt®" Ordnung, welche die vier Punkte 4, zu m-fachen Punk- 
ten hat. — Der Tangentialkegel in A, an die Fläche ist selbst der 
OComplexkegel für diesen Punkt. 


Den Schnitten mit den 0° linearen Complexen des Raumes ent- 
sprechen alle Flächen zweiten Grades durch die.4;. Unter diesen Com- 
plexen sind &% specielle, ihnen entsprechen die &* von den Flächen, 
deren eine Erzeugung je dem tetraedralen Complex angehört und auf 
denen je &! Ordnungscurven liegen. 


Den m” speciellen linearen Complexen, deren Direetricen das Te- 
traeder unter dem Doppelverhältnisse % treffen, entsprechen Kegel zwei- 
ter Ordnung, deren Spitzen die Bildpunkte der Directricen sind. 


Unter den vorigen Complexen giebt es &°, deren Directricen singu- 
läre Linien des tetraedralen Complexes sind; diese Directricen sind ent- 
weder in den Ebenen A;, oder sie gehen durch die Punkte 4,. Die 
Schnitte der ersteren mit dem tetraedralen Complex bilden sich als je 
zwei Ebenen, A; und eine durch 4,, ab. — Für eine Directrix durch 
4; dagegen erhält man stets eine Kegelfläche mit 4; als Spitze und den 
in 4; zusammenstossenden Tetraederkanten als Erzeugenden. 


Die Directricen für weitere oo! Complexe gehen in A; durch 4; 
sie führen auf Ebenen, von denen die eine A, ist, die andere durch 
4; 4, geht. 

Fällt die Direetrix endlich mit einer der sechs Complexdoppelkanten 
zusammen, so ist das Bild begreiflicherweise das durch die Kante 
gehende Tetraederflächenpaar. 
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Der Regelschaar vierter Ordnung von Complexgeraden, welche zwei 
beliebige Raumgerade treffen,“ entspricht eine Raumcurve vierter Ord- 
nung erster Art, wieder durch die Punkte .4; gehend. Schneiden sich 
die Raumgeraden, so zerfällt diese Curve in einen Oomplexstrahl und 
eine Ordnungscurve. Der erstere ist eine Secante der letzteren. — 
Rücken die Geraden einander unendlich nahe, so tritt keine Verände- 
rung ein; dasselbe gilt für den Fall, dass die eine oder beide von den 
Geraden dem tetraedralen Complex angehören, ausgenommen den Fall, 
dass sie unendlich nahe Complexgerade sind, indem alsdann der Com- 
plexstrahl eine Tangente der Ordnungscurve ist. 

In der Folge sollen einfache Gebilde des Punktraumes auf den 
tetraedralen Complex abgebildet werden. Einer Fläche n'® Ordnung 
entsprechen Gerade, deren Coordinaten den Gleichungen genügen 

«) PısPa + #PıuPp = 0, 

P) Fi PıaPı3» Pı2 Pas» Pı3 Pag» PıaPast" = 0. 
Diese COngruenz vierten Grades ist nun stets reducibel.e Die Geraden 
Pa=Pı3 = Pıu=0. erfüllen die Ebene A, und gehören einfach zählend 
zum Complex a), n-fach zu ß), also ebenfalls n-fach zählend zu der 
Congruenz. Dasselbe gilt für die Geraden 9, = Pag = Pa = 0, Pıs = Pas 
=P,=0 und 95, =Pi3s = Pg = 0. Diese letzteren Geraden ergeben die 
Ebenen A,, A, als Congruenzen erster Ordnung (nullter Classe) und A, 
als eine solche erster Olasse, d. h.: 

Einer Fläche n*®’ Ordnung des Punktraumes, die durch 
keinen der Punkte A, geht, entspricht im Complexalsirredu- 
cibles Gebilde eine Congruenz von der 3n#®°° Ordnung und 
dern Olasse . 

Ist die Fläche eine Ebene, so wird die entspreehende Congruenz 
durch den Complex ausgeschnitten: . 

APıgPıs + ÖP12 Pas + CPısPas + dPıuPpa; = 0. 
Er besitzt A,, A,, A, als Ausnahmeebenen, ferner A, 2 =r,=bx,+dx, 
—=(, 8 =r,=ca,+dax,=0 als Ausnahmepunkte, ist somit [(11) (22)] 
Nr. 29,#* — Die Oongruenz ist von der dritten Ordnung und erster Classe. 

Für Ebenen durch 4,, 4, oder A, zerfällt der obige quadratische 
Complex in zwei lineare, deren Directricen je eine 'T'etraederkante und 
eine Gerade in der gegenüberliegenden 'Teetraederfläche sind. Für Ebenen 
durch A, dagegen geht der Complex über in [(222)] Nr. 41, dessen 


* Vergl. Oremona, Istituto di Bologna 1868, t. II, Serie 2a. 

Hier entsteht Nr. 11, für unendlich nahe Raumgerade Nr, 12. — Die Verbin- 
dungslinie der Schnittpunkte der Raumgeraden mit den Ebenen A, gehören der 
Regelschaar an; die entsprechenden Punkte sind leicht zu construiren, so dass man 
sofort acht Curvenpunkte erhält. 

## Vergl, meine Dissertation, Math. Ann. VII, S. 188, 
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Gerade einen Kegel zweiter Classe aus A, tangiven. (Der Kegel hat die 
Tangentialebenen A,, A,, A,.) In diesem letztern Falle ist der irredu- 
cible 'Theil der Congruenz von der zweiten Ordnung. | 
Den Ebenen durch die Tetraederkanten 4; 4. entsprechen lineare 
Congruenzen, die dem Complex angehören (s. den Anfang). 
Eine beliebige Raumgerade, die auf den Complex abgebildet werden 
soll, sei der Schnitt der beiden Ebenen 
5, +, 5, tr, =0, a td +, 0. 
Der irredueible Theil des Schnittes der entsprechenden Complexe mit 
dem tetraedralen kann nach Umformung mit Hilfe von ?=0 in der 
Form geschrieben werden: 
PısPa + Krups = 0; 
Pot Pt yPu=d; 


b 
b,Pıa + d3P35 — „Pas 0. 


Die irreducible Regelfläche, die einer Gerad®n des 
Punktraumes entspricht, ist vom zweiten Grade. — Ihre Con- 
struetion ist sehr einfach. Die obenstehenden linearen Complexe sind 
specielle, ihre Directricen sind d, in A, und d, in A, mit den Coordi- 
naten Eee TEEN N, 

Pa=Ps=Pua=0, Pyu:Pa:Pss= (g:dy:a;, 
Po Pa = Pod; Ps: Pu:Pa=— 7:93:01. 


Wählt man M, auf Ö,, zieht M,4,, welche Gerade 4,4, in M*, 
schneiden möge, construirt M*, so, dass (M* 4,4,M*,)=k, so gehört 
die Transversale aus M, zu d, und 4,M*, zur Regelschaar. 

Die eben abgebildete Regelschaar trifft das Tetraeder A, in vier 


Ag b, 





Punkten vom Doppel#erhältniss Sobald dasselbe zu k wird, so 


A,0Us 
schneiden sich d, und ö, in der Kante A,A,, womit neuerdings erwiesen 
ist, dass den Punkten einer Complexgeraden ein Complexkegelschnitt 
entspricht. 

Trifft die Raumgerade eine Tetraederkante, so geht je eine von den 
Geraden Ö durch ein 4. Wenn aber 4; auf der Geraden liegt, so zer- 
fällt die entsprechende Fläche zweiten Grades in zwei Büschel in der- 
selben Ebene durch A,; der Scheitel des einen ist 4;, der des andern 
liegt in A,. — Befindet sich die abzubildende Raumgeraäde endlich in 
A;, so umhüllen die entsprechenden Complexgeraden einen Kegelschnitt 
in A;; zu ihm gehören drei Tetraederkanten als Tangenten. 

Nachdem die Bilder von &° Curven dritter Ordnung durch die 
Punkte 4; bereits bekannt sind, ist es von Interesse, das Bild einer 
solchen Curve zu kennen für den Fall, dass sie keine Ordnungscurve 
ist. Alsdann lässt sie sich als Schnitt der Kegel darstellen 
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AL +bar,X, +c2,X,=0, 
dr, teszz, + ff, % =. 
Die entsprechende Regelfläche lässt sich nach einfacher Umformung 


schrei t 
schreiben BD RB Be U, 


(bd—af)Pps + cdPpıa — ed = 0; 
e 
dpa t+tfpu-— Rear 0. 


Sie wird also aus dem tetraedralen Complex durch zwei specielle lineare 
ausgeschnitten, deren Directricen d, durch A, und d, in A, sind. Dem 
geometrischen Uebergang von einem Punkte zur entsprechenden Geraden 
zufolge müssen alle Geraden der Regelschaar die Ebene A, auf dem 
Kegelschnitte a2,2,+b2,0,+c2,%,=0 treffen. Damit sind für die 
Regelfläche drei Leitcurven bekannt: 

Irgend einer Raumeurve dritter Ordnung, welche durch 
die vier Punkte 4; geht, entspricht eine Regelfläche dritten 
Grades, deren doppelte Leitgerade durch A, geht und deren 
einfache in A, liegt. 

Zürich. Dr. A. WEILER, 


XI. Ueber das Elasticitätspotential und einen dasselbe betreffenden Satz. 


In meiner früheren Arbeit* habe ich die Grundzüge des allgemei- 
nen Problems des Gleichgewichts der Systeme gegeben, welche man con- 
tinuirliche Systeme nennen könnte. Um den Nutzen dieser Unter- 
suchungen zu zeigen, will ich sie auf die Aufgaben anwenden, die sich 
in der Natur darbieten. Ich behandle zunächst die festen Körper, indem 
ich mir die Flüssigkeiten und Gase zu einer späteren Arbeit aufbewahre. 
Vor Allem aber muss ich (was ich in der unten genannten Arbeit nicht 
genügend gethan habe) die Weise präcisiren, in welcher die inneren Kräfte. 
ee) der Moleküleinheit von den Massen (=3-...), 

ste R | Sm 

| Ei au? 
von den gegenseitigen Entfesnungen (r- a rn, ) der vier Punkte, 
welche diese Einheit bilden und von der Dichte (e) des Körpers abhän- 
gen, zu welchem jene gehört. Man wird hierauf mit Hilfe der Formel 


\% 
(Zm) er er die allgemeinen Gesetze der Atomkräfte aufstellen kön- 


nen und so die Ergänzung.zu meiner früheren Abhandlung, von welcher 
ich die Definitionen und Bezeichnungen beibehalte, und gleichzeitig die 
Einleitung zum vorliegenden Aufsatze haben. 


* Ueber die Grundhypothese der Molecularmechanik (diese Zeitschrift Jahr- 
gang XXI, S. 116). 


268 Kleinere Mittheilungen. 


en 





LI MNANMNNMANI NIIT INDIEN 





union 





ne 





Da die Grösse ', welche in den Ausdruck der Kraft f eintritt, 
gleich lim(pr) ist, so kann sie nur von &,..., R,... und go abhängen, 
weil dies die einzigen Grössen sind, welche nicht verschwinden, wenn 
das continuirliche Element (od dydz= 2m) in unbestimmter Weise 


abnimmt. Wenn also F eine Function von &g,.., R,... und e ist, so 
kann man im Allgemeinen für die inneren Kräfte der Moleculareinheit 
oF 
Br OR 
setzen, woraus für die Atomkräfte folgt 
% oF 
E N oF 
1) (Zm) ee f=(£m) In 


Wir suchen hierauf eine solche Form der Function F, dass die Atom- 
kräfte 1) nicht von der Dichtigkeit o abhängen. Zu diesem Zwecke muss 
man ausdrücken, dass die Ableitung von F nach e genommen gleich Null 
ist. Diese Bedingung hat die Form der partiellen Differentialgleichung 
oF 

0, + Z&R — SR 

deren allgemeines Integral 
Ber r r 
F= FB 2 an a 
für die Atomkraft 1) den Ausdruck 
2) (Zm = 


—0, 


giebt, der von der Dichte e unabhängig ist. 

Dieses Gesetz 2) der Atomwirkungen nehme ich zum Ausgangspunkte 
meiner Untersuchungen über die Elastieität der festen Körper. Diese 
Wahl wird übrigens durch den Umstand gerechtfertigt, dass in diesen 


j oF 3 ? i 
‚Untersuchungen die Summe > (Zm) ar dr ein exactes Differential der 


Function (Zm)F sein soll und die letztere Bedingung nur stattfindet, 
wenn sich das Gesetz der Atomwirkungen durch. Formel 2) ausdrückt. 
Wir setzen den festen Körper im natürlichen Zustande vor seiner 
Deformation voraus und stellen uns die Anfgabe, sein Rlastieitäts- 
potential zu finden, d.h. die Arbeit, welche während der Deformation 
dieses festen Körpers von der Volumeneinheit seines Elementes im Punkte 
M(x,y,z) geleistet wird. | 
Betrachtet man diesen Körper als ein Atomsystem, das den Kräften 
2) unterworfen ist, so muss, da die Summe der virtuellen Arbeiten dieser 


oF F 
Kräfte, d. h. > (am) ör=odzdydz 32 E ör, die Summe der vir- 


tuellen Arbeiten der Atomkräfte eines Moleküls ist, das Integral 


r=//fe daedydz Dar 
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gleich Null sein, wenn der Körper sich im Gleichgewichtszustande be- 
findet, den man seinen natürlichen Zustand nennt. Hieraus folgt, 
dass die actuellen Werthe der Atomkräfte gleich Null sind, denn man 
hat die Bedingungen 


3) oF öF 


th = 


Aber da der Körper vollkommen elastisch sein soll, so muss sein natür- 
liches Gleiehgewicht stabil sein, und dies findet nur statt, wenn der 


Werth des Zuwachses 
(68V) 
ra 3 
GV = Sr ör 


kleiner als Null ist. In der That, ertheilt man dem Körper eine unend- 
lich kleine Deformation und überlässt ihn dann sich selbst, so beginnt 
er, wenn er vollkommen elastisch ist, um seine Gleichgewichtslage zu 
schwingen. Da der Zuwachs ö?V alsdann die doppelte während dieser 
Schwingungen geleistete Arbeit repräsentirt, so hat man bekanntlich, wenn 


u, v, w die Projectionen’ der Verrückung des Punktes M in der Zeit t, 
® 


du dv dw 
en m Ce), ar mm 
auf die Coordinatenaxen und m ae omponenten deı 


Geschwindigkeit dieses Punktes im Augenblick seines Durchganges durch 
die Gleichgewichtslage sind, 


Bere: naya u) +) +) 
ORION 


Aber da die Geschwindigkeit des Punktes M in der Lage, die der Gleich- 
gewichtslage am entferntesten ist, gleich Null und beim Durchgange durch 
die Gleichgewichtslage ein Maximum ist, so hat der Zuwachs ö?V in der 


That negatives Zeichen. 
Wir suchen jetzt einen andern Ausdruck für denselben Zuwachs 


F 
durch Auflösung des Differentials EB. ) 





ör,. Man kann sich leicht 


überzeugen, dass ö?V sich folgendermassen gestaltet: 


2 2 
02V —J Jeaz avaz er a (®) +22, - n.. 


und dass es nie positiv wird, wenn alle Wurzeln s A Gleichung* 





* Um nicht die gewöhnlichen Grenzen der Praxis zu überschreiten, beschränke 
ich mich in diesen Untersuchungen auf die Betrachtung des Falles, in welchem 
der Zuwachs 6?V nicht Null ist. Im allgemeinen Falle müsste man voraussetzen, 
dass nur der Zuwachs a sich von Null unterscheidet, während alle vorher- 


gehenden Null sind, ö?* Y repräsentirt dann das Elastieitätspotential der 


er (@n)! 


festen Körper. Um die Bedingungen der vollkommenen Elasticität dieser Körper 
Zeitschrift f. Mathematik u, Physik, XXIT, 4. 19 
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negativ sind. 
Ist diese Bedingung erfüllt und finden die Gleichungen 3) statt, so 
stellt der Ausdruck 
Q DR 2 A 
“ 2 12 ö 012 ( dus ördr r z\ 
das Elastieitätspotential eines vollkommen elastischen Körpers dar, wenn 
angenommen wird, dass dieser Körper vor seiner Deformation sich im 
natürlichen Zustande befand. 

Derselbe Ausdruck 5) repräsentirt auch das Elastieitätspotential eines 
unvollkommen elastischen Körpers, und in diesem Falle sind die Gleich- 
ungen 3) allein nothwendig und hinreichend. 

Bestehen die Ungleichungen 


0 Aufl ®R 

ar < 0, od: 2. “> 0, * 

so sind die Wurzeln der Gleichung 4) stets negativ, wenn man hat 
0F 0 F 


rn —— =( u... 
or or’ ’ .drdr 2 z 


weil in diesem Falle jene Gleichung die Form annimmt 


(Ei & ) (re 
Or? ) ar a NA er 


Der Ausdruck 5) geht dann über in den Ausdruck 
SE 22) 
6) 2, , or? / 
der das Elastieitätspotential eines solchen elastischen Körpers darstellt, 
in welchem die Atomkräfte durch die Gleichung ausgedrückt sind 


r 
2m 2 r | 


Or (Zm)% I(Zm)%Y 





(Zm) 


zu finden, könnte man mit Nutzen die schöne Methode, die Maxima und Minima 
von Functionen mehrerer Variabeln zu bestimmen, anwenden, welche wir Herrn 
Zmurko verdanken und welche in seinen Arbeiten enthalten ist: „Beitrag zur 
Theorie des Grössten und Kleinsten der Functionen mehrerer Variabeln nebst eini- 
een Erörterungen über die combinatorische Functionsdeterminante“, von Lorentz 
Zmurko (Denkschriften der mathematisch -naturwissenschaftlichen Classe der kai- 
serl, Akademie der Wissenschaften Bd. XXVII, Wien 1866), und auch 8, Przyezynek 
do teoryi najwiskszoscei i najmiejszosci funkiyj wielu zuneunych“, napisat Wawrz2y- 
niec Zmurko (Pamigtnik Towarzystiva Nauk Seistych w Paryzü T. I, Paryz 1871), 
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Man kann den Potentialen 5) und 6) noch die bekannten Formen 


{ : ; ör Ar 
geben, indem man die Verhältnisse —, — ,... als Functionen von u, v, 
BIT 





»w darstellt. Zu diesem Zwecke genügt es zu bemerken, dass diese Ver- 
hältnisse aus Formel 2) des eitirten Aufsatzes erhalten werden, indem 
man in dieser Formel dx, öy, öz durch «, v, w und a, b, c durch 
a,b,c—a,b,c,—... ER Dann hat man 

ou 


u ee ah 


4 (Gut = 


ör’ „ou „ov . e A: 4: ea 
Bass af" ar 122 
n a a + c u) 
+0 Herlaeh 5 
r ör 


0 
Setzt man diese Werthe von = russ in die Ausdrücke 5) und 6) 


ein und bedenkt, dass die bezüglichen Verrückungen der Volumeneinheit 
2 Ov 0m 
Der” 
dieselben Werthe haben, so kann man sich durch sehr einfache Rech- 
nungen überzeugen, dass das Potential 5) die Form des homogenen Poly- 
ou 0v  0Ow 
027’ 92T 0y 


des Be. d. h. für alle Glieder der Summen 3 


noms zweiten Grades in Bezug auf die Verrückungen 


mit den 21 verschiedenen Coeffieienten 


| 02 F RN} 
ayı -2 (ze + 2ärr ETF a), 12 








| IR ESOREEDEE SENT 
2yo= Be ab +-L&rr ; (ab? + a?b2)), 
’ Q Or? r 


0 
Orö 
annimmt, während das Potential 6), welches auch ein Polynom zweiten 
Grades in Bezug auf dieselben Verrückungen wird, nur 15 von diesen 
Ooefficienten besitzt, nämlich 

| 2 
au=g2r ta nn 0.8 un =erngae,. .. 

Da also das Elastieitätspotential eine Function der bezüglichen Ver- 
rückungen ist, so repräsentiren seine partiellen Ableitungen nach diesen 
Verrückungen die Drucke (N;, T;) auf die Oberflächeneinheit der drei 
ebenen Elemente, die sich im Punkte M. des Körpers rechtwinklig schnei- 
den. Und diese Drucke (N,;, T;), welche immer in Bezug auf die bezüg- 
lichen Verrückungen linear sind, besitzen 21 verschiedene Üoeffieienten, 
wenn wir das Potential 5) differentiiren, aber nur 15, wenn wir das 
Potential 6) differentiiren. 
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Endlich ist es sehr leicht zu erkennen, dass im Falle vollkommener 
Elastieität die Coeffieienten aı,ı, ..., 41,2, ... des Potentials 5) denselben 


REITER, 02 F 
Bedingungen genügen, wie die ihnen entsprechenden Grössen Zen 
0? F s : 
Inden und dass diese Coefficienten die Gleichungen 
a 


a3 = 4, 31 %5, H,2 49,6; 
5 lt, U mm5, 64,5 


erfüllen müssen, wenn man vom Potential 5) zum Potential 6) über- 
gehen will. 


Fasst man also alle vorhergehenden Resultate zusammen, so gelangt 
man zu folgendem Satze: Wenn man den vollkommen elastischen 
Körper als ein Atomsystem betrachtet, welches den Kräften 
unterworfen ist, die sich als partielle Differentialquotien- 
ten der Function 


. /% . N r v 
7) SS Ira a a: (CH ER) 


nach »,r',... ausdrücken, so kann sein Elastieitätspotential 
dargestellt werden durch ein homogenes Polynom zweiten 
Grades in Bezug auf die bezüglichen Verrückungen 


eu vom. 
re ee 
| 0% EEE. 
mit 21 verschiedenen COoefficienten Aliı 22. 204,9, SSR 


gewählt sind, dass alle Wurzeln s der Gleichung 
| 04.19, 41,275 ... 41,6 ; 


—=( 


a1,25 03,25, 0. 2,6 
se 


41,65 12,6) NE 46,678 
negativ sind. Und wenn man voraussetzt, dass die Atom- 
kräfte sich durch die partiellen Differentialquotienten der 
Function 


8) SS Bi rn 


ausdrücken, so redueirt sich die Anzahl der Oovefficienten 
auf 15 mittelst der Gleichungen 


03,3. = @4.4,7703,10 05.5, 091 2 an 
45,6 — 41,4, 44,6 2 42,55 a3,6 — 445. 
Aus diesem Satze folgt: 


1. dass die Hypethese von Green, durch welche er das Potential 
mit 21 Coefficienten erbalten hat, völlig mit den Prineipien -der 
Mechanik conform ist, und ferner, dass sie allgemeiner ist, als die 
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von Oauchy, weil der Begriff der Kräftefunction 7) allgemeiner 
ist, als der der Kräftefunction 8); * 

2. dass die Hypothese von Green nothwendig, aber nicht hinreichend 
ist, um die vollkommene Elastieität zu definiren; denn im letztern 
Falle müssen die 21 COoefficienten noch den Bedingungen genügen, 
‚welehe wir in unserem Satze bezeichnet haben. Diese Bedingungen 
sind, wie es mir scheint, noch von keinem Geometer bemerkt worden. 


Warschau, im Januar 1876. W. GosıEwsk1. 


Preisaufgaben 


der 


mathematisch-naturwissenschaftlichen Section der 
Jablonowski’schen Gesellschaft in Leipzig. 


I. Für das Jahr 1877. 


Der nach Encke benannte und von diesem Astronomen während des 
Zeitraumes von 1819 — 1848 sorgfältig untersuchte Comet I, 1819, hat in 
seiner Bewegung Anomalien gezeigt, welche zu ihrer Erklärung auf die 
Hypothese eines widerstehenden Mittels geführt haben. Da indessen eine: 
genauere Untersuchung der Bahn nur über einen beschränkten Theil des 
Zeitraums vorliegt, über welchen die Beobachtungen (seit 1786) sich er- 
strecken, so ist eine vollständige Neubearbeitung der Bahn desEncke- 
schen Oometen um so mehr wünschenswerth, als die bisher untersuchten 
Bewegungen anderer periodischen Oometen keinen analogen widerstehen- 
den Einfluss verrathen haben. Die Gesellschaft wünscht eine solche voll- 
ständige Neubearbeitung herbeizuführen und stellt deshalb die Aufgabe: 

die Bewegung des Encke’schen Cometen mit Berücksich- 
tigung aller störenden Kräfte, welche von Einfluss sein 


* Besonders Herr Barr& de Saint-Venant bekämpft die Hypothese von 
Green. (Siehe $$ 71, 72 und 75 des V. Anhangs. am Ende des Werkes: „Resume 
des lecons donnees a l’ecole des ponts et chaussees sur application de la mecanique 
a Vetablissement des constructions et des machines ... Premiere section. De la re- 
sistance des corps solides, par Navier ... Troisieme edition avec des notes et des 
appendices par M. Barre de Saint-Venant“ T.I, Fasc. II, Paris 1864.) 
Aber seine Idee ist, wie es mir scheint, besonders aus dem Umstande entsprungen, 
dass es nicht gelungen ist, die Resultate Green’s zu erhalten, wenn man von 
den Wirkungen zwischen materiellen Punkten längs der Verbindungslinien von je 
zweien ausgeht. Da ich das Gegentheil bewiesen habe, so glaube ich, dass alle 
Widerlegungen dieser Art nicht mehr zulässig sind. | 


- 


274 | Kleinere Mittheilungen. 


LS SSLSILLSLSSSSEIAGDGLLSL 





ALL LILMIILANMNAFN ILL PLDIDNDANDMNINNNTNINNNTNNnNnNINTNINTNINNTNNRNTNRNNNNN DT 





können, vorläufig wenigstensinnerhalb des seit dem Jahre 
1848 verflossenen Zeitraums zu untersuchen, 
Die ergänzende Bearbeitung für die frühere Zeit behält sich die 
Gesellschaft vor, eventuell zum Gegenstand einer späteren Preisbewer- 
bung zu machen. Preis 700 Mark. | 


2. Für das Jahr 1878. 


Die Entwickelung des reciproken Werthes der Entfernung r zweier 
Punkte spielt in astronomischen und physikalischen Problemen eine her- 
vorragende Rolle. In der Theorie der Transformation der elliptischen 
Functionen wird die zuerst von Cauchy entdeckte Gleichung bewiesen 


” _ne 4rta? _ Ira? 16 7 a? 
Er ERO. IE IE FF 9a TzE ) 
r i 

ztr” 4nır? 9xr? "16zr? 


— +20 9192 ı@ 190 a Lo 
in welcher mit Rücksicht auf die zu erzielende Genauigkeit die positive 
willkürliche Oonstante @ so gross gewählt werden kann, dass die Expo- 


o 


za” 
nentialgrösse e °”” vernachlässigt werden darf. Alsdann hat man 
5 nr? 4m? Izr? 


——=1+2e 1 26 urRIa ee 


eine Reihenentwickelung von ungemein rascher Convergenz. Es steht zu 

erwarten, dass eine auf die vorstehende Formel gegründete Entwickelung 

.der Störungsfunction in dem Problem der drei Körper sich für die nu- 

merische Rechnung als vortheilhaft erweisen werde, 
Die Gesellschaft wünscht eine unter dem angedeuteten 
Gesichtspunkte ausgeführte Bearbeitung des Störungs- 
problems zu erhalten, 

Indem sie dem Bearbeiter die Wahl des besondern Falles überlässt, 
in welchem die numerische Anwendbarkeit des Verfahrens gezeigt werden 
soll, setzt sie voraus, dass das gewählte Beispiel hinlänglichen Umfang 
und Wichtigkeit besitze, um die Tragweite der vorgeschlagenen Methode 


und ihr Verhältniss zu den bisher angewandten hervortreten zu lassen, 
Preis 700 Mark. 


3. Für das Jahr 1879. 


Durch die in den Abhandlungen der königl. sächs. Gesellschaft der 
Wissenschaften von .W. Hankel veröffentlichten Untersuchungen ist nach- 
gewiesen worden, dass die 'Thermoelektrieität nicht nur auf den hemi- 
morphen Krystallen auftritt, sondern eine an allen Krystallen wahrzu- 
nehmende Eigenschaft ist, soweit deren krystallinische Structur und ma- 
terielle Beschaffenheit überhaupt ein Entstehen und Anhäufen der Elek- 
trieität bis zu einer durch unsere Instrumente nachweisbaren Stärke 
gestatten. Die erwähnten Abhandlungen umfassen ausser den hemimor- 


u. 


TE 
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phen Krystallen des Boraeites und Quarzes die symmetrisch gebildeten 
Krystalle des Idokrases, Apophyllits, Kalkspathes, Berylis, Topases, 
Schwerspathes, Aragonites, Gypses, Diopsids, Orthoklases, Albits und 
Periklins, und lehren nicht nur die Vertheilung der Elektrieität auf den 
in den verschiedenen Formen vollkommen ausgebildeten, sondern auch 
auf den durch‘ Anwachsen und sonstige Hindernisse in ihrer Entwicke- 
lung gehemmten Individuen, sowie auf den durch Bruch oder Anschlagen 
der Durchgänge künstlich erzeugten Begrenzungsflächen kennen. Es 
scheinen nun unter allen zwischen der Wärme und der Elektricität be- 


“ vobachteten Beziehungen die thermoelektrischen Erscheinungen am geeig- 


netsten, eine nähere Kenntniss des Zusammenhanges zwischen den ge- 
naunten beiden Agentien zu ermöglichen, und es wird daher von der 
Fürstlich Jahlonowski’schen Gesellschaft für das Jahr 1879 als Preisauf- 
gabe gestellt: 
Aufstreng physikalische Versuche gestützter Nachweis der 
Entstehung der auf Krystallen bei steigender und sinken- 
der Temperatur hervortretenden Elektrieität (Thermoelek- 
trieität, Pyroelektricität, Kıystallelektricität) und der durch Bil- 
dungshemmnisse oder äussere Verletzungen derselben in 
der normalen Vertheilung entstehenden Aenderungen. 
Preis 700 Mark. 


4. Für das Jahr 1879. 


Die hinterlassene Abhandlüng Hansen’s „Ueber die Störung der 
grossen Planeten, insbesondere des Jupiter‘, abgedruckt im XI. Bande 
der Abhandlungen der mathematisch-physikalischen Classe der königi. 
sächs. Gesellschaft der Wissenschaften, enthält als Anwendung der da- 
selbst gelehrten Methode zur Entwickelung der planetaren Störungen die 
numerische Berechnung derjenigen Störungsglieder in der Bewegung des 
Jupiter, welche unter der Berücksichtigung der ersten Glieder ihrer ana- 
lytischen Entwickelung abgeleitet werden können. Für die Berechnung 
der durch den Saturn bewirkten Störungen der Länge und des Radius 
vectors dagegen erscheint die angeführte Methode nicht geeignet, und 
Hansen verweist in dieser Beziehung auf seine früheren Arbeiten aus 
der Störungstheorie, welche die erförderlichen Vorschriften enthalten. 
Ein grosser Theil der numerischen Rechnungen findet sich bereits in der 
im Jahre 1830 von der Berliner Akademie gekrönten Preisschrift „Ueber 
die gegenseitigen Störungen des Jupiters und Saturns‘ ausgeführt. Es 
ist’ jedoch der Theil der Rechnung, welcher die Glieder höherer Ordnung 
in Bezug auf die Massen betrifitt, nicht vollendet worden. Sofern diese 
Glieder von Einfluss werden können auf die vollständige Berechnung der 
Säeularänderungen, sowohl in Bezug auf die Länge und den Radius vec- 
tor, als in Bezug auf die Breite, sind auch die in der nachgelassenen 
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Abhandlung Hansen’s enthaltenen Werthe dieser Säcularglieder nicht 
als definitiv anzusehen. 

In den letzten Jahren ist die Theorie der Jupitersbewegung durch 
die umfangreichen Arbeiten von Leverrier ihrem Abschlusse entgegen- 
geführt worden. Da jedoch der berühmte französische Astronom sich 
wesentlich anderer Methoden, wie Hansen, bedient hat, so bleibt es 
dringend wünschenswerth und von hohem wissenschaftlichen Interesse, 
dass die vollständige Berechnung der Jupitersstörungen auf Grund der 
Hansen’schen Theorie zu Ende geführt werde. Die Gesellschaft stellt daher 

die ergänzende Berechnung der vollständigen Jupitersstö- ' 
rungen nach den von Hansen angegebenen Methoden 
als Preisaufgabe für den Termin des 30. November 1879. Preis 700 Mark. 


5. Für das Jahr 1880. 


Nachdem durch die embryologischen Untersuchungen der letzten 
Jahre der Nachweis erbracht ist, dass der Körper sämmtlicher Thiere — 
mit Ausnahme der sogenannten Protozoen — in ähnlicher Weise aus 
einigen wenigen Keimblättern sich aufbaut, entsteht die Frage, ob der 
Antheil, welchen diese Blätter an der Entwickelung der einzelnen Or- 
gane und Gewebe nehmen, überall genau der gleiche ist oder nicht; eine 
Frage, die dann naturgemäss weiter zu der Untersuchung führt, ob dieser 
Antheil durch die specifischen Eigenschaften der Keimblätter oder durch 
gewisse secundäre Momente (etwa die Lagenverhältnisse der späteren 
Organe) bedingt sei. In Anbetracht der, grossen Bedeutung, welche die 
Entscheidung dieser Fragen für die Auffassung der thierischen Organi- 
sation hat, wünscht die Gesellschaft 

eine auf eigene Untersuchungen gegründete Kritik der 
Lehre von der Homologie der Keimblätter. 
Preis 700 Mark. 


Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wo nicht die 
Gesellschaft im besondern Falle ausdrücklich den Gebrauch einer andern 
Sprache gestattet, in deutscher, lateinischer oder französischer 
Sprache zu verfassen, müssen deutlich geschrieben und paginirt, fer- 
ner mit einem Motto versehen und von einem versiegelten Couvert be- 
gleitet sein, das auf der Aussenseite das Motto der Arbeit trägt, inwen- 
dig den Namen und Wohnort des Verfassers angiebt. Die Zeit der Ein- 
sendung endet mit dem 30. November des angegebenen Jahres 
und die Zusendung ist an den Secretär der Gesellschaft (für das Jahr 
1877 Geheimer .Rath Prof. Dr. Roscher) zu richten. -Die Resultate der 
Prüfung der eingegangenen Schriften werden durch die Leipziger Zeitung 
im März oder April des folgenden Jahres bekannt gemacht. 

Die gekrönten Bewerbungsschriften werden Eigenthum der Gesellschaft. 


XII. 


Beitrag zu den Grundlagen der Invariantentheorie. 


Von 
W. VELTMANN, 


Rector in Remagen. 


1. In Bd. 62 von Crelle’s Journal hat Herr Aronhold eine ‚‚fun- 
damentale Begründung der Invariantentheorie“ versucht, die von den Be- 
dingungen ausgeht, unter welchen zwei homogene Functionen durch 
lineare Substitution in einander transformirt werden können. Herr Aron- 
hold sucht zunächst nachzuweisen, dass diese Bedingungen durch Gleich- 
setzung absoluter Invarianten beider Functionen dargestellt werden kön- 
nen. Gegen die Zulässigkeit der Schlüsse aber, durch welche er zu 
diesem Resultate gelangt, lassen sich zum Theil sehr wesentliche Beden- 
ken geltend machen. 

Herr Aronhold nimmt an (S. 284), dass für die beiden Functionen 
p* Ordnung F(x,,...&n) und F’(£,,...&.) die Transformationsbeding- 
ungen auf die Form 


I) PO+P,0,+P0,+...=0 
gebracht seien, wo die ? Functionen der Coeffieienten a, ... 4m von 
F(&,,...2n), die 0’ Functionen der Coeffieienten «' von F’(&,,... &,) sind 


und ?P0’+... in den a sowohl, wie in den a’ homogen und in beiden 
von demselben Grade ist. 

Weitere besondere Eigenschaften hat Herr Aronhold von den 
Transformationsbedingungen an dieser Stelle nicht vorausgesetzt, resp. 
nachgewiesen. Die Anzahl derselben setzt er =m—n?. Da dies jedoch 
streng genommen nur auf Grund eines förmlichen Beweises geschehen 
kann, so wollen wir sie unbestimmt lassen und =m-—g setzen. Die 
Transformationsbedingungen können wir dann andeuten durch 


(a, a), —=0, 

(a,@); =, 
II) | 

min N: 
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In diesen Gleichungen können von den 2m Grössen a und « eine An- 
zahl =m-+9g willkürlich angenommen werden, worauf sich dann die übri- 
gen m—g bestimmen lassen. Nimmt man statt der Gleichungen II) ebenso 
viele von einander unabhängige lineare Verbindungen derselben, so kön- 
nen diese vollständig die ursprünglichen Gleichungen 2) vertreten; sie 
sind ebenfalls nothwendige und genügende Transformationsbedingungen 
von .der Art, wie Herr Aronhold sie voraussetzt. Dass daher irgend 
eine der Transformationsbedingungen, z. B. die Gleichung I), irgend- 
welche von den Grössen a und a’ nicht enthalte, hat man anzunehmen 
gar keinen Grund. 
Aus der Gleichung I) folgt 
PO, +PR0OsH+--. 
0 

und der hier rechts stehende Ausdruck ist nun derjenige, welcher, mit 
Il’ bezeichnet, den Gegenstand der Erörterungen in $ 3 bildet. Die 


Gleichung $. 288 2 
da aß. ” o) da(If) 


EN ehe (0) 
Dooc(lI = 2(Tef- dx Eu hadach dx,„® da’aß.. 


würde auch dann gelten, wenn man für Il irgend eine beliebige andere 
Function der «a setzte. Dass aber der Ausdruck rechts und also auch 
der links =( gesetzt werden kann, hat zur Voraussetzung die besondere 
Beschaffenheit der Function IT’, sowie den Umstand, dass die «in einer 
gewissen Weise von den a abhängen. Es ist nämlich nicht vorausgesetzt 


P=— 





und kann nach dem vorhin über die Transformationsbedingungen Gesagten 
an dieser Stelle auch nicht vorausgesetzt werden, dass die in II enthal- 
tenen a und a’ von den übrigen unabhängig sind, d.h. dass ihre Anzahl 
nicht grösser als g ist. 

Die Gleichung 9) in $ 3 ist also keine für ganz beliebige Werthe 
der a’ giltige; sie ist nicht identisch in den a’, Diese nicht vorhandene 
identische Natur der Gleichung 9) in $ 3 liegt aber den Folgerungen in 
$4A zu Grunde. Wenn nämlich die Function II’ auf die Form gebracht 
ist, dass in ; | 

n=-(P ++...) 
die P,, P,... von einander linear unabhängig (also etwa lauter verschie- 
dene Producte der a, multiplieirt mit numerischen Coefficienten) sind, 
mithin beliebige Werthverhältnisse annehmen können, und wenn nun IT 
der Gleichung 9), $ 3, identisch genügte, so müsste allerdings, wie Herr 


E. 


rn diese Eigenschaft 


haben. Diese Behauptung stützt sich also auf eine unzulässige Voraus- 
setzung und Herr Aronhold hat demnach nicht bewiesen, dass die 
Transformationsbedingungen sich auf die Form 





Aronhold’ behauptet, auch jeder der Quotienten 
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IF 
bringen lassen, wo II, resp. II’ eine absolute Invariante ist. Damit ver- 
lieren dann zugleich die weiteren Herleitungen ihre Grundlage. 


Ich werde hier von dem Satze, dass die Bedingungen der Trans- 
formation zweier Functionen in einander in ihrer einfachsten Form 
Gleichungen zwischen absoluten Invarianten sind, dass man also durch 
jene Transformationsbedingungen auf die absoluten Invarianten, sowie 
auf die Invarianten überhaupt geführt wird, eine wirkliche Begründung 
geben. Dieselbe wird eine derartige sein, dass damit zugleich das Ver- 
fahren gegeben ist, sämmtliche von einander unabhängige absolute In- 
varianten einer Function oder eines Functionensystems zu ermitteln. 
Vorher soll jedoch 'eine Frage behandelt werden, welche hinsichtlich der 
Zahl dieser Invarianten von entscheidender Bedeutung ist, die Frage 
nämlich, ob, wenn zwei Functionen in einander transformirt werden - 
können, dies nur durch ganz bestimmte oder durch theilweise willkür- 
liche Substitutionen geschehen kann. Diese Frage ist von Herrn Chri- 
stoffel in Bd. 68 und von Herrn Aronhold in Bd. 69 von Crelle’s 
Journal erörtert worden. Die dort gegebenen Beweise lassen jedoch nicht 
deutlich erkennen, welches die Ausnahmefälle sind, wo jene Unbestimmt- 
heit der Substitutionscoefficienten stattfindet. Ich werde hier diese Frage 
in einer Weise erledigen, dass sich vollständig übersehen lässt, welche 
Ausdehnung diese Ausnahmefälle haben, indem ich nämlich eine partielle 
Differentialgleichung herleite, in deren Integral sie sämmtlich enthal- 
ten sind. 


2. Der einfachste Fall einer nur auf bestimmte Weise möglichen 
Transformation ist derjenige von 2 von einander unabhängigen linearen 
Functionen der Variabeln &,,...&,. Sollen » solche in n andere trans- 
formirt werden, so kann die Transformation nur auf eine Weise ge- 
schehen. Wenn dagegen die Anzahl der von einander unabhängigen 
Functionen geringer ist, so findet Unbestimmtheit statt. Sollen z. B. 
k Funetionen, wo k<n: 

Aı&ı +:.-+ in &n 


Aı& Ft... + Arena 
in ebenso viele andere 
’ ’ 
BıtıTt-:- + Pin&n 


: be, +... + ben &n 
durch die Substitution 
20* 
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TC, —=0;,,] © +...+ nen 


" r 
In tnıCıt:..4 nnd 
transformirt werden, so bestimmen sich die Coeffieienten « aus den 


Gleichungen 
a, mit... + Anm bi; 


lit... + Anni bri, 

wo i=1 bis n zu setzen. Die Zahl dieser Gleichungen ist kn und es 
bleiben also von den n? Ooefficienten eine Anzahl =n (n— %k) unbestimmt. 

Gleiches gilt auch für die Transformation solcher Functionen in sich 
selbst. In obigen Gleichungen hat man dann für die b die «a selbst zu 
setzen. Ist nun k=n, so sind sämmtliche Substitutionsceoefficienten be- 
stimmt. Wenn dagegen die Zahl kleiner als n ist, so findet ganz die- 
selbe Unbestimmtheit statt, wie bei der Transformation in ebenso viele 
andere Functionen. 


3. Mit Fu (a,&), Fat (b, &) ete. bezeichne ich homogene Functionen 
pt" Ordnung von &,,::. &n. Die Glieder seien lexikographisch geordnet 
und dann die Coefficienten « oder b etc. der Reihe nach mit den Indices 
n(n+1)...(n+p—]1) 

DB 
der Transformation einer Function in eine andere werde ich auch von 
der Transformation der einen Üoefficientenreihe in die andere sprechen. 

Die Ooefficientenreihe «,, ... 4m sei in b,,...dm transformirbar durch 
die Substitution 


1,...m versehen, wo also m = ist. Entsprechend 


1) = 01r, +... + nk 
undrb. 39. Din! C, „or Cm rüntch 
2) = Pırcıt:.-+Pßin&n. 


Bezeichnungen: 


Ste md, ZH Pu Pam B, 





di dB B 
el en I 
de;j dB; 
Dann ist a,,... dm IN €, ... Cm transformirbar durch die combi- 


nirte Substitution 


= (eu ßut-. + einßaı)a +... + la ßınt: + eınßan)&n 
Br 


In (enıßı + ..Ft+ De +..+ (enıßınt ... + onnßan)&n: 
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4. Es seien n von einander unabhängige lineare Functionen der 
Variabeln &,,... &. gegeben, die der Kürze wegen mit y,,... Yn bezeich- 
net sein mögen. Jede Function beliebiger Ordnung von z,,... 2. lässt 
sich darstellen als Function der linearen Ausdrücke y. Setzt man nämlich 
@=1 bis n): 

Tıi= kiıyı te. + KinYaı 
so lassen sich die k so bestimmen, dass die Ausdrücke rechts identisch 
= 7; werden. 

Eine Function kann jedoch die besondere Beschaffenheit haben, dass 
sie sich auch als eine Function von weniger als n linearen Ausdrücken 
darstellen lässt. Solche Functionen, sowie ihre Ooefficientenreihen sollen 
als anormale von den übrigen, normalen, unterschieden werden. 

Wenn von zwei Functionen gleicher Ordnung von z,,...2, eine 
sich in die andere transformiren lässt und eine von beiden ist eine anor- 
male, oder es sind beide solche, so kann die Transformation immer durch 
theilweise willkürliche Substitutionen geschehen. Die n—1 oder weniger 
linearen Functionen, als Function, von welcher sich eine der beiden 
Functionen darstellen lässt, können nämlich durch theilweise willkürliche 
Substitutionen in sich selbst transformirt werden. Jede solche Trans- 
formation stellt aber auch eine Transformation der betreffenden Function 
in sich selbst dar. Letztere kann daher auf unendlich vielfache Weise 
in sich selbst trausformirt und deshalb auch durch Combination der theil- 
weise willkürlichen Substitution mit der ursprünglichen auf ebenso vielfache 
Weise in die andere verwandelt, resp. aus der andern erhalten werden. 

Das Umgekehrte, dass, wenn eine Function sich theilweise willkür- 
lich in eine andere verwandeln lässt, wenigstens eine von beiden anor- 
mal sein müsse, gilt jedoch nicht. Es wird sich vielmehr zeigen, dass 
auch gewisse andere Functionen diese Eigenschaft haben. 

Bei der Transformation einer normalen Function in eine andere 
ebensolche kann die Substitutionsdeterminaute nicht =(0 sein; denn wäre 
sie dies, so würden die für ©, bis z„ substituirten linearen Ausdrücke und 
somit auch die transformirte Function von weniger als » linearen Func- 
tionen abhängig sein, d. h. die transformirte Function wäre eine anor- 
male. Bei normalen Functionen ist deshalb die Transformirbarkeit immer 
eine gegenseitige; die transformirte Function lässt sich rückwärts in die 
ursprüngliche verwandeln. Wenn zwei normale Functionen in eine dritte 
ebensolehe transformirbar sind oder durch Transformation daraus erhalten 
werden können, so sind sie unter sich transformirbar. Zwei in einander 
transformirbare Functionen oder Coeffieientenreihen sind collinear, .Eine 
normale Function bildet mit allen zu ihr collinearen ein collineares 
Gebiet. 

5. Die Functionen # in 3. seien normal, die Determinanten 4 und 
B also nicht =0. Die Substitution 2) sei die inverse von 1), also 
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a 
Pi; Bas A > 
Danu ist die combinirte Substitution 3) diese: 
’ ’ ’ 
4) zT, Dad... min 
Die Reihe c,,... Cm ist also mit 4a,, ... 4m identisch; die Function 


Fn* (a, x) ist in sich selbst transformirt, 

6. Variiren wir jetzt die Substitution 1), so dass also die @ sich um 
Differentialgrössen ändern. Die Substitution 2) dagegen sei dieselbe wie 
in 5., nämlich die inverse der ungeänderten.1). Dann werden auch die 
Coefficienten der Substitution 3) von den vorigen, durch 4) gegebenen, 
um Differentialgrössen verschieden sein. Man kann dieselben also dar- 


stellen durch 1+ 5, dx ER ame, ra 
Balz Ir Eden Ean A& 

5) h s . 
Enid de IH Aner, 


wo die 5 endliche Grössen, dx unendlich klein, 

7. Nehmen wir nun an, in 6. sei durch die variirte Substitution 1) 
dieselbe Reihe Öb,, ... ?„ AUS @,, ... dm erhalten worden, wie in 5. durch 
die ungeänderte 1). Dann muss auch durch die Substitution nach dem 
System 5) aus 4,,... am dieselbe Reihe c,, .... cm erhalten werden, wie 
durch 4). Denn diese Reihe entsteht das eine wie das andere Mal, 
indem man eine und dieselbe Reihe d,,... dm durch eine und dieselbe 
Substitution, nämlich die inverse der ungeänderten 1), transformirt. Da 
nun durch 4) die ursprüngliche Reihe a,, ... @, in sich selbst transformirt 
wird, so muss sie auch durch 5) in sich selbst transformirt werden. Die 
Frage also, ob eine Reihe «,,... 4m durch zwei unendlich wenig von 
einander verschiedene Substitutionen in eine andere b,,... dm transfor- 
mirt werden kann, ist hier auf die zurückgeführt, ob eine Function durch 
eine zu der Substitution 4) benachbarte Substitution in sich selbst trans- 
formirt werden kann. Diese Frage aber lässt sich jetzt so fassen: Wenn 
in Fn2a,x die Substitution 

2, =%4r (&ı L%ıt:-- + &ıntn) dx 
6) h 
A %&ı + ..+ San) dx 
vorgenommen wird, können dann die & so gewählt werden, dass #„° (a, x) 
ungeändert bleibt? 

Bezeichnen wir die Function F„(a,x) jetzt mit f und setzen wir 
die Werthe der © aus 6) in dieselbe ein, so ist die Bejahung der Frage 
an die Bedingung geknüpft: 


I 
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d 
m (Fu & +... tin) 


I 
+72 (85, %+...+ 8%) 


7) 


d ’ 
+ (Enı +... ern kn) =), 


Die Grössen & müssen sich also so wählen lassen, dass die Function 
dieser Partialgleichung genügt. Die Integration derselben wird bekannt- 
lich auf diejenige des simultanen Systems ' 
da,:day,...:d&n 
an (1%, Te. + Einn) : (St, hrs + Ern&n) ...: (Enız Bezsch EnnXn) 
zurückgeführt. Dessen Integral lässt sich unter der Form 


Syn2 San ee nen Be 
Ya» 5,” Yaı +++» sm Yn 








sPı 


darstellen, wo die s lineare Functionen von %,,...%. sind, deren Co- 
efficienten, sowie auch die »w, in einer bestimmten Weise von den & ab- 


hängen, während die y willkürliche Constanten sind. Vorausgesetzt ist 


hierbei, dass die Gleichung n!" Grades, deren Wurzeln die = . % 
Ye 
sind, keine gleichen Wurzeln hat. Das allgemeine Integral von 7) 


ist dann 
Sy"2 SnER 
8) - et ... =); 

wo F eine willkürliche Function. Wegen der Willkürlichkeit der & lässt 
sich nun schon vermuthen, dass auch die w, sowie die Coefficienten der 
linearen Ausdrücke s ganz beliebige Werthe erhalten können, so dass 
also allgemein jede Function Fn=(a,x), welche sich auf die Form F in 
8) bringen lässt, durch theilweise willkürliche Substitutionen in sich 
selbst transformirt werden kann. Um dies jedoch streng zu begründen, 


wollen wir von der Gleichung 8) ausgehen und die Bedingungen auf- 
suchen, unter welchen dieselbe ein Integral von 7) ist. Es sei also 


ss = rt: Fin En 





Sn=Ön1%, +:..+ nn En 


und die Coefficienten d, sowie die » sollen nun so bestimmt werden, 


dass 8) der Gleichung 7) genügt. Wegen der Willkürlichkeit von 
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F muss jeder der Quotienten in F der Gleichung 7) genügen. Wenn 


- ist und in Gleichung 7) 





S w 
also irgend einer derselben = 
4 


5,18 +..+5nEn =1, 
gesetzt wird, so muss für v=1 bis v=n 








dsm ds 
m smı Sm 1 Dr mw; Sm 5 BUT ii E 
3 dx, dt, 
E mw, I. 


oder ohne die herausfallenden Factoren 


RP ds 
(n ms |) 
nIdz, 1 


sein. Hieraus folgt 








1 ds, 
= Sm > = I» 
In vr 
il; $ % > ds, 
1 v 
m, ds, 


was bedeutet 


IP? 
A + Ömn&n) 
MW 


Lues 
== ei +. + din &n) 


Omi (Et) A ee + &n2a)+- + Önın Enıı +. + EanEn) 
Dielen Zur +82) +, Ca +.. Ft) t-- -+oIın (ini, +. +EnnEn) 


Sollen diese beiden Quotienten identisch gleich sein in Bezug auf die 
Variabeln x, so müssen die Zähler dasselbe constante Verhältniss haben, 
wie die Nenner; es muss also, wenn man dieses Verhältniss v nennt, 
für alle m von 1 bis n 


® s 
RR Ömı = Omi Re Ömn En1 


9) 


® x , 
131 a Ömtäint .. Ft Oma Son 
Wn 


sein, oder 


Om dnlin- Home ++ Ömakann 
= Omi1ın + ön2 (ia +. + Omn5n2; 
10) - 
0 = ömıdln + Om2$2n +24 ömn (dan a) 


m 
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®. » . ® * ” 
Diese Gleichungen sind nach =, und den Ö aufzulösen. Die Determi- 
m 


nante der Coefficienten der Ö gleich O0 gesetzt, giebt die Gleichung n!°" 


® 
Grades für —: 
ın 


V 


a £ 
Su Mn 51 ee 
j v 
519 Sa IE are &n2 
kb rt U 
v\ 
Sn En ... Snn— — 


Wim | 


. . ° ® .. ” 
Deren r Wurzeln sind die verschiedenen Werthe von — für m=1 bis 


m 
. m=n und indem man dieselben in 10) einsetzt, erhält man hieraus auch 
die den verschiedenen w entsprechenden Coefficienten d der linearen 
Functionen s, bis 5. 

Wenn man die Gleichungen 9) für die verschiedenen m aufstellt, so 
kann man sie auf folgende Weise gruppiren: 

Aus der ersten entstehen 


® 


ai == O1 Et: + din önt 
1 


® ä e 
— Önı = Inf re. t Önn Ent; 
W’n 


aus der zweiten 
» 


I = din Sat rt din en 


1 


V® 
—_ In2= On1dt ...+ Önnön? 


u. Ss. w., aus der letzten 


— dm Fe Ö,1 nt... + 0in nn 


1 


® £ . 
— Onn=dnıSöın t-:- + Ian önn- 
Wn 
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In diesen Gleichungen kann man nun auch die Ö und die w als gegeben 
annehmen und dann aus der ersten Gruppe $,, bis &„ı, aus der zweiten 
5,9 bis En2 u. s. w. bestimmen, vorausgesetzt, dass die Determinante der 
ö nicht =0 ist. Wählt man also die ö dieser Bedingung gemäss, die w 
aber ganz beliebig, während ® ebenfalls willkürlich ist, so ist die Gleich- 
ung 8) immer ein Integral von 7). 

Der Fall, wo die Determinante der ö =0, ist also hierbei aus- 
geschlossen. In diesem Falle aber sind die s,,... 5» nicht von einander 
unabhängig; die Function F in 8) ist also eine anormale und hat daher 
nach 4. die fragliche Eigenschaft. 

Demnach lässt sich also jede in der Form F in Gleichung 8), wo 
die Ooefficienten d der einzelnen s, sowie die » ganz beliebige Grössen 
sind, darstellbare homogene ganze Function durch theilweise willkürliche 
Substitutionen in sich selbst verwandeln. Dieselbe Unbestimmtheit findet 
daher auch statt bei der Transformation einer solchen Function in eine 


andere. Als Beispiel möge folgende binäre Function dritten Grades 
(22, +2) (2, +22,)=42°+12220, +98, 2 + 22,0 
angeführt werden, welche die Form F ( EM ) hat für 


Sy. 


s=2,+2%,, 

,=22, 4%, 
m=-—l, 

Or 


Dieselbe lässt sich in sich selbst transformiren durch die Substitution 
1 i 1A 
=4(0-5)0,+3(1-4)2,, 
1 ; 4 r 


wo 4 eine ganz willkürliche Grösse ist. Die Determinante dieser Sub- 


- 


. . . 9 . . 
stitution ist Ze also nie =(0, was sie auch nicht sein kann, da obige 


Function eine normale ist. 

Wenn die & in Gleichung 7) so gewählt sind, dass das gewöhnliche 
Integrationsverfahren eine Gleichung zur Bestimmung der w liefert, deren 
Wurzeln nicht alle verschieden sind, so erhält das allgemeine Integral 
eine andere Form, als die durch die Gleichung 8) gegebene. Die Con- 
stanten dieses Integrals kann man dann ebenso, wie oben mit den Ö 
und » der Gleichung 8) geschehen, so bestimmen, dass der Gleichung 
7) genügt wird. In der so erhaltenen allgemeinen Form sind möglicher- 
weise auch ganze homogene Functionen enthalten, so dass also die durch 
F in Gleichung 8) dargestellten ö nicht die einzigen sind, welche sich 
auf unendlich vielfache Weise in sich selbst transformiren lassen. Es ist 
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jedoch für den vorliegenden Zweck ohne wesentliches Interesse, dies 
näher zu untersuchen. Man übersieht nach dem Bisherigen, dass die 
Fälle, wo die Substitution theilweise willkürlich ist, ziemlich ausgedehnt 
sind, dass aber im Allgemeinen diese Willkürlichkeit nicht stattfindet. 

8. Von allen zu einem bestimmten collinearen Gebiete gehörigen 
normalen Functionen ist jede in sämmtliche übrigen und nur in diese 
transformirbar. Das zu lösende Problem der Transformationsbedingungen 
ist demnach jetzt folgendes: Es sind die Bedingungen aufzustellen, unter 
welchen zwei normale Coefficientenreihen 4,,... 4m und b,,...dm zu 
demselben collinearen Gebiete gehören. 


Die Reihe a,,.... «4m möge in b,,... dm transformirbar sein durch die 
Substitution 
11) B=N1&ı rt: + Cini: 


Die b,, ... dm seien unmittelbar in den « und den «;; ausgedrückt durch 
die Gleichungen. 


ae 1 
b, =a,-a, +... + m Am 


12) 


Im 44+...4 om- Am, 
wo die ar Functionen der «;; vom p'“" Grade sind. 

Man eliminire aus diesen Gleichungen die «&;; und so viele von den 
a, als sich daraus eliminiren lassen. Es mögen also etwa ausser sämmt- 
lichen «&;; auch noch a,+2, Ag+35 ... 4m eliminirt werden. Die resul- 
tirende Gleichung sei | 

13) Be 2.000, Din: Om) + Aut 919, Se 0 Om) Fin 
tar 9, (& 3... Ag di5 +... dm) 0, 
wo also die @ Functionen der d,,... dm und @,,... a, sind, während von 
den übrigen « nur a,ır in der Gleichung vorkommt. 

Man gebe nun den a,,... a, ganz beliebige Werthe. Für b,,... bm 
aber nehme man irgend eine normale Reihe, jedoch keine solche von 
der besondern Beschaffenheit, dass 9,(a,, ... 4g, dir +. dm)=0 wird. 
Die übrigen a bestimmen sich dann aus den Gleichungen 13) und 12). 
Aus 13) erhält man eine Anzahl =% Werthe von 9g+1 und dann aus 
12) zu jedem von diesen ein oder mehrere Systeme von Werthen der 
@g+2, +»: Am: Und zwar erhält man alle diejenigen Werthsysteme von 
Ag+1, ++: dm, Welche mit den angenommenen Werthen von a,, ... 4, eine 
zu b,, ... dm collineare Reihe bilden. Die so erhaltenen Reihen «,,.. . Am 
sind sämmtlich normal, da die Gleichungen 12) aus einer anormalen 
Reihe @,,... «qm nur eine anormale Reihe 5,, ... dm liefern können, letz- 
tere aber normal vorausgesetzt ist. 

Die gewählte Reihe b,, ... dm gehört einem bestimmten collinearen 
Gebiete an. Setzt man für b,, ... dm irgend eine andere Reihe aus dem- 
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selben Gebiete, während a,,.... @, unverändert bleiben, so ergeben sich 
wieder für die übrigen a sämmtliche Werthsysteme, welche mit a,, ... «a, 
eine zu der jetzigen d,,... dm collineare Reihe bilden. Nun sind aber 
die beiden Reihen Ö,,....d„ zu einander collinear, mithin ist jede zu 
einer von beiden collineare Reihe es auch zu der andern. Die zu 
Diy +. dm collinearen a,,... dm, in welchen a,, ... a, die angenommenen 
Werthe haben, sind also für beide Reihen der b ganz dieselben, und da 
sie sämmtlich aus den Gleichungen 13) und 12) erhalten werden, so 
liefern diese Gleichungen für beide Reihen b,,... dm die nämlichen Werth- 
systeme von Ady+4i1,...4m. Ebendasselbe gilt für alle Reihen b,,... bm 
des betreffenden collinearen Gebietes. 


Insbesondere erhält man demnach auch für sämmtliche Reihen 
Djy +: dm aus diesem collinearen Gebiete die nämlichen Werthe von a,+1; 
für alle diese Reihen sind daher die Quotienten 


14) Vol, ee 
PA Ph 
constant. 

Umgekehrt, wenn irgend eine Reihe 6, ... 5m in 13) eingesetzt, 
für diese Quotienten dieselben Werthe liefert, wie die ursprüngliche 
Reihe b,,... dm, 80 gehört 5’, ...d’m zu demselben Gebiete, wie b,,... dm. 
Denn sie giebt dieselben Werthe von a@,+ı, mithin auch von @4+2, ... dm; 
es sind also d,,... dm und 5, ... 5m zu denselben Reihen «@,,...am und 
deshalb auch zu einander collinear. Für alle zu den ursprünglichen 
by... dm collinearen Reihen und nur für diese haben demnach die Quo- 
tienten 14) dieselben Werthe, wie für jene d,,... dm. Wenn wir also 
diese Werthe mit c,, €), ...Cn-ı bezeichnen, so sind die Gleichungen 

15) mc, Aoc, N: 

PA PA Ph 

die nothwendigen und genügenden Bedingungen dafür, dass die jetzt als 

variabel betrachteten d,,... dm demjenigen collinearen Gebiete angehören, 
welches durch die ursprünglichen Werthe von b,,... dm gegeben ist. 





Um aus diesem Gebiete in ein anderes überzugehen, lasse man die 
Grössen @,, ... ag unverändert, so dass also die Functionen ® als Func- 
tionen von b,,... dm ihre Form nicht ändern. Für d,,... dm aber nehme 
man irgend eine Reihe aus dem andern Gebiete. Wenn dann nicht 
Pnldyy ++. Agy dir +: dm) =0 wird und für die Constanten cy,...Cn-ı die 


neuen Werthe von ER NEE a genommen werden, so folgt ganz auf 
| h h 

dieselbe Weise, wie vorhin, dass die Gleichungen 15) die nothwendigen 

und genügenden Bedingungen dafür sind, dass die als variabel betrach- 

teten b,, ... 5m dem durch die ursprünglichen Werthe derselben bestimm- 


ten collinearen Gebiete angehören. 
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Da der Fall 9, =0, für welchen Vorstehendes nicht gilt, nur bei 
den ganz besonderen Reihen b,, ... dm stattfindet, welche der Gleichung 
9»=0 bei constanten a,,... a, genügen, so sind die Gleichungen 15) 
als die allgemeinen Bedingungsgleichungen zu betrachten dafür, dass die 
Reihe 5,,... dm einem collinearen Gebiete angehört, welches durch die 
Constanten €,, ... Ccnh-ı bestimmt ist. Ob diese Constanten ganz beliebig 
gewählt werden können oder oh es Werthe derselben giebt, bei welchen 
keine Reihen b,,....öm den Gleichungen 15) genügen, ist hier eine 
gleichgiltige Frage. 

Aus den Gleichungen 15) erhält man nun sofort die Bedingungen 
für die Transformation zweier Reihen «,,... am und 5,,... dm in einan- 
der. Bezeichnen wir die Functionen @ in 15) mit p(b) oder p(a), je 
nachdem sie die b,,... dm oder statt derselben die a,,... dm (die con- 


stanten, oben mit a,, .... a, bezeichneten Grössen kommen nicht mehr in 
Betracht) enthalten, so sind die Gleichungen 
Po (a) a Po By) a 
ynla) © pub)  ° 
16) 
pl) _, ml) _ 
pı(a) al pn(b) hr 
die Bedingungen dafür, dass beide Reihen «,,... am und b,,... öm dem 


durch die Constanten cy, €, ».. ©n-.ı bestimmten collinearen Gebiet an- 
gehören. Dass sie also überhaupt zu ein und demselben Gebiet gehören, 
ist durch die Gleichungen bedingt 

9, (4) ei 9,(P) 

pn) Pub) 


17) 5 
91-1 (a) __ 9n-1(b) 


onla) Pal) 
Diese Gleichungen werden nicht alle von einander unabhängig sein. 


a 


Redueirt man dieselben auf ein System von einander unabhängiger 
Gleichungen, so kann deren Anzahl nur =m-—n? sein. Aus den Gleich- 
ungen 12) kann man nämlich, da nach früher (in 7.) Bewiesenem bei 
gegebenen a und 5 die &; nicht theilweise willkürlich sind, n? Gleich- 
ungen auswählen, aus welchen sich, nachdem man die darin vorkommen- 
den b, sowie sämmtliche a willkürlich, jedoch normal angenommen hat, 
die &; bestimmen lassen, worauf sich dann aus den übrigen m—n? 
Gleichungen die noch fehlenden b ergeben. In Uebereinstimmung damit 
muss also auch die Zahl der erhaltenen, von einander unabhängigen 
Transformationsbedingungen eine solche sein, dass darin n? von den 5 
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und sämmtliche a willkürlich angenommen werden können; sie muss 
daher m — n? sein. 


I Ay... Am seien jetzt die Coefficienten mehrerer Functionen 
Fr (a,&), Fn”(a,®) ete. von &, ... &n, beziehendlich von der »,'°, 
Ps!" Ordnung etc. in einer bestimmten Reihenfolge, etwa nach den Func- 
tionen geordnet, während in jeder von diesen die Glieder lexikographisch 
auf einander folgen. b,,... dm sei die ebenso geordnete Reihe der Co- 


effieienten entsprechender Functionen F,=(b,x), Fn= (b,«) ete. Es sollen 
die Bedingungen ermittelt werden, unter welchen durch eine für alle 
Functionen gleiche Substitution die Reihen a,,... dm und b,,... bm> 
welche beide für sämmtliehe Funetionen normal vorausgesetzt werden, 
in einander transformirt werden können, 


Das Verfahren hierzu unterscheidet sich in Nichts von dem in 8. 
für eine Function angewandten und die Zahl der 'Transformationsbeding- 
ungen ist auch hier =m—n?. Jedoch ist jetzt 

n(n+1)...(n+p,—1), nn+1)...(n+p,—1) 
m=— 4 
1, One 1. 2022D3 

Die Functionen der beiden Systeme sind einander paarweise zu- 

geordnet; die Zahl dieser Paare sei v. Unter den Transformationsbeding- 





Ber 


ungen können Gleichungen vorkommen, welche die CÜoefficienten aus 
beliebig vielen Paaren enthalten. Sie lassen sich aber immer so *umfor- 
men, dass keine derselben zu mehr als zwei Paaren gehört. Um nämlich 
die Gleichungen in dieser Form zu erhalten, stelle man zunächst die Col- 
n(n+1)..n+p--1) 
1.2.99 
=(n,p), so ist die Zahl derselben = (n,p,)-+ (n, 25) + ...+ (n, 2,) — vn?. 
Ferner stelle man die Bedingungen auf für die Identität der Substitu- 
tionen im ersten und zweiten Paare, im zweiten und dritten Paare etc. 
bis im v»—1'” und v!® Paare. Die Anzahl ist jedes Mal n?. Für die 
beiden ersten Paare z. B. ist die Zahl der sämmtlichen Collineations- 
bedingungen (n,2,)-+ (n, 2) —n?, die Zahl der zu je einem der beiden 
Paare gehörigen = (n,p,)+ (n, p5) — 2n?, die Zahl derjenigen also, welche 
die Coefficienten aus beiden enthalten, = n?. 


lineationsbedingungen für je ein Paar auf. Setzt man 


Das gesammte System der Collineationsbedingungen besteht also 
dann aus (n,P,)+:..+(2,P,) — vn? Gleichungen für je ein Paar und 
(v—1)n? für je zwei aufeinander folgende Paare, was zusammen (n,2,) + 
...+ (n,2,)— n? giebt. Ausnahmen von diesen Zahlenbestimmungen 
finden in manchen Fällen statt, wo Functionen erster und zweiter Ord- 
nung vorkommen. 


10. Irgend eine der Transformationsbedingungen für ein oder mehrere 
Funetionenpaare sei 
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p(a) _Y(b) 

(a) 3) 
Die Transformation der @ in die 5b geschehe durch die Substitution 

= mc +... Fein n- 

Beide gebrochene Functionen in der Gleichung seien von gemeinsamen 
Factoren in Zähler und Nenner frei. Setzt man rechts statt der b die 
Werthe in den a und den «;;, so fallen die @ heraus; @(b) und x(b) 
erhalten also dann einen gemeinsamen Factor, der sämmtliche & enthält. 


DINANNANANNITINNMANNINANNNIN MAN INIMNNMNAN 
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Dieser gemeinsame Factor kann aber auch nur die «, keine «a enthalten, 
da sonst p(a) und x(a) von höherem Grade wären, als die nicht gemein- 
samen Factoren von p(b) und y(b) und deshalb selbst noch einen ge- 
meinsamen Theiler haben müssten. Man kann daher setzen 

is) pPl)=R.p(a), 

rb)=R:xla), 

wo R eine Function der « ist. Zugleich folgt hieraus, dass die Func- 
tionen @ und x in den a oder b von demselben Grade sind, da sonst 
p(b) und x(b) in den « nicht von demselben Grade werden, mithin auch 
nicht denselben Factor R liefern könnten. 

Es lässt sich nun leicht zeigen, dass # eine Potenz der Substitu- 
tionsdeterminante ist. Dieser Beweis möge indess in einer allgemeineren 
Weise geführt werden. 

ll. Homogene Grundfunctionen von 7,, ... %n resp. von der p,'", 
P2'°” etc. Ordnung seien F,, F,,.... Die Coefficienten von F, seien a,, 
Agy...., die von #, seien b,, ba, .... Man transformire die Functionen 
durch lineare Substitutionen, welche entweder für alle verschieden oder 
auch für beliebige unter denselben die nämlichen sein können. Die Sub- 
stitution in F, sei 


19,) =, t+..: tan en, 
in F, 

19,) s=ßpıe, +... + Pin 
u. s. w, Die Coeffieienten der transformirten Functionen F\, F'y,... 
Banane 


Eine durch f(a, b,...) bezeichnete Function sei in den Ooefficienten 
a von F, vom g,'°”, in den b der F, vom 4,'°" Grade u. s. f. homogen. 
Wenn nun die Function f die den obigen Gleichungen 18) entsprechende 
Eigenschaft hat, dass | 

20) a De ANDRE Be AACHLABEN 

wo w eine Function sämmtlicher Substitutionscoeffiecienten ist, so soll 
bewiesen werden, dass diese Function % einem Producte von Potenzen 
der Substitutionsdeterminanten gleich ist. 

Da F, in den &, mithin auch die « in den «@ vom 2,'°", und da 
ferner f in den a’ vom g,'°" Grade ist, so ist /(a’,b‘,....) und somit auch 
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ı» in den « vom 2,9,'°" Grade. Ebenso ist » in den ß vom 2,45'°" 
Grade etc. homogen. 

Transformiren wir nun rückwärts, d. h, setzen wir in den transfor- 
mirten Functionen für die © die Werthe, welche sich durch Auflösung 
der Gleichungen 19) ergeben. Setzen wir also in F/, 


‚ 1 
2%; =(A;0% +... + Anj&n)Z » 
in B", 1 
235= (Bj, +...+ Bajan) 5 
u. 8. w., wo 
A: ShE en, Bhf span u. 8 W.;> 
d4 dB 
daj' IT Aßız 
Die Functionen F,, F, etc. sind dadurch wieder in sich selbst transfor- 
mirt. DBezeichnet man also die neuen Coefficienten mit a a 
b",, "5, ..., so sind diese mit den ursprünglichen a,,..., by ..., und 
daher auch die Function f(a”, b”, ...) mit /(a,b,....) identisch. Nun ist 
aber 
Bı 


„ 2 A ’ ’ 
f(a”, b rl, en go -) 1, ‚aha 


4 B ; 
wo vi, ... % ... +) aus Pleyıy +++, Pny ++.» =) entsteht, in- 


4, = uU. 8 W, 


4; hl 
dem man an die Stelle von Qi, an die Stelle von ß;; ete, setzt. 
A J j 


B;; 
D 
Wegen 20) ist also 

im 4 Bı 
RAS ET kB De A TER Pu» unse 


oder, weil f(a”,b”,....) mit f(a,b, ...) identisch ist, 


A B 
(ie, Re. 7; Se; ). loan sa Bits We a 
B 
Grade ist ete., so kann man diese Gleichung so schreiben: 


21) Ann ce Busse 2) Wlan cn Ban cu =) 
APıQı Bmr®% ,,. ö 


. . Ai ®. 
Da der erste Factor links in den 7 vom ,9,'°, in den vom 2, gg" 
di 


=1. 


Da eine Determinante mit n? von einander unabhängigen Elementen 
keine Theiler hat, so müssen hier beide Factoren des Zählers Producte 
‚aus den Determinanten A, D etc. sein, welche ausserdem nur noch mit 
constanten Grössen multiplieirt‘ sein können. Es sei also 


%ın +. (Ofn &o Pe ... Bın|® 


Tal er Bars ne zuteil 





hekıs sich Bass ßen 
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wo rennt nr. nnanTn nn 





wo 1 ein constanter Factor. Da nun Yl(Ays +» Bus +. ---) aus 
Y(&yyy»re, Brrs +, ->-) entsteht, indem man «;; durch 4;;, ß;; durch 2;; 


etc. ersetzt, so ist 
445 ... Ani = Du Be PR Pa 


Ber Bi, )—].. ) re 


| An, ... Ann Dia Bi 
Bei. A Beer Ban Berl ete,, 
23) BB le... 4, 
Setzt man aus 22) und 23) in Gleichung 21) ein, so wird diese 
A”% Bf... 12 
APı Qı BrW% ...- a 
woraus folgt 
Pı9 P39 
ee h=T,--t=H+l. 


’ 
n 


Nach Gleichung 22) ist also dann 


Be Das) a AT B®i-.. 

Die Entscheidung zwischen den beiden Zeichen erhält man, indem 
man jede der Functionen Z in sich selbst transformirt durch die Substi- 
tution 2 =&,,...&%n=%%n. In den Determinanten A, B etc. werden 
dann die Elemente der Diagonale =1, die übrigen =0. Es wird 
also jetzt 
Van Pr oe)=Htl 
und aus Gleichung 20), wo jetzt (a,b, ...) mit f(a,b, ....) identisch ist, 
ergiebt sich dann, dass das Pluszeichen genommen werden muss. Die 


Gleichung 20) wird demnach jetzt 
Pı Qı P2 92 


Bel ron...) (IH Bar. Pam) TE fla, db...) 


12. Wenn in 11. sämmtliche Grundfunctionen 7,, F,, ... durch ein 
und dieselbe Substitution, etwa 19,), transformirt werden, so sind die 
beiden Functionensysteme F,, F,,;... und F,,F',, .... collinear. Sämmt- 
liche Systeme von normalen Functionen, die zu einem bestimmten col- 
linear sind, bilden ein collineares Gebiet. Die Function f der ÜOoeffi- 
cienten ist in diesem Falle, sowie auch wenn sie nur die Üoefficienten 
einer Function, etwa 7/,, enthält, eine gewöhnlich sogenannte In- 
variante. In ersterem Falle, dem einer simultanen Invariante 


mehrerer Functionen, wird die Gleichung 24) 
Sn mPtmat- 
25) Bor) el2-f:, dan) a elarber.) 


und im zweiten 


” 


Pıqı 
26) flay ati sr a) la). 
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Den Gleichungen 18) und dem in 11. Bewiesenen zufolge sind die 
von gemeinsamen Factoren befreiten Zähler und Nenner der gebrochenen 
Functionen, welche in den Collineationsbedingungen eines oder mehrerer 
Functionenpaare vorkommen, solche Invarianten. Die gebrochenen Func- 
tionen selbst sind, als in einem bestimmten Gebiete ganz unveränderlich, 
absolute Invarianten. Dieselben sind, nach dem oben zur Gleichung 18) 
Bemerkten, in den Coefficienten vom nullten Grade. 


Die Collineationsbedingungen der beiden Functionensysteme F,, 5... 
und F’,, F’,, ... seien angedeutet durch die Gleichungen 


hl, db...) fi (5b IR.) 


X (&, b, ...) (a, Pe 


27) 


fh (a, bu...) _fnla, b, on.) 


Ania, er) mr (be 
wo die gebrochenen Functionen in Zähler und Nenner von gemeinsamen 
Factoren frei sind und deshalb die Nenner nicht mehr als gleich betrach- 
tet werden können. Die Functionen links sind absolute Invarianten von 
F,,F,,... und es existirt keine andere ebensolche, die von denselben 
PD) 


eine solche, so würde 
90 (a, by...) 


unabhängig wäre. Denn wäre z. B. 


die Gleichung bestehen 

fala bi...) _fla, Pd...) 

ta DSER RENATE N 
Diese Gleichung würde dann von den Gleichungen 27) unabhängig sein 
und es wären also diese nicht die nothwendigen und genügenden Col- 
lineationsbedingungen, 

In den Gleichungen 27) kann man den gleichen Nenner leicht wie- 
derherstellen, ohne nicht invariante Functionsbedingungen hineinzubrin- 
gen; man nehme nur als gemeinsamen Nenner links, sowie rechts nöthi- 
- genfalls das Product sämmtlicher Nenner. Die gebrochenen Functionen 
bleiben dabei vom nullten Grade und es werden deshalb sämmtliche 
Zähler wieder von gleichem Grade mit den Nennern. Die Gleichungen 
seien in dieser Form | | 


(ab...) _ f-(a165 »..) 
Para ) e5 TetaspR, «) 


fF (a,b, ar [= (d, D', nen. 
Fee 
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Wenn man hier rechts die «,b’,.... durch ihre Werthe in den a,b, 
und den «;; ersetzt, so erscheint in allen Zählern und dem Nenner, da 
dieselben Invarianten von gleichem Grade sind, eine und dieselbe Po- 
tenz, etwa die e'%, der Substitutionsdeterminante A. Man kann daher 
setzen 

[- («', b’ ..)= A 4, D, ...); 

an Kay = 4°./- (a,b, ...) 

29) 


& (a ae) =: A Be (d, 0, Ru 
Diese Gleichungen können statt 28) als Collineationsbedingungen dienen; 
durch Elimination von 4 erhält man letztere daraus wieder, Ausser >, 
fly... f£ existirt nun keine von diesen unabhängige Invariante des ge- 


gebenen Functionensystems. Denn gäbe es eine solche, etwa /- (a,b, ...), 
so würde man setzen können 


BCE = AT ITFE, (0,6, 2), 
wo ® der Exponent der dem Grade von f- entsprechenden Determinan- 
tenpotenz. Diese Gleichung würde dann von 29) unabhängig sein und 
es wären daher wieder 29) oder 28) nicht die nothwendigen und ge- 
nügenden Transformationsbedingungen. 

Man hat demnach in dem auf mehrere Functionen ganz in derselben 
Weise wie auf eine anwendbaren Eliminationsverfahren, welches in 8. 
angegeben wurde, ein Mittel, sämmtliche Invarianten und absolute In- 
varianten eines Functionensystems zu erhalten. Aus den Üoeffieienten 
der resultirenden Gleichung lassen sich dieselben in der angegebenen 
Weise darstellen. 

Die Covarianten sind eine besondere Art von Invarianten. Wenn 
nämlich die Function f in Gleichung 25) ausser den Coefficienten der 
Grundfunetionen auch die Variablen &,,... %„ enthält, so ist an deren 
Stelle &,,.... «„ zu setzen, hierfür aber wieder aus den Gleichungen 


’ ’ 
=, Cıt:.- + nn 


En tr Ft e.. t anen 
sich ergebende Werthe in den &,,... %n und den ; zu substituiren. 
Ganz dasselbe Resultat erhält man aber, wenn man die Variablen 
Xuy +. &n als Coefficienten einer zu den Grundfunctionen hinzuzufügen- 
den linearen Function von n neuen Variablen %,, ... Yn: 


&Yıt ZaYat + CnYn 


betrachtet, welche nach der Substitution 
ale 
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; ; 1 
Yy=AıYırt + AmYa).Zz 


Ya (Aniyat... + Annya). m 
transformirt wird. Die Buchstaben 4, A,, etc. haben hier die frühere 
Bedeutung. Man hat dann, dem allgemeinen Falle in 11. entsprechend, 
eine Transformation mehrerer Functionen nach verschiedenen Substitu- 
tionen. Die Determinante der Substitution für die y ist = 4-1 und 
wenn also die Function f in den & vom g'" Grade ist, so wird die 


Gleichung 25) jetzt 
pP +mpt.—g 

RER) IS Ha ” . Maybe wen 

Die Covariante erscheint demnach in der That als simultane In- 
variante eines Systems, welches aus den Grundfunctionen und der linearen 
Hilfsfunction &,%, +... + &nYn besteht. 

Aehnlich verhält es sich mit den zugehörigen Formen. Die Func- 
tion f in Gleichung 25) enthält dann noch n Grössen u,,...4n, deren 
neue Werthe «,,...un sich aus denselben durch die Gleichungen be- 


stimmen re! 


‚ 

Un ent, +. heslig: 
Ganz dieselben Werthe von w,, .... w„ erhält man aber, wenn man 
Un. Un als Coefficienten einer linearen Function 


u,Yı +...t+ UnYn 
beaehler diese Function durch die Substitution 


Yı Yyı = (a Y+...+ &ınYy'n)A 


Yn = (anıYyı, ut EnnYn)A 
transformirt und die neuen Coefficienten =u,,... Un Setzt. Diese Sub- 
stitution ist von derjenigen zur Bestimmung der neuen Coefheienten der 
Grundfunctionen ebenfalls verschieden und ihre Determinante ist —= 4°. 
Wenn also die Function f in den u,,...%, vom %!°" Grade ist, so tritt 
an die Stelle der Gleichung 25) jetzt folgende: 
Pı 91 +P292+..+2k 

Ka ER EIZER n la, dal an 

Für eine Zwischenform endlich /{«’, b', ..., x’, w), welche die z,,... 2 
im q'" und die ı,,..% im ke" Grade enthält, würde die Gleichung 
diese sein: 
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Me : pıı Fm9+..-9+?k 
farb, BU)=(E Ha... Can) % FAlala rer) 


13. Setzt man in Gleichung 25) 


EIGENE fr, ELaEDs Ten, 
Ste, mm, a, 
so wird dieselbe 
f=4.f 
und es ist, wenn das Zeichen & sich auf die Werthe 1,2,...n von g 
bezieht: 


’ 


af 


2 — 0; ee 0; 
on Boris 

also, da 4 eine Determinante ist, 

EL 

da f 

oder 

df 

Ba FERNE 


je nachdem i und j zwei gleiche Zahlen von 1 bis n oder verschieden 
sind. Für 


df' 
= dayy 0jg 
kann man aber, wenn man die Gleichung 8. 288 Z.2 der Aronhold- 
schen Abhandlung darauf anwendet, der dort gebrauchten Bezeichnung 
gemäss D;;(f')-setzen. Es ist daher 

Di (f) => D;(f)) =... =Dualf)erdf 
und bei verschiedenen i und /j 
D;(f)= 0 : 

oder, da diese Gleichungen für jede Transformation der Grundfunctio- 
nen, also auch für die Transformation derselben in sich selbst gelten, 


Du N=Pa(f)=..=Dulf)r-f 
Dij (f) — 0, 

welches die bekannten, auch von Herrn Aronhold abgeleiteten Diffe- 
rentialgleichungen sind, denen sämmtliche Invarianten genügen. Die 
Grösse r ist dabei für Invarianten von verschiedenem Grade verschieden. 

“Wenn eine Invariante von demselben Grade in den 4, ..., 
Diyas.y--- ist wie f, so ist f:@ eine absolute Invariante. Es ist also 
f:9' von den « unabhängig, und daher stets, auch für i=;j, 

& 4:9) . jg — 0. 
deiy 
Für die linke Seite dieser Gleichung kann man wieder setzen D;;(f:Y') 
und es ist somit 
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D;(f:p)=0 
D,(f:p)=0. 


Herr Aronhold hat die hierin enthaltenen n? Gleichungen herleiten 
wollen, ohne invariante Eigenschaften von f und 9 dabei zu Grunde zu 





a a 





nuunrwsee 


oder 


legen, was nicht gelingen konnte. Der Gang seiner Beweisführung ist 
von dem Gedanken geleitet, auf eine naturgemässe -Weise von den Trans- 
formationsbedingungen zu den Invarianten und deren Eigenschaften zu 
gelangen. Eben dies leistet aber das von mir hier angewendete Ver- 
fahren. Auch hier wird von den Collineationsbedingungen ausgegangen. 
Durch Elimination erhält man aus denselben eine Gleichung von der 
Form 
A+Agrı rt... + A-1a ri t+ gr =0 

und die Coefficienten dieser einen Gleichung erweisen sich auf dem direc- 
testen und natürlichsten, weil dem Ausgangspunkte genau entsprechenden 
Wege, nämlich durch fortwährende Anwendung der Collineationsbeziehun- 
gen, als Functionen, in welchen sämmtliche von einander unabhängige 
absolute Invarianten enthalten sind. 


XIV. 


Ueber eine Methode der Berechnung der sechs Cardinal- 
punkte eines centrirten Systems sphärischer Linsen. 


Von 
Prof. Dr. Lupwıs MATTHIESSEN 


in Rostock. 





(Hierzu Taf. II, Fig. 1—3.) 





Die mathematischen Betrachtungen des dioptrischen Problems: für 
den Gang der Lichtstrahlen durch ein System beliebig vieler centrirter 
sphärischer Linsenflächen von verschiedenem Brechungsvermögen unter 
der Annahme, dass die Lichtstrahlen sehr wenig von der Richtung der 
Axe des Systems abweichen, einen Ausdruck zu finden, haben durch die 
Arbeiten von Gauss, Helmholtz und Neumann zu so einfachen, 
eleganten Resultaten geführt, dass neue Discussionen über dies Problem 
fast überflüssig erscheinen. Da jedoch die Methoden der Berechnung der. 
sechs Cardinalpunkte F,F,, H,Hz, KaKs zum Theil erheblich von ein- 
ander abweichen, so erscheint es, namentlich im Interesse ophthalmolo-- 
gischer Studien, wünschenswerth, zu dem angedeuteten Ziele auf mög- 
lichst einfachem und kurzem Wege zu gelangen. Wir wollen im Folgenden 
eine Methode entwickeln, welche zu einer überraschend einfachen Be- 
ziehung zwischen den Absecissen der sechs Cardinalpunkte eines beliebi- 
gen centrirten Systems lichtbrechender sphärischer Flächen führt. Diese 
Beziehung findet ihren Ausdruck in der Formel 

Br FE la, Em 

(P,—d,)(F,—4,)(F,—d5) ... (Fm — dm 1)" 

wo m die Anzahl der brechenden Flächen, f den Abstand des ersten 
Hauptpunktes vom ersten Hauptbrennpunkte, /, den Abstand des ersten 
Hauptbrennpunktes vom Scheitel der vordersten Fläche, ferner £,, #,, ... 
die Abstände der partiellen Bildpunkte des ersten Hauptbrennpunktes 
von der zweiten, dritten, ... m!" Fläche, endlich d,, d,, d,;,.... dm-ı die 
gegenseitigen Abstände der Flächen von einander bezeichnen. Wenn 


f=F, 
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weiter 9, D und ö dasselbe für den zweiten Hauptpunkt und den zweiten 
Hauptbrennpunkt bedeuten, wie f, F und d für die ersten, so ist ganz 
analog 
em 8,.0,.D,...®, | 
; (B,—6,)(P,—6,)(D,— 85)... (Du— du-1) 


Die Grössen F,, F3, ..., sowie ®,, ®,,.... sind gewisse noch näher 
zu bezeichnende, homolog gebildete continuirliche Brüche, deren Glieder 
ähnliche Funectionen der Krümmungsradien der Flächen, der Brechungs- 
indices der aufeinander folgenden Schichten, sowie der gegenseitigen 
Abstände der Flächen von einander darstellen. 


Gauss geht in seinen „dioptrischen Untersuchungen‘ aus von der 
Gleichung eines Lichtstrahles, welcher in einer beliebigen Richtung in 
das Linsensystem einfährt, mit Zugrundelegung von rechtwinkligen Raum- 
coordinaten. 


Der Lichtstrahl, welcher nach der Annahme sehr wenig von der 
Richtung der Axe des Systems abweicht, kann im Uebrigen entweder in 
einem Axenschnitte liegen, also die Axe schneiden, oder er kann die 
Axe kreuzen. Die Ausdrücke gewinnen aber offenbar an Einfachheit, 
wenn man den Gang eines Lichtstrahles betrachtet, welcher in einem 
Axenschnitte liegt. Es lässt sich nun in der That jeder die Axe kreu- 
zende Lichtstrahl ersetzen durch einen andern, welcher die Axe schneidet. 
Wir können uns nämlich jeden Lichtstrahl vorstellen als einen unendlich 
dünnen Lichtkegel PD (Fig. 1), welcher von einem leuchtenden Punkte 
P ausfährt. Es sei XX, die Axe des ganzen Systems brechender Flä- 
chen, S der Scheitel, € der Krümmungsmittelpunkt der ersten Fläche, 
welche in D von dem Lichtkegel getroffen wird. Ziehen wir durch den 
leuchtenden Punkt / die Centrale PC und beschreiben mit dem Lichtstrahl 
PD auf der Fläche einen Kreis DA, welcher sich in der Zeichnung als 
eine Gerade projicirt, so werden offenbar alle Lichtstrahlen, welche von 
P ausgehend diesen Kreis treffen, nach der Brechung in einen und den- 
selben Punkt der Centralen PC, etwa in ?, convergiren oder auch aus 
einem rückwärts in derselbeu gelegenen Punkte ?, divergiren. Es ge- 
nügt also zur Betrachtung des Weges eines Lichtstrahles ?D, für ihn 
einen andern Strahl PA oder PB zu substituiren, welcher erhalten wird, 
indem man durch ? und die Axe des Systems eine beliebige Ebene legt. 
Die Lichtkegel PA und PB convergiren nach der Brechung gegen den- 
selben Punkt der Centrale PC und schneiden die Axe XA,. 


Es möge nun der Axenschnitt ?PXA, die brechende Fläche in dem 
als sehr klein angenommenen Bogen 48,52 schneiden. Ferner sei S 
Coordinatenanfangspunkt, x und % die Coordinaten‘ des leuchtenden 
Punktes P, x, und y, die Coordinaten des Bildpunktes ?,, r, der Krüm- 
mungsradius, z, der Brechungsindex des hinter der Fläche liegenden 
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Mediums, derjenige des vor derselben liegenden Mediums gleich der Ein- 
heit gesetzt, so ist bekanntlich für jeden Lichtstrahl PA oder PA, 
Br > nır, en 
(N) m—De, 
wobei immer der Krümmungsradius derjenigen Flächen als positiv be- 
trachtet werden soll, welche dem leuchtenden Punkte ihre convexe Seite 
zukehren. Wird die erste Brennweite mit /, die zweite mit p bezeich- 
net, so ıst f 5 _ 
BE 9 
Für seitwärts gelegene conjugirte Punkte ? und 2, ist ferner 
y:y=(e+tr):(atr) 


und wegen 
HE naN Een Fun et 
anni . 1+4=,(1+2)=% (142) 


gelten ebenfalls die Relationen 
Yy Yı 
3 ir =,’ 

Le N pn le Fb P 

Yı f +2 %-/+ p 
Da diese Formeln die Grösse des Bogens 48, als Argument nicht ent- 
halten, so folgt daraus, dass jeder vom leuchtenden Punkte P ausstrah- 
lende, die brechende Fläche treffende unendlich dünne Lichtkegel nach 
der Brechung in einen und denselben Punkt convergirt, welcher in der 
Centrale PC oder im Axenschnitte PXX, liegt; ferner, dass, wenn der 
leuchtende Punkt in der Axe des Systems liegt, dasselbe für den Bild- 
punkt stattfinden muss. 

Dieser Deduction zufolge kann also der Einfachheit wegen das 
System rechtwinkliger Raumcoordinaten immer auf ein ebenes reducirt 
werden. Wir betrachten nun allgemein den Gang eines Lichtstrahles 
oder unendlich dünnen Lichtkegels durch ein beliebiges centrirtes System 
brechender Flächen. Ein beliebiger convergirender oder divergirender 
Lichtkegel wird auch nach dem Durchgange durch sämmtliche brechende 
Medien wieder in einen einzigen Punkt convergiren, welcher mit dem 
leuchtenden oder dem Convergenzpunkte der einfahrenden Strahlen in 
demselben Axenschnitte liegt. Ein jeder Lichtstrahl wird dabei so viele 
Brechungen erleiden, als brechende Flächen vorhanden sind. 

Es existiren nun bekanntlich in jedem derartigen System zwei so- 
genannte Hauptebenen, welche nach Gauss dadurch charakterisirt sind, 
dass der ausfahrende Lichtstrahl in seiner Verlängerung die zweite Haupt- 
ebene in einem Punkte schneidet, welcher homothetisch ist mit dem 
Punkte, in welchem der einfahrende Strahl die erste Hauptebene trifft. 
Die Hauptebenen stehen senkrecht zur Axe und mit dem Namen homo- 


wm. 
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thetische Punkte werden solche Punktpaare bezeichnet, welche in dem- 
selben Axeuschnitte liegen und gleiche Abstände von der Axe haben. 
In Fig. 2 ist der Weg eines von G, ausgehenden Strahles 6,4, B,C,D, 6,; 
G,4, trifft die Hauptebene 7, in H,, 6,D, die zweite Hauptebene #5 
in 7,. Tritt ein anderer Strahl bei D parallel der Axe ein, so gelangt 
er auf dem Wege DCBA zum Hauptbrennpunkte 7, und die homotheti- 
schen Punkte der Hauptebenen sind 4,4,. Wenn demnach ein in einem 
Axenschnitte in das System einfahrender Lichtkegel in einen Punkt der 
ersten Hauptebene convergirt, so divergirt der ausfahrende Lichtkegel 
aus dem homothetischen Punkte der zweiten Hauptebene. Einige Phy- 
siker, wie Helmholtz und Wüllner, pflegen deshalb auch die eine 
Hauptebene das Bild der andern zu nennen und aus dieser Eigenschaft 
die Lage oder die Abscissen der beiden Hauptpunkte 7, und #3 mittelst 
der dioptrischen Formeln abzuleiten. Werden nämlich die Abseissen von 
Licht- und Bildpunkt, ebenso die Hauptbrennweiten f und p des Systems 
von den Hauptebenen abgerechnet, so gelten ebenfalls die oben an- 
geführten Formeln. Ist demnach 2=0, also der leuchtende Punkt in 
der ersten Hauptebene gelegen, so ist auch &,=0, also der Bildpunkt 
in der zweiten Hauptebene. Ebenso ergiebt sich aus den übrigen Rela- 
tionen, !dass für &=0 oder z,=0 jedesmal y,=-+y folgt; also um- 
gekehrt, dass, wenn in den dioptrischen Formeln y,=y gesetzt wird, 
man die Gleichungen für f und 9 erhalten muss. Wir stützen die Her- 
leitung unseres Theorems auf die Definition der Hauptebenen von Gauss. 
Dasselbe lässt sich so formuliren: 

Sind 5,, 55, 83, ... Sm die Scheitelpunkte der centrirten sphärischen 
Begrenzungsflächen, welche m +1 Medien von abwechselnder optischer 
Dichtigkeit von einander scheiden, so lassen sich die beiden Haupt- 
brennweiten darstellen durch die Relation 

FESIR FSK EIS ROHR aa 
(PS, A) (835, 0, (8,8, 

Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir den Gang eines Licht- - 
strahles, welcher vom ersten Hauptbrennpunkte F, ausgehend, bei A in 
das System einfährt, den Weg F,ABCD (Fig. 2) beschreibt und an der 
Grenze des Systems parallel mit der Axe ausfährt. Der Durchschnitts- 
punkt 47, des parallel mit der Axe ausfahrenden Strahles mit dem Focal- 
strahl ist ein Punkt der ersten Hauptebene. 

Es seien d,, d,, d,,.... die Abstände der Scheitel oder die Dicken 
der Schichten, y die Ordinate des Punktes A und 9,, 99, 35 --. die par- 
tiellen Elevationen des Strahles von einer brechenden Fläche zur andern. 
Ferner seien F,, F,, F,, F, die partiellen Brennpunkte der Strahlenele- 
mente AA, 4B, BC, CD und f die erste Hauptbrennweite /, H,, so 
ergeben sich aus ähnlichen Dreiecken folgende Relationen: 

1) y:RS, =n:d, oder y+n):%8,=n.:4: 


[= F,S, 
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2) ytn) :BS:=-n:,= Yytnmtm) :F38;5, 

3) ++): 81:4 = (ytntnt+n):FıS. 
Bei mehr als vier brechenden Flächen ist das Gesetz dieser Proportionen 
leicht zu übersehen. Aus denselben folgt weiter 

A Au u 

NM N (8; —d;) 

5) —_—_ ds t KEBEERSN : ' 
Ne) ieh NN (PS, — 45) 

Ir r f _ yrntntn _ 4 Yytentmtn 

F\S; Y nn (RS, —d) ' 

Substituiren wir nun successive die Gleichungen 4) und 5) in die letz- 
tere, so erhalten wir 


ar Yamıtmtn 
FS m PRs-d, 
ech F, Sy 4% ytnıtnaTtNnz 
7,8,—d, m FPS;—d, 
2 RSs.BRSs 4 Yyantmtnz 
(B5,—d)(F,5Ss—d)' nn FıSı—d 
Schliesst die Reihe mit n,, so ist gemäss 3) 
ER Be, 
F,S, (PS,—d,)(F,8,—d,)(F,S,—d,) 

Ist @ die zweite Hauptbrennweite ®, #5 und bezeichnet man die 
Argumente jetzt in umgekehrter Reihenfolge von rechts nach links fort- 
schreitend mit den griechischen Buchstaben und den Indices 1, 2,3, ..., 
so ist analog für m Flächen 

U. RR D,2,xX D,2,xX D,2,X...X Du 

PD, 2, (®, 2, — 6,)(D, 3, — d,)(D,2, — d,) ajph (Dali). 

‘Die allgemeinen Ausdrücke #,5, und P; 2; lassen sich nun in einem 
einzigen Kettenbruche darstellen. Es sei M, das erste vor S, gelegene 
Medium, MW, das zweite zwischen S, und S, gelegene, M, das dritte u. s. f.; 
ferner n, das Brechungsverhältniss von M, in M,, n, dasjenige von M, 
in M, u. s. f., sodann die Krümmungshalbmesser der auf einander fol- 
genden Flächen r,, r,, 75, .... Bezeichnen wir ferner die Brennweiten 
der einzelnen Flächen mit /, und 9,, /, und 9, u. s. f. die laufenden 
Absceissen von Licht- und Bildpunkt von den Scheiteln der einzelnen 
Flächen abgerechnet, mit © und x,, so ergeben sich folgende Relationen: 








(n,-1)2 (n-1la, € 2% I 
Derghnae ertrgit uf 
(n,—1)® (n,—1)e, za ; 
r. MET, b i 
a 


nl) 1a DE 
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Setzen wir wiederum die Zahl von vier Flächen voraus, so ist für irgend 
einen leuchtenden Punkt 7, der Axe 


fi fi 
mr 1+ 9, 1+ 9, 








Ist 4,85, =%, so ist F, erster Hauptbrennpunkt und der Kettenbruch 
schliesst mit /;=F,S,. Man findet aus demselben weiter 
F,S, aus den drei letzten Gliedern, 
F,S, aus den fünf letzten Gliedern , 
F,S, aus den sieben letzten Gliedern, also gleich dem ganzen 
Kettenbruche. 


Löst man den Kettenbruch nach F,S, auf, so erhält man 





; F,S, 
Ist #,S,=@, so ist F, gleich ®, zweiter Hauptbrennpunkt, F,S, wird 
®,2, und der Kettenbruch schliesst mit —pg,=®,2,. Man findet weiter 
D,23, aus den drei letzten Gliedern, 
D,2, aus den fünf letzten Gliedern, 
D,3, gleich dem ganzen Kettenbruche. 


Es lassen sich demnach die Hauptbrennweiten eines beliebigen Sy- 
stems mit leichter Mühe berechnen, ohne dass man erst die Hauptebenen 
für die einzelnen Schichten sucht. Beispielsweise ist für eine einfache 
Linse | 


BAS: FIRE 
=F SS — a PS reg 
% 1 1,S,—d,’ 272 fa ka! Rt+Yp,—d, ’ 
ebenso 
BD, 2, — 9 (9 —d}) 
DS ee 2 De Fe 02 - — ar 
P DEN 22 Pı» It Er 
Demnach sind die absoluten Werthe der Brennweiten 
ga fr Bere 





Stan I htm -d 

Es ist nun leicht zu übersehen, dass das im Vorhergehenden bewie- 
sene Theorem nicht blos für ein System, sondern auch für Combinatio- 
nen von Systemen gilt, von welchen die Hauptbrennweiten und die 
Oerter der Hauptebene bekannt sind. Sind für ein einzelnes System die 
Hauptbrennweiten f und 9, und rechnet man die Abscissen & und x, 
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zweier conjugirten Punkte von den Hauptpunkten 7, und A, ab, so ist 
nämlich auch hier 


Um die Richtigkeit dieser Formel nachzuweisen, betrachten wir die 
Verhältnisse bei zwei conjugirten Punkten ?P und /,, welche seitwärts 
von der Axe liegen. / sei der leuchtende Punkt, der Weg eines Licht- 
strahls (Fig. 3) PH, H,®, P,, der eines zweiten PF\H,H,P,. Ferner sei 
BIER FF=E, SA, ZUR PIDEHN HDD, ie ge y, so finden 
folgende hrpen statt: 


6) K:y=f: FS, 8) -Fiy=&:MS, 
N) Y:y=9:(- 9,2), 9) IT: =5:92- 
Aus 6) und 8) folgt 
10) Spt) 
aus 7) und 9) 
11); Y:r,=p:h. 


Demzufolge ist 
6, =-/9 


und d5=x«—f, &5,5=x%+9, so erhält man wie früher 


RE DM 
EINEN 


Bezeichnen wir nun die Hauptbrennweiten der aufeinander folgenden 
Systeme mit f, und 9,, /, und 9, u. s. f., die Hauptpunkte mit Z7,,ı und. 
Ha,ı, Ha,2 und Hg,2, Has und Ag; u. s. f., nehmen der Einfachheit 
wegen vier einzelne Systeme an und den Abstand des dritten Haupt- 
punktes vom zweiten gleich D,, des. fünften vom vierten gleich D,, des 
siebenten vom sechsten gleich D,, so ist nach dem Vorigen für laufende 
Abseissen © und x, oder PH, und PA, je zweier conjugirter Punkte 

KR DMELH = pi 

a I END HR 
m ee 
DIS Eh, DA 


Für einen leuchtenden, vor der Hauptebene Z.,ı liegenden Punkt 7, ist 





alsdann 





fer pı 


Ist F,Hg,a gleich ©, so ist F, erster Hauptbrennpunkt und die erste 
Hauptbrennweite 


Bar, F,Ha2.Fs Be FH 


(F3 H a,2 u D,) (F, H 4,3 = D,) (#, Ha,4 Fu Ds) 
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Ebenso findet man die zweite Hauptbrennweite ®, indem man den Ket- 
tenbruch nach F,Fg,4 auflöst und F,H,,ı gleich & setzt. Für eine Com- 
bination von zwei Systemen ist ng 
Li Tee er 

i r+9-D,' r+9-D, 

“ Da für ein System von zwei Flächen p,=n,f, und ,=n,f, ist, 
so folgt aus den Gleichungen für f und 9 die Relation 

g=nnf- 

Ist also für eine einfache Linse die Verzögerung des Lichtes aus dem 
ersten äusseren Medium in das dritte oder letzte äussere gleich N, so ist 
®=Nf. Dass diese Beziehung auch für eine Combination von Systemen 
gilt, also D=NF ist, lässt sich auf folgende Art erweisen, -indem wir 
von einer Fläche zum System, vom System zu Combinationen fortschrei- 
ten. Ist für mehrere hinter einander liegende Flächen 


DIR 


_— 


’ 


x x X 
c n c 
19.2 98 SEN een 
98 I, u X, 


und combiniren wir zunächst zwei Flächen, rechnen die laufenden Abseis- 
sen x und <, bei den Einzelflächen von ihren Scheiteln, bei dem System 
von den beiden Hauptpunkten ab, so ist 


BR Hm Ah AR_y 


m nn m [Io —_ 


(a+ 9,4.) = (k+p-d)z Me Me, 


Fügen wir die dritte Fläche hinzu und setzen + u m D—M. 
1 





wo D, den Abstand der dritten Fläche vom zweiten Hauptpunkte be- 
zeichnet, so wird 
fıfafs MR Pı 92 93 -1lusf, 
MM,x M,M;«, 
bei a Flächen 
hla:- San $ 9,93 + Pa 
M,M,...M_-ıx MıM,...M.-ıx 
bei 5 Flächen eines zweiten Systems 
BR _ MR 
2 We 
Für k Systeme ist demzufolge 
B=N.N,...NıF.* 

Was nun die Construction des Bildpunktes und die Berechnung 
seiner Ooordinaten anbelangt, so ist erstere zwar nach der in Fig. 3 
angedeuteten Weise und die Berechnung der Coordinaten. durch die 
Formeln 10) und 11) hinreichend einfach und bestimmt, jedoch die 
gegenseitige Lage von Licht- und Bildpunkt oder der conjugirten Punkte 


1 he, 
ge MT u, 
1 





— la rHet, 
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nicht so scharf angedeutet, wie dies bei einer einfachen brechenden 
Fläche der Fall ist. Hier liegen die conjugirten Punkte jedes Mal in 
einer und derselben Centrale der Fläche. Es ist deshalb wünschens- 
werth, für Systeme einen oder zwei Punkte in der Axe zu bezeichnen, 
gegen welche conjugirte Punkte ähnlich gelegen sind. Es lassen sich 
nun in der That immer zwei solche feste Punkte angeben, ebenso wie 
es zwei Hauptpunkte giebt. Man nennt dieselben die Knotenpunkte 
des Systems. Aus 10) und 11) ergiebt sich 


Eee nn [9 
Y, L x +9 ©%-/+p 
Weiter ist wegen der Beziehung 


RP 


ANTEC 


2, 


BOT Ping ehe (et 
’ x eu 


Tj 





’ 


also 
Y 9x 
Fr, fe, 

Verbindet man den leuchtenden Punkt (F, x) mit dem ersten Haupt- 
punkte #,, den Bildpunkt (F,,&,) mit dem zweiten Hg, so ist für den 
Fall, dass die beiden Grenzmedien gleiche optische Dichtigkeiten besitzen, 
o=f und somit F:=<=F,:x,, d. h. die beiden Verbindungslinien /A, 
und ?,#4s sind einander parallel und es kann diese Eigenschaft der 
Hauptpunkte unter diesen besonderen Umständen zur Construction des 
conjugirten Punktes P, benutzt’werden. Sind aber p und / von einan- 
der verschieden, so sind PH, und P, 43 nicht mehr einander parallel. 
In diesem Falle giebt es in der Axe zwei andere Punkte A, und Ag 
von der Eigenschaft, dass P, A. mit P, Kg stets parallel ist. Um ihre 
Lage zu bestimmen, bezeichnen wir der Kürze wegen 7, Ä, mit f, und 
®, Ks mit p,. Alsdann ist mit Berücksichtigung von 10) und 11) 


-F_htE_E 
Y, 9,45, f ’ 
- fh +tf=n5tii=m5- 9; 
12) Ke-f)=5(9,—-f). 
Ebenso ist 
ben 
r, 98 51 
p9, + p5, =h&— SE licr + pf, 
13) ar -N=- ph). 
Da & und 5, variable Grössen sind, so giebt jede dieser beiden Gleich- 
ungen die Relationen 
fi N a do R 
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Es ist zuweilen noch von dem „imaginären“ Brechungsindex eines 
dioptrischen Systems die Rede, wie man die Bestimmung eines solchen 
2. B. bei der Kıystalllinse des menschlichen Auges mehrfach versucht 
hat. Wenn nämlich die Oerter der Cardinalpunkte eines Systems aus 
gegebenen Elementen bestimmt sind, so kann die Frage gestellt werden, 
ob ein solches System durch eine einfache homogene Linse ersetzt wer- 
den kann, welche dieselbe Dicke hat und bei welcher die Krümmungs- 
radien der vordersten und hintersten Fläche mit denen des Systems über- 
einstimmen. Wir wollen kurz die Bedingung herleiten, unter welcher 
diese Annahme gestattet ist, und angeben, wie der imaginäre Brechungs- 
index gefunden wird, wenn diese Bedingung erfüllt ist. 

Aus der Betrachtung von Fig. 3 ergiebt sich, dass es ausser den 
sechs sogenannten Cardinalpunkten noch zwei feste Punkte 3, und 3 
giebt, in welchen die Axe von den Linien D,A, und DA geschnitten 
wird. Sie mögen die imaginären Brennpunkte der hintersten und vorder- 
sten Fläche des Systems genannt werden. Denkt man sich nämlich das 
System homogen, so müssten zwei Lichtstrahlen PD und /,D, innerhalb 
desselben auf diesen Wegen fortlaufen, wie es bei einer einfachen Linse 
thatsächlich der Fall ist. Die Punkte A, und Bg sind feste Punkte und 
entsprechen den Punkten 7, und ®, bei einer einfachen Linse, Es ist 


zufolge 6) und 7) 
Bus: Ba =: Ve lc 


BsS:BS, = FF :yy=9:(- 9,2). 
Ist D die Dicke des Systems, so ist, wenn wir die äusseren Medien als 
gleichartig voraussetzen, 


Ss, = D —— 227 
Ba, f-FS; n-—1’ 


wo r, den Krümmungsradius der hinteren Fläche, n den imaginären 


Brechungsindex bezeichnet. Ebenso findet man 


9 —r,n 
—- D— —— — 
PAR g—D2& n—1l” 
wo r, den Krümmungsradius der vorderen Fläche bezeichnet, Aus den 
beiden Gleichungen folgt 





Fan p 
14 Tin = —a 1 —— = a, 
) | 2 1 f-FS, 9-82, 2 
15) EDER FE 
n—1l . nn f-HS - nn 9-02 


Gemäss 14) müssen also die beiden Krümmungsradien der Begren- 
zungsflächen sich verhalten wie die Abstände der Hauptpunkte von den- 
selben. Findet diese Relation statt, so liefert die Gleichung 15) den 
imaginären Brechungsindex. Allgemein ist 

TI a,N, (N, —N,) 
rn @N(N—N,) 
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Um die Anwendung der Formeln an einem speciellen Falle zu zeigen, 
wählen wir die Verhältnisse bei der Kıystalllinse des menschlichen Auges. 
Helmholtz theilt in seiner physiologischen Optik* seine Messungen an 
zwei todten Linsen mit, aus denen folgende Angaben die Mittel sind: 


Krümmungshalbmesser der vorderen Linsenfläcke r,= 9,513 mm, 
r ‚„ hinteren r 1,=319,875, 
Abstand des I. Hauptpunktes von der Vorderfläche a,= 2,534, 

7 SH: r ver saHinterfläche = 1,522, 
Abstand der Hauptpunkte von einander ı = 0,201, 
Dicke der Linse | D=EH427, 
Brennweite in der Glaskörpersubstanz p = 50,789, 
Brechungsindex der Glaskörpersubstanz 1,3382, 
Imaginärer Brechungsindex der Linse n = 1,4466. 


Aus vorstehenden Angaben folgt 
a el Ne, Ir 0,618) 
Da diese Verhältnisse nahezu einander gleich sind, so lässt sich ein mitt 
lerer Brechungsindex für die Krystalllinse finden; es ist | 
n 4,257. 50,789 
n—1 9,513.1,522 RER 
n :=14,933 : 13,933 = 1,07175. 
Das totale Brechungsvermögen der Linse ist demnach gleich 1,07175 
x1,3382 oder 1,4342. Helmholtz giebt dafür den Werth 1,4466 und 
v. Zehender in seinem vortrefilichen Werke** über Dioptrik des mensch- 
lichen Auges den Werth 1,4400. Berechnet man die Cardinalpunkte der 
als homogen betrachteten Linse aus dem imaginären Index 1,4342, so 
findet man au Qz 0) A 
berechnet 2,502 1,545 51,559 0,210, 
beobachtet 2,534 1.529 50,789 0,201. 

Der imaginäre Brechungsindex der Krystalllinse ist im Allgemeinen 
grösser als der der Kernsubstanz, wofür die Messungen ergeben haben 
nach Brewster 1,3999, Chossat 1,420, Krause 1,4564. Die Ursache 
dieser grössern Collectivkraft ist in dem Umstande zu suchen, dass die 
Niveauflächen der nach innen wachsenden Indices auch an Krümmung 
zunehmen. Die negative optische Kraft der äusseren concav-convexen 
Zerstreuungslinsen compensirt einen Theil der positiv optischen Kraft 
des Kernes. Diese Compensation ist um so stärker, je höher der Index 
der Schalen; die Collectivkraft der ganzen Linse wäre also geringer, wenn 
der Index der äusseren Schichten ebenso gross wäre, als der des Kernes. "** 


* Allgem. Encyclopädie der Physik, Bd. IX. 
** Anl. zum Studium der Dioptrik des menschlichen Auges, Erlangen 1856, 
S. 64— 70. 
#®## Vergl, Hermann, Grundriss der Physiologie (1874), 8. 323, und Helm- 
holtz, Physiol. Optik, S. 72 flgg. 
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. XXIT, 5. 22 
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Um dies an einem concreten Falle deutlicher zu zeigen, bezeichnen 
wir die Dicken der einzelnen Schichten wieder mit d, die Krümmungs- 
halbmesser mit r, die absoluten Indices mit N, die relativen mit » und 
nehmen an, dass die Krümmungshalbmesser dem Abstande vom Centrum 
der Linse proportional seien. Wir legen unserer Rechnung folgende 
Daten zu Grunde: 


N,=1,3365, 


n = 95180 9 d, a 0,71 N, pe 1,3967, a = 0,0602, 
d,=0,11, N, = 1,4077, 
= 32, 4,= 0,0043, 
d, = 1,417, N,= 1,4120, 
r = 2.023 A,=— 0,0043, 
u =0,715 N, = 1,4077, 
n=—40, d, = 0,71 N, 1,3967, ob mama 
7, = 5,875, RE N, z 1,3365, Pen 
Hieraus ergiebt sich 
n, = 1,0450, = 2211405 9,=. 220,91, 
n, = 1,0079, far sell, 9,= 816,595, 


n,—= 1,0030, fs = 1066,67, 9; = 1069,87, 

200405 fı = 666,67, 9,= 664,67, 

n, = 0,9922, [,= 512,82, 9,= 508,82, 

2. = 0,9569; fe= 136,31, 9, 130,43. 
Hieraus erhält man ferner als erste Hauptbrennweite 


74,797. 83,766 . 92,591. 107,91. 136,31 


[= 53,091 74.087. 83,056. 91,174 „107,20 .135,60 00 
a=[f- F,S, = 55,550 — 53,091 = 2,459, 
n==1,4236; 
Als zweite Hauptbrennweite erhält man 
96,686 . 121,16. 149,93 . 174,64 . 220, 
953,913 6,6 6.149,93 . 174,64 . 220 72 _ 55,532, 


95,976. 120,45 .148,51. 173,93 . 220,01 
,=9— GB, 2, = 55,532 —- 53,913 = 1,619, = 0,179, 
n = 1,4296. 

Die Abweichung der für n berechneten Werthe von einander rührt 
davon her, dass a,:a, >r,:r, ist, Im Mittel ist also der imaginäre 
Brechungsindex der Krystalllinse = 1,4266, wogegen der für die Kern- 
substanz angenommene nur 1,4120 beträgt. 

Berechnet man die dioptrischen Elemente aus folgenden Daten: 

FU Ban N, = 1,3365, 
To a=47, 1,1236, 
E En N,= 1,3414, 
so erhält man in Uebereinstimmung mit den obigen 


f=55,55, [9y=55,79), a—=2,459, a,=1,619, 2= 0,179. 


XV. 
Gestalt eines um einen Centralkörper rotirenden 
homogenen Flüssigkeitsringes. 


Von 
Dr. ARNOLD GIESEN. 


(Hierzu Taf. Il, Fig. 4— 6.) 


$1. Einleitende Bemerkungen. 


Bekanntlich ist einer der zu unserem Sonnensystem gehörigen Pla- 
neten, der Saturn, mit einem System von Ringen versehen, welche ihn 
nahe in der Ebene des Aequators frei umgeben. Die Annahme, diese 
Ringe hielten sich blos durch die Cohäsion ihrer Theilchen im Gleich- 
gewichte, wobei dann natürlich vorausgesetzt werden muss, dass diesel- 
ben aus einer festen Masse bestehen, ist wohl unbedingt zu verwerfen; 
befriedigen kann nur eine solche Lösung des Problems, welche zeigt, 
dass die Ringe infolge ihrer Gestalt und ihrer Rotation um den Hanpt- 
planeten unter dem Einflusse der auf ihre Theilchen wirkenden Attrac- 
tions- und Centrifugalkräfte nach den Gesetzen der Hydrostatik im 
Gleiehgewichte sind, sei es, dass dieselben noch jetzt in einem flüssigen 
Zustande sich befinden, wie man vielfach gemuthmasst hat, sei es, dass 
sie in früheren-Epochen wenigstens sich in einem solchen befunden haben. 

Das einfachste Problem über die sich hier darbietenden Fragen dürfte 
folgendermassen lauten: Um einen Centralkörper rotirtein homo- 
gener Flüssigkeitsring, dessen Halbmesser im Vergleiche 
mit den Dimensionen seines Querschnittes und des Oentral- 
körpers sehr gross ist. Man fragt, ob derselbe sich dadurch 
ins Gleichgewicht setzen könne, dass sein Querschnitt eine 
elliptische Gestalt annimmt. 

Zur Behandlung dieses Problems ist es erforderlich, das innere Po- 
‚tential eines elliptischen Ringes zu kennen. Es wird sich im folgenden 


Paragraphen zeigen, dass in erster Annäherung der veränderliche, d. h. 
22? 
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von den Coordinaten abhängige Theil des innern Potentials eines Ringes 
von beliebigem Querschnitte und sehr grossem Halbmesser zusammenfällt 
mit dem veränderlichen Theile des innern Potentials eines unbegrenzten 
Cylinders von gleichem Querschnitte. Die constanten Theile beider Po- 
tentialfunetionen sind verschieden, und zwar ist die Constante im Poten- 
tial des unbegrenzten Cylinders unendlich gross; indessen sind die Werthe 
der Constanten für den in Rede stehenden Zweck überhaupt ohne Belang. 
Man kann daher in erster Annäherung den von den Coordinaten abhängi- 
sen Theil des innern Potentials des elliptischen Ringes von grossem 
Halbmesser ersetzen durch denjenigen des Potentials eines unendlichen 
elliptischen Cylinders von gleichem Querschnitte. Dieses letztere Poten- 
tial lässt sich aber z. B. aus dem Potential eines Ellipsoids ableiten, 
indem man nur die eine Axe desselben als unendlich gross anzunehmen 
braucht. 

Die Gleichgewichtsbedingung, dass die Summe aus dem Potential 
des Oentralkörpers und dem Potential des Ringes und der Kräftefunction 
für die Centrifugalkraft auf der ganzen Ringoberfläche constant sein muss, 
löst sich dann in zwei Gleichungen auf. Davon sagt die erste, dass für 
den Gleichgewichtszustand die Winkelgeschwindigkeit des Ringes in seiner 
Rotation um den Centralkörper gleichkommen müsse der Winkelgeschwin- 
digkeit eines in einem Abstande gleich dem Ringhalbmesser in kreis- 
förmiger Bahn um den Hauptplaneten sich bewegenden fingirten Satel- 
liten. Die zweite Gleichung giebt das Axenverhältniss der Querschnitts- 
ellipse, und zwar liefert sie hierfür zwei reelle positive Werthe, so lange 
die Winkelgeschwindigkeit eine gewisse Grenze nicht übersteigt; über 
diese Grenze hinaus werden jene Werthe imaginär. Daraus folgt, dass 
es in der That für jede Winkelgeschwindigkeit, die unter einer gewissen 
Grenze liegt, zwei mögliche Gleichgewichtsfiguren mit elliptischem Quer- 
schnitte für den Flüssigkeitsring giebt; über jenen Grenzwerth der Win- 
kelgeschwindigkeit hinaus dagegen ist keine Gleichgewichtsfigur mit 
elliptischem Querschnitte mehr möglich. Von den beiden bei kleiner 
Winkelgeschwindigkeit möglichen elliptischen Gleichgewichtsquerschnitten 
kommt der eine dem Kreise nahe, während der andere sehr flach ist, 
Bei den Saturnringen scheint der letzte Fall verwirklicht, indem allen 
Beobachtungen zufolge die Dicke derselben im Vergleich mit ihrer Breite 
sehr klein ist. 


S2. Vergleichung des Potentials eines Ringes mit demjenigen eines 
unendlich langen Cylinders von gleichem Querschnitte. 


Wir betrachten zunächst einen Ring von unendlich kleinem Quer- 
schnitte dg. Das Coordinatensystem (Fig. 4) wählen wir folgendermassen. 
Durch die Axe des Ringes und den angezogenen Punkt legen wir eine 
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Ebene, die wir zur xz-Ebene nehmen; der Durchschnittspunkt derselben 
mit dem Ringe sei der Ursprung. Die positive &-Axe nehmen wir in 
der Verlängerung des nach dem Ursprunge gezogenen Radius des Ringes, 
die „-Axe legen wir in die Tangente desselben und endlich die z- Axe 
senkrecht zur Ringebene. Der Radius eines Ringelements bilde mit der 
x&-Axe den Winkel p, der Radius des Ringes sei A; dann drückt sich 
das Ringelement aus durch Adgdg. Die Entfernung des angezogenen 
Punktes von demselben Ringelemente seir. Wir fällen vom angezogenen 
Punkte auf die Ringebene eine Senkrechte, deren Fusspunkt natürlich 
in der ©-Axe liegt; die Entfernung dieses Fusspunktes von dem Ring- 
elemente sei {. Der angezogene Punkt habe die Coordinaten x, o, z; 
o sei die Dichtigkeit das Ringes und » sein Potential. Wir haben nun 
offenbar nach einander 


7 T 
do d 
v=2oRdy ——2 oRdgq aA 





y2+ß IR 
0 
TU 
do 
V2+ BR: R?+(R+2)? — 2 R(R+x)cosp 
Ic 
VEHR®+(R+@) +2R(R+@)—AR(R+w) cosyg® 
TC 
d 
Er .- . 





Vx?+z?+4R(R+x)—AR(R+«) cost p2 


Wir En in das letzte Integral eine neue Variable y ein mittelst 
der Gleichung 


. } y=3n—Y 
dann kommt sogleich 
. 2L 
> 
day 


er 7 Dear, 


4ohdg ay 
Ver a Ze en AR(R+%) Re 
x +2? +4R(R+%) 
4oeRdy 
WZEZEITIIEN 
unter Z’(k) das vollständige elliptische Integral der ersten Art verstan- 
den, dessen Modulus % sich durch nachstehende Gleichung bestimmt: 


F(k), 
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AR(R+x) 

x? +2? +4R(R+R) 

Wir setzen nun voraus, dass © und z gegen R sehr klein seien. Je 
mehr dieses der Fall ist, desto mehr nähert sich der Modulus X der 
Einheit; und da nun annähernd für einen der Einheit sehr nahe kom- 
menden Modulus gesetzt werden kann 


£ 4 
F(k)=log 7, 


k2—= 





unter % den complementären Modulus verstanden, der in unserem Falle 
durch die Gleichung bestimmt wird 
5 a2 + 22 
k?=1—k= ——————, 
2°+2?4-4R(R-+e) 
so hat man annähernd nach dem Obigen für das Potential vo, wofern © 
und : gegen AR sehr klein sind, 


Ne 4oRayg  _,4V++4RlRte) 
Vs?+22-+4AR(R-+e) ö Vz?+2? 


oder auch 





2odg 





V!trtım 


Je kleiner nun z und z gegen A sind, desto mehr nähert sich dieser 
Ausdruck dem folgenden: 

v=2%odglog(8R)— 2odglogy a? :? 
oder 

v=2odglog(SR) — 20 dglogE, 

unter & die Entfernung des angezogenen Punktes von dem nächsten 
Punkte des Ringes verstanden. Dieses ist eine angenäherte Formel für 
das Potential eines Ringes von unendlich kleinem Querschnitte dgq, die 
mit desto grösserer Genauigkeit gilt, je näher der angezogene Punkt dem 
Ringe liegt, je kleiner also & ist. 

Denken wir uns jetzt einen Ring von endlichem Querschnitte O, 
dessen Dimensionen gegen den Halbmesser des Ringes sehr klein seien. 
Wir denken uns den Querschnitt Q in Elemente dQ zerlegt und den 
Ring in eine grosse Anzahl Elementarringe, deren Querschnitte eben die 
Elemente dQ seien. R sei der (variable) Radius des zum Elemente dO 
gehörigen Elementarringes und 5 die Entfernung des angezogenen Punk- 
tes von demselben. Dann kommt für das Potential 7 des Ringes in 
Punkten, die demselben sehr nahe liegen, also besonders in allen inne- 
ren Punkten, 


P= 29 [iog(R)aQ- 2. fiogsae. 


Unter AR, einen gewissen mittleren Ringhalbmesser verstanden, kann man 
hierfür auch schreiben 
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V=2001log(8R,) — 2 flogs AO. 


Diese Formel lässt Folgendes erschliessen: Für einen im Vergleich zu 
den Dimensionen des Querschnittes sehr grossen Ringhalbmesser besteht 
das Potential des Ringes in erster Annäherung für alle inneren und solche 
äusseren Punkte, welche dem Ringe sehr nahe liegen, aus zwei Theilen; 
der erste ist constant, d.h. von den Coordinaten des angezogenen Punk- 
tes unabhängig, er hängt vielmehr nur vom Querschnitte und dem Ring- 
halbmesser ab, und der zweite allein ist veränderlich, indem derselbe 
nur vom Querschnitte und der Lage des angezogenen Punktes, nicht 
vom Ringhalbmesser abhängt. Lässt man den Ringhalbmesser ins Un- 
begrenzte wachsen, so wächst der constante Theil seines innern Poten- 
tials auch ins Unbegrenzte, während der letzte von den Coordinaten 
abhängige Theil sich nicht ändert. Man kann demnach das innere 
Potential eines Ringes von grossem Halbmesser, abgesehen 
von dem constanten Theile desselben, auch ersetzen durch 
das Potential eines unendlich langen Cylinders von glei- 
chem Querschnitte; die constanten Glieder beider Potentialfunctionen 
sind zwar verschieden, und zwar ist dasjenige für den unendlichen Oy- 
linder selbst unendlich; die von den Coordinaten des angezogenen Punk- 
tes abhängigen Theile derselben indessen fallen in erster Annäherung 
und desto genauer, je grösser der Ringhalbmesser ist, zusammen. 


$3. Potential eines unendlich langen elliptischen Cylinders für 
innere Punkte. 


Um das Potential eines unendlich langen elliptischen Cylinders für 
innere Punkte zu finden, gehen wir aus vom Potential eines Ellipsoids, 
dessen eine Axe wir dann ins Unbegrenzte wachsen lassen. Das Ellip- 
soid habe die Halbaxen «a, b, c, welche resp. in die &, y, z-Axe fallen 
sollen. Dann ist das Potential U desselben in einem innern Punkte 


(2, 9,2): * 
U=D—- Aa? — By? — CC, 
wo zu setzen 
“ 11 
D=abcon una N 
V@+yW@+NY(®+N) 
0 
on 
dt 
A=abcon m, 
; V(a+0?(b?+t) (+1) 
x di 
B=abcen 


V(@+) (++) 
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Rn 


3 dt 


G=.00% OT Se 
Vet B@+N(®+H 
Wir denken uns nun die Axe 25 über alle Grenzen wachsend, wo- 
durch das Ellipsoid in einen unendlich langen elliptischen Cylinder über- 
geht. Ein gegen die Seiten desselben senkrechter Schnitt ist dann xz- 
Ebene und die Halbaxen dieses Schnittes sind resp. die x- und z-Axe, 
während eine in seinem Mittelpunkte auf demselben errichtete Senkrechte 
y-Axe ist. In dem Ausdrucke für 2 setzen wir im Nenner des Inte- 
granden (b5?+L) vor das Wurzelzeichen, bringen ferner überall den Factor 
b vor den Integralzeichen dadurch weg, dass wir unter den Wurzel- 
zeichen im Nenner der Integranden 1-+?:b? statt 5?+t schreiben. Setzt 
man nun b=w in obigen Formeln, so gehen dieselben offenbar in fol- 
gende über, da im Radical 1-+t:b? jetzt =1 zu setzen ist: 


m DD 


D=acon N 7 — ACOT | VarweRR! 
Ve+N(@+) Vet e+)' 
0 


RD 


B=uacon EAU RE FE C=acon 2 
(+) Ya +)(e +) Y (a? +t)(e +1)? 
0 


Der B muss wegen des Factors 5?+! im Nenner offen- 
bar verschwinden, wie vorauszusehen war; D muss, wie aus den Er- 
örterungen in $ 2 folgt, unendlich gross werden. Es bestätigt sich das 
Letztere auch leicht direct; denn setzt man «a +t=s?, so erhält man 
sogleich für D 


on 
1 — ee 
Dean | ae = — 2ucon [log (s+Ys—(@— c)]}, 








(a? — c?) 
also offenbar = x. 


Die Substitutionen &+t=s° und +!=s verwandeln resp. die 
Coeffieienten A und C in die folgenden: 


on d an 
4=2acon LEN ——, l=2acon __ı 
EyV2—(@— ce) EYVS+ (a — ec?) 








c 
j BL 
Um nun ein Integral von der Form ————— zu entwickeln, setze 
ya’ tm 
man l:x?=y, also ®=1:y, da = — —. un „iu dann erhält man für das- 


selbe 


Vil-+my 1a 


ı RE .Yitmy 
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Geht man also wieder auf die ursprüngliche Variable z zurück, so kommt 


ee vetm 
a? yo? +m ma 


Also erhält man nach dem Obigen 
Bar a0 are UV 2L(n?__ 727% 
= 2acn | an =] j 0= 2acgn| HEN 


(a?—.c?)s — (a —c?)s Je 
oder endlich 
ae, [ EN e - 2ome 
Te TR ala 02) | are’ 
2oma 
0=2ucgn |. ae > a+c' 
Hiernach haben wir für das Potential eines unendlich langen elliptischen 
Cylinders endlich 








op _zeen s_ 29am 22 
a+c Fra 
oder 
2 2 
DD ern) 
at+c \a c 


Die Constante D ist unendlich gross und also auch das Potential selbst. 
Sein veränderlicher Theil und infolge dessen seine Differentialquotienten 
oder die Componenten der ver dem unendlichen Cylinder ausgeübten 
Anziehung bleiben aber endlich, Derselbe Ausdruck muss nun dem in 
S 2 Gesagten zufolge bis auf die Constante auch das innere Potential 
eines elliptischen Ringes von grossem Halbmesser darstellen. Legen wir 
also durch den angezogenen (innern) Punkt einen Querschnitt des Ringes 
und nehmen seine beiden Axen 2a und 2c resp. zur x- und z-Axe (die 
y-Axe also auf dem besagten Querschnitte senkrecht), so wird das Po- 
tential V des Ringes in dem innern Punkte (x,0,z) annähernd durch 
folgende Formel dargestellt: 
en 


a+c \a c 


Dabei bezeichnet & eine vom Ringhalbmesser abhängige, nicht näher 
bekannte Oonstante, welche mit jenem Halbmesser ins Unendliche wächst. 





$4. Aufstellung und Untersuchung der Gleichgewichtsbedingungen. 


Ein Flüssigkeitsring von elliptischem Querschnitte rotire um einen 
Oentralkörper von der Masse (, so dass die Schwerpunkte beider Körper 
zusammenfallen. Man braucht offenbar blos die Verhältnisse eines Quer- 
schnittes des Ringes zu betrachten. Den Mittelpunkt des betrachteten 
Ringquerschnittes nehme man zum Ursprunge (Fig. 5), seine in die Ring- 
ebene fallende Axe 2a zur x-Axe, und zwar sei deren positiver Theil 
vom Centralkörper abgewandt; die auf der Ringebene senkrechte Axe 2c 


318 Gestalt etc. 


IV SrIrRNNMNND 





nn 








a ee ANNAMAAANANITANANKITNNNN 


sei zur z-Axe genommen und die Normale des Querschnittes in dessen 
Mittelpunkt zur y-Axe. Die Entfernung vom Mittelpunkte des Central- 
“ körpers sei !; dann können wir für sein Potential W, falls derselbe nicht . 
sehr stark von der Kugelform abweicht und der Ringhalbmesser R sehr 
gross ist, in einem Punkte (z,0,z) des betrachteten Ringquerschnittes 


setzen 
C C 2 229 22-2272 
m  (— 147 + | 
et AT 

C wi rer? en 

ben le LEN er 

R £ RT IR Hit] 
Vernachlässigen wir die folgenden Glieder, wozu wir wegen der Grösse 
von R und der Kleinheit von 2 und z berechtigt sind, so können wir 
also für das Potential des Oentralkörpers setzen 


en] 


— 
— 


R R DREH 
Die Oentrifugalkraft ist für alle Punkte des betrachteten Querschnit- 
tes nach der z-Axe gerichtet, und zwar ist ihr Werth, auf die Massen- 
einheit bezogen, unter 9 die Winkelgeschwindigkeit des Ringes und 
unter s die Entfernung von seiner Axe verstanden, 


92s= 9 (R-+2). 
Die Componenten derselben sind also die partiellen Derivirten des Aus- 
druckes 
39°(R+ 2)? 
Für das Potential V des Ringes haben wir endlich nach $ 3 
ange Z0E (2). 
a+c \a c 

Die Gleichgewichtsbedingung für die Punkte des Umfanges des be- 
trachteten Ringquerschnittes ist nun, unter f die Attractionsconstante 
verstanden, 





f(#W+-PV)+$9(R-+ 2)? = Const. 
Wenn diese Gleichgewichtsbedingung für den Umfang eines Querschnit- 
tes erfüllt ist, so muss sie der vollkommenen Symmetrie wegen für die 
ganze Ringoberfläche erfüllt sein. Dieselbe kann dem Gesagten zufolge 
so entwickelt werden: 
Cf ( me 
Bunt m ter 


— (Vonst. 


Done Dr 
en (ro), me 


ad C 


Die Gleichung des Ringquerschnittes ist aber 


2 22 
atzsnml 
a C 


Von Dr. A. GisEsen. 319 


DEINES LE KL GL GE HD BGG LS SA A ASS NE NM CL LE N SD DB KL LSA: Ne BILL LDNALLILE 








p2 
Setzt man den hieraus sich ergebenden Werth ?=c? (17 n in die vor- 
i i | 
hergehende Gleichung ein, so wird dieselbe 
= 
m \e.3 
er, g? ta)® a} 2onac[ 2oncla—c)f , 
_—— — — [02 —— [00 mn ml mem 0000000 Da 
R ZBHR 2R? a-+c a(a-+c) 
2 
- u (RR +2 Re + 2?) = Const, 
Das Bestehen dieser Gleichung erfordert das Verschwinden der Üoeffi- 


cienten von x und &°; wir haben demnach als nöthige und hinreichende 
Gleichgewichtsbedingungen des rotirenden Ringes 





mn ®R=0, 
n2 
_ 2owfe(a—e) (2+5) cf 42 = 0. 
a(a+c) ABEND R? 


Die erste Gleichung giebt die Grösse der erforderlichen Winkel- 
geschwindigkeit; sie sagt aus, dass im Mittelpunkte eines Ringquerschnittes 
die Oentripetalacceleration gleich der vom Centralkörper ausgehenden An- 
ziehung sein müsse, oder dass der Ring mit derselben Geschwindigkeitrotiren 
müsse, mit der ein Satellit im Mittelpunkte seines Querschnittes sich be- 
wegen müsste, falls dessen Bahn kreisförmig sein sollte. Mit Hilfe des 
von der ersten Gleichung gelieferten Werthes 9#=(f:R? geht dann die 
zweite über in folgende: 





2onfc(a—c) ‚(2 = DAL OR 
| a et el 
oder (a ' urnda 
c(la—c € 
tt) 
oder 
acla—c) 9 


(a+0)30@+c) donf' 
Setzen wir das Axenverhältniss — des Ringquerschnittes gleich p, so 


können wir endlich schreiben 
1) BAITDI an 
(1+P)8+P°) Aonf 
Diese Gleichung bestimmt das Axenverhältniss p der Querschnittsellipse des 
Ringes. Da sie in Beziehung auf p kubisch ist, so liefert sie für p drei 
Werthe, auf deren Discussion es zunächst ankommt. Wir denken uns 
den Ausdruck auf der linken Seite der vorigen Gleichung als Ordinate 


einer Curve, bezogen auf rechtwinklige Coordinaten p und g: 
p(i—») 


++) 
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Offenbar ist die Curve von der vierten Ordnung. Die Ordinate 4 ver- 
schwindet für die Werthe 0 und 1 der Abseisse p; in diesen Punkten 
schneidet also die Curve die Abseissenaxe. Für p=—1 wird g=w und 
für y=@ wird g=0; jeder Abseisse p entspricht ein einziger, stets 
reeller Werth der Ordinate und die Curve hat also eine der Abseisse 
-—1 entsprechende, zur ÖOrdinatenaxe parallele Linie, sowie die Abseis- 
senaxe zu Asymptoten. In dem Intervalle 0 bis +1 der Werthe der 
Abseisse p ist die Ordinate q positiv, in dem Intervalle +1 bis + © ist 
sie negativ; in dem Intervalle 0 bis —1 ist g ebenso negativ und in dem 
Intervalle —1 bis —® ist qg wieder positiv. Demnach lässt sich die 
Gestalt der Curve im Allgemeinen übersehen (Fig. 6). 

In dem Intervalle 0 bis +1 erreicht die (positive) Ordinate g der 
Curve einen Maximalwerth, auf dessen Bestimmung es besonders ankommt. 


Man findet ag p— er 
AP. = OXLL-RY) OR Pe 
die Abscisse des gesuchten Maximalpunktes ist also die zwischen 0 und 
1 liegende positive Wurzel der Gleichung 
P—2pP— AP — 6 +3=0, 
für welche man findet »= 0,386 (der genauere Werth ist p— 0,38550673). 
Die zugehörige Ordinate wird daun g = 0,0543. 

Die Entscheidung über die Natur der Wurzeln der Gleichung 1) 
ergiebt sich hiernach sofort; die Wurzeln dieser Gleichung sind nämlich 
die Abscissen der Punkte, in denen eine in dem stets positiven Abstande 
9:4Anof zur Abscissenaxe gezogene Parallele die betrachtete Curve 
schneidet. Daraus folgt sogleich, dass die Gleichung 1) stets eine nega- 
tive Wurzel hat, welche aber für unsern Zweck ausser Betracht fällt; 
ausserdem hat dieselbe noch zwei positive Wurzeln, wenn 9°:4z0/<< 0,0543, 
und zwar ist die eine dieser Wurzeln kleiner und die andere grösser als 
0,386. Ist 92:4rof= 0,0543, so fallen beide positive Wurzeln in den 
einen Werth 0,386 zusammen, und ist endlich 9: 4rof > 0,0543, so 
hat die Gleichung 1) keine positiven reellen Wurzeln mehr. Dies führt 
zu folgendem Resultate für unser Problem: 

So lange die Rotationsgeschwindigkeit des Flüssigkeitsringes so klein 
ist, dass 9°:4mof< 0,0543 ist, so sind zwei Gleichgewichtsfiguren mit 
elliptischem Querschnitte für den Ring möglich; bei jeder liegt die längere 
Axe des Querschnittes in der Ringebene, während die kürzere auf ihr 
senkrecht steht. Die eine der beiden Gleichgewichtsfiguren des Quer- 
schnittes ist sehr stark abgeplattet, indem ihr Axenverhältniss unter 
0,386 liegt und mit abnehmender Winkelgeschwindigkeit fortwährend und 
bis zur Grenze Null abnimmt; die andere ist mehr kreisförmig, indem 
ihr Axenverhältniss über 0,386 liegt und mit abnehmender Winkelgeschwin- 
digkeit sich der Grenze 1 nähert. Ist 9°:4mof gerade gleich 0,0543, so . 
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ist nur noch eine elliptische Querschnittsfigur für den Ring möglich, deren 
Axenverhältniss gleich 0,386 ist. Uebersteigt endlich 9:4» of den Werth 
0,0543, so ist ein Gleichgewicht des Ringes bei elliptischem Querschnitte 
. nicht mehr möglich. 


$5. Schlussbemerkungen über das System der Saturnringe. 
I. Nach den Formeln des $4 ist 


a 12) 
Ang Ing min)’ 
unter 6 die Dichtigkeit und unter r den Halbmesser des Centralkörpers 
verstanden. Es muss also nach Obigem weiter sein 
6 BaN 
— <3:0,0543 () 
Q r 
Für den innersten der Saturnringe ist ungefähr R:r=?2, es müsste also 
sein 6:0 < 1,3. Indessen kann die auseinandergesetzte Theorie nur unter 
manchen Einschränkungen auf die Saturnringe angewendet werden aus 
Gründen, die in III näher besprochen werden. 

II. Die Saturnringe umgeben den Planeten nahe in der Ebene des 
Aequators; es ist dies eine Folge der stark abgeplatteten Gestalt des 
Saturn, durch welche, wenn die besagte Lage der Ringe nicht statt hätte, 
an denselben sofort ein Kräftepaar hervorgerufen würde, welches die 
Ringe in pendelartigen Schwingungen um die Ebene des Aequators als 
Mittellage bewegen würde. Analytische Entwickelungen hierüber müs- 
sen wir hier übergehen. 

III. Es käme nun aber bei dieser Untersuchung noch ein anderer 
Umstand zur Sprache, nämlich die Frage nach der Stabilität des Gleich- 
gewichtes des betrachteten Flüssigkeitsringes. Vor Allem sind zwei Arten 
von Verschiebungen zu unterscheiden, in Bezug auf welche die Natur 
des Gleichgewichtes zu untersuchen wäre; zur ersten gehören jene, durch 
welche der Massenmittelpunkt des Ringes verschoben wird, während die 
Theile desselben ihre relative Lage beibehalten; bei der zweiten Art von 
Verschiebungen bleibt der Massenmittelpunkt in Ruhe, die Theile aber 
ändern ihre relative Lage. Wir beschränken indessen die folgende Un- 
tersuchung auf die erste Art von Verschiebungen, und betrachten auch hier 
nur den speciellen Fall, wo letztere in der. Ringebene liegen. 

Wir denken uns den Flüssigkeitsring wie in $ 2 in Elementarringe 
von unendlich kleinem Querschnitte zerlegt. Die Natur des Gleich- 
gewichts ist dann bei den hier in Betracht kommenden Verschiebungen 
für den Elementarring dasselbe, wie für den ganzen Flüssigkeitsring. 
Bezeichnet R wieder den Radius eines Elementarringes, ö die unendlich 
kleine Entfernung eines Punktes vom Mittelpunkte desselben und @ den 
Winkel (R, 6), so ist das Potential © des Elementarringes in Bezug auf 
. diesen Punkt, wenn wir die früheren Bezeichnungen in $ 2 beibehalten, 
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also ein Minimum für d=0. Daraus folgt, dass die Anziehung, welche 
ein unendlich wenig vom Mittelpunkte des Ringes entfernter Körper 
erleidet, vom Mittelpunkte ab gerichtet ist, woraus sich sofort weiter 
ergiebt, dass das Gleichgewicht des Ringes in Beziehung auf solche Ver- 
schiebungen, welche die Lage seines Schwerpunktes ändern, labil ist, so 
"dass, wenn durch irgend eine Störung, wie sie beim Saturn schon durch 
die Anziehung seiner Trabanten nicht fehlen könnte, der Mittelpunkt 
des Ringes sich noch so wenig vom Mittelpunkte des Oentralkörpers ent- 
fernte, jener durch die auf den Ring wirkenden Kräfte nicht wieder in 
diesen zurückgeführt, sondern im Gegentheil immer weiter von demselben 
entfernt würde, wodurch der Ring sich also dem Oentralkörper von der 
einen Seite her immer mehr nähern müsste, bis er zuletzt mit demselben 
zusammenfliessen würde. 


Eine solche Labilität des Gleichgewichts kann in Wirklichkeit selbst- 
verständlich in der Natur nicht vorhanden sein; es fragt sich daher, wie im 
System der Saturnringe die Stabilität des Gleichgewichts bewirkt ist. Es 
lassen sich indessen bis jetzt fast nur Vermuthungen hierüber aufstellen, und 
es sollen daher im Folgenden nur einige Momente angeführt werden, welche 
in dieser Beziehung von besonderem Einflusse zu sein scheinen. 1. Es 
sind mehrere Ringe vorhanden, welche gegenseitig auf einander anziehend 
wirken, worauf bei der vorhin angedeuteten vereinfachten Fassung des 
Problems keine Rücksicht genommen wurde. 2, Die Mittelpunkte der 
einzelnen Ringe scheinen den Beobachtungen gemäss sowohl unter ein- 
ander, als mit demjenigen des Saturn nicht ganz genau zusammenzufal- 
len. 3. Die Ringe scheinen weder ganz genau in einer Ebene zu liegen, 
noch auch eine ganz regelmässige kreisförmige Gestalt zu besitzen. 
4. Endlich sind vielleicht auch die stark abgeplattete Gestalt des Saturn 
und die Anziehungen, welche von seinem ganzen Gefolge von Trabanten 
ausgehen, von besonderem Einflusse auf den Gleichgewichtszustand und 
die Bewegungen des Ringsystems. 
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Möglicherweise werden vielleicht gerade durch die erwähnten Um- 
stände in dem Ringsystem periodische Bewegungen hervorgerufen, durch 
welche die Schwerpunkte der einzelnen Ringe dem Schwerpunkte des 
gesammten Systems in kürzeren oder längeren Zeiträumen bald etwas 
mehr genähert, bald wieder etwas mehr von demselben entfernt werden, 
und vielleicht sind es gerade solche periodische Schwankungen, welche 
verhindern, dass die durch die Anziehung der äusseren Massen hervor- 
gebrachten Störungen je eine solche Grösse erlangen, die den Bestand 
des Ganzen bedrohen könnte. 

Die theoretischen Fragen, welche sich hieran knüpfen, sind indess 
noch lange nicht als sämmtlich gelöst zu betrachten, wie auch anderer- 
seits die hierzu erforderlichen Beobachtungsdata noch bei weitem nicht 
in der nöthigen Vollständigkeit vorzuliegen scheinen, und es ist wohl 
jedenfalls die vollständige Erforschung des Systems der Saturnringe 
sowohl für die beobachtende Astronomie wie für die mathematische 
Theorie als eine sehr schwierige Aufgabe zu bezeichnen. 


XVl 
Untersuchung der höheren Variationen einfacher Integrale. 


Von 
G. ERDMANN, 


Gymnasiallehrer in Berlin, 


$ 1. Die von Jacobi,* Hesse** u. A. entwickelte Theorie der 
zweiten Variation, welche ich hier kurz voranschicken will, besteht in 
Folgendem. 

Ich setze 


4 
r=/o6, y,y)d& 
% 


und suche das Maximum oder Minimum von F, wobei ieh die Grenz- 
werthe von % als gegeben ansehe und mit %Y,, %, bezeichne. Dann 
erhalte ich die Differentialgleichung 


d 
1 ‚ Be ZN 
) IN -rWy)=0 
Die Differentialgleichung habe die Integrationsconstanten ce, und c,; ich setze 
0Y 0 
de, a r; y De, =— rg 5 


Hyd las 
wo y, und y, zwei Constanten sind. Die Differentialquotienten von u 
nach & bezeichne ich mit « und w”; die Werthe, welche u für =, 
und x=x, annimmt, seien u, und u,. Setze ich ferner 
om-+n . 
dymoyn o(z, Y,Y ) — (mn; 
so ergiebt die Differentiation von 1) nach den Integrationsconstanten 


da da 
2) (0  —1)u  — 1 ag 0. 
dx dx 





* Grelle’s Journ. Bd, 17. 
** Crelle’s Journ. Bd. 54, S. 255 flgg. 
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$2. Ich setze ferner 

3) 0,22 + 2a 1,2’ + a, 0, 
wo 2 eine beliebige Function von & und z’ ihren Differentialquotienten 
bezeichnet. Dann kann ich den Ausdruck O0 mit Hilfe der Gleichung 2) 
transformiren. Setze ich nämlich 

4) z=gu, 
wo g eine Function von x bezeichnet, und subtrahire die mit g?u mul- 
tiplieirte Gleichung 2) von 3), so erhalte ich 


: d ’ 
5) ma g’u+ 7 [la gut a,guu)]. 


Giltig ist diese Transformation, so lange « nicht verschwindet; ver- 
schwindet dagegen u, so ist die Substitution 4) nur erlaubt, wenn zu- 
gleich z verschwindet. 


$ 3. Die Formel für die zweite Variation von Y heisst 
% 


97 |[ay öy? + 2a, dydy’+a,6dy? dx 
6) ie 


+ ta y + a, y)ax.* 

Es | 
Das zweite Integral verschwindet, wie man sieht, wenn man durch Theile 
integrirt und 1) berücksichtigt. Setze ich jetzt öy=ez, wo & eine con- 
stante unendlich kleine Grösse bezeichnet, so folgt aus $ 2 

% 
7) Du la, dus dem, 
Lo 

Diese Transformation ist giltig, wenn u zwischen x, und &, nicht ver- 
schwindet. Für die Grenzwerthe ©, und x, selbst darf u unbeschadet 
der Giltigkeit von 7) verschwinden, da für diese Werthe dy und somit 
auch z gleich 0 wird. 


$4. Um nun die in u enthaltenen Constanten y, und 7, zu bestim- 
men, Bee ich ec, und c, so als Functionen einer dritten Grösse c, 


d Be i dc 

dass r, n 4, = für «a, stets gleich 0 bleibt; dann setze ich „= — 
dc, dy . 2 

und y,= Er und habe um. Alsdann verschwindet u für &=7,, ebenso 


wie die höheren Differentialquotienten von y nach c. Zwischen z, und z, 
Fair . 
wird jedoch u nicht verschwinden, wenn = nicht denselben Werth annimmt 
1 


* Ueber die Nothwendigkeit, alle diese Glieder zu berücksichtigen, s. 8$ 13 
und 14. 
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik, XXIT, 5. 23 
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wie für e=x,. Wenn wir ausserdem annehmen, dass a,, stets grösser 
als 0 bleibt,* so wird auch 0? V, wie 7) zeigt, für alle möglichen Werthe 
von öy grösser als 0 sein, und es wird somit ein Minimum stattfinden. 


Nur wenn 2 zwar nicht zwischen &, und x, , aber für =, selbst den- 
1 

selben Werth annimmt, wie für @=x,, also wenn „=0, kann 6°V 

auch zum Verschwinden gebracht werden, wenn man nämlich g gleich 

einer Constanten setzt, was sonst nicht zulässig ist, da dy,=0(0 werden 

muss. In diesem Falle also sind die höheren Variationen zu untersuchen. 

Dabei ist döy= eu zu setzen, da nur für diesen Werth von öy die zweite 


Variation von F verschwindet, für alle anderen aber grösser als 0 bleibt. 


$5. Ich habe für die dritte Variation von V, wie sich aus 6) ergiebt: 


24 
OD Se öy? + 3a, dydy + 3a,ödydy?+ ag, 6y?ldz 


%o 


x 
8) +3 /[a öydyta,(öydy+öy sy)ta,dy 9y]de 
%o 


x 
+ Stan y + Ay ö°y] dx. 
%o 


Setze ich allgemein n 
9) a,up+a,(up+tup)+a,uWp=P, 
wo p eine beliebige Function von z ist, so ergiebt die Subtraetion der 


! N, ; a eo 
mit p multiplieirten Gleichung 2) von 9), wenn ich — mit dmn be- 


zeichne: 
Fu ’ ‚ ’ 24 [4 ’ Fa 
P=a,uptagUupt iu pt a, up +a,uptagup, 


10 d ; 
) P= 72 la, up + aawWp]. 


S6. Setze ich ferner 
2 


11) 2, — (Ta u? + 2a,, ul + a, u? de, 
X 
x L 
123 2 — fi [a;, u + 3a, Wu’ + 3a, uu? + a,u?]az, 
%o 


de i S 
so habe ich, wenn ich En mit v® bezeichne: 


* Ist ao stets kleiner als 0, so gelten natürlich ganz die entsprechenden 
Betrachtungen. 
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Q,= ajie uo+a,(ur+uv) +a,uv) ax. 


‘ Der unter dem es rbichäh stehende Ausdruck ist von der Form ?; 
nach 10) habe ich also, da nach S4w=0 und w=0: 
13) 2 a ud, — 209 Ur.” 
Aus Gleichung 11) wird nach $2, da g=1 zu setzen ist: 
au tgl), 
folglich geht 13) über in 
14) = a,u°+ 2a,u° U tu + id, Si, Wr, 
oder, da u, =0: 
15) 2,=— AyUıd. 

ST. Setze ich jetzt in 8) öy=eu, so erhält das erste der in dieser 
Gleichung enthaltenen Integrale die Form 82,; der unter dem zweiten 
Integralzeichen stehende Ausdruck erhält die Form P, verschwindet also 
nach 10), da ö?y für die Grenzen verschwindet; das dritte Integral ver- 
schwindet gleichfalls, und wir erhalten gemäss 15) 

IV = — Faylıt,. 
Da a,, nach unserer Voraussetzung stets grösser als 0 ist, so muss ent- 
weder w, oder v, verschwinden, wenn ein Minimum stattfinden soll. Ver- 
schwindet eine dieser beiden Grössen, so ist die vierte Variation zu 
untersuchen. 

S8. Es folgt aus 8) 


24 


2 St öyt + 4a, dyPdy+ 6a, dy? öy?+Aa,dyöyr ta öy*]ax 


Xp 


1 
+6 / las öy? ö?y + dsı öy? 2y+ 2 Ag öy öy d?y 
Ko 


+a,0y?8°y + 2a, dydysy+a,oy?iy)de 


ı 
+3/ [a,0 624? + 2a,, 0° y 0? y+ ag 6?y?] dx 


%o 


+4 / [a oydyta,dysyt a, dydytaydy Hyde 


Xxo 
1 
+ Fi ya, dty)dx. 
%o 


* Hierbei ist in den Functionen 4ı, Ayo natürlich © = x; zu setzen. 
23* 
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Hier ist wiederum 6y= eu zu setzen. Da alsdann das letzte und nach 
$ 5 auch das vorletzte Integral verschwindet, so folgt mit Berücksichti- 
gung von 12) 


2 
16) rel +3 / Mar, 
Do 


wo 
K= &[a,, u (28°y — &v) + a, u? (20° y’— 8?v‘) 
17) + 2a,, uu’(26°y — &v) + 2a, uu (20?y — &vV) + a, uw? (20°y — e?v) 
+ a9; W2 (20° y’ — &2V)] + a, 9° y? + 2a, y ya dry”. 
Die Differentiation von 2) nach c ergiebt 
18) (a9 — @'’s,) e "5 2a u uicz (ds ta) ur 2a un“ 
— 2a uU + (ag — A)! — Uggd — Aggd —L. 
Ich setze jetzt 26°y— ®v—=g und subtrahire die mit eg multipli- 
eirte Gleichung 18) von 17); ich erhalte 
dL 
19) K—e er +M, 
wo 
20) Z=a,wWg+2a,uWgt+aguU?gtaıvg + aa0g, 
M=ay(yP— go) a, Aiyory— vg —evg) 
+ 09 (Hy? — og), 
21) M=ay (#y — 20)? + 20, (0? y— 0) (y'— &v) + any — ev). 


Die Differentiation von 14) ergiebt ferner, da =: 


das U 
22) u 
Es folgt aus den Gleichungen 16) bis 22) 
’ d3 ’ 
V—=—Hfagu, = — 3 (ea, u°0, + 28°, 0,0 9%, + ag? 
23) 1 
+ :a,0° + #ay0,v,) +3] Mdax. 
To 


$ 9. Die Untersuchung der vierten Variation ist nach $7 nur dann 
nöthig, wenn entweder v, oder w, verschwindet. Nehmen wir an, dass 
v,=0(, so können wir 
24) Ey—v=ehu 
setzen, da ö?y und v für die Grenzwerthe verschwinden, und erhalten 
nach $ 2 


X 


% 
. 
0 


&c %o 
und 23) geht über in 
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Xo 


a3 

25) IV—=— Hau, En 
Wegen der Beliebigkeit von ö?y kann h = einer Constanten gesetzt 
werden. Es kann also das Integral in der Gleichung 25) zum Verschwin- 
den gebracht werden, während es für andere Werthe von A stets positiv 
d’y, 
de 
sem Falle wird ein Minimum stattfinden. Ist dagegen obiger Ausdruck 
positiv, so kann 02V für geeignete Werthe von ö?y negativ werden, und 


i : RR ‚@ 
es wird kein Minimum stattfinden. Verschwindet re so kann die 


» . .,. . ’ . . . . 
ist. 0*Y wird daher positiv sein, wenn u, negativ ist, und in die- 


vierte Variation zum Verschwinden gebracht werden. 


S 10. Wenn die dritte Variation dadurch zum Verschwinden gebracht 
wird, dass w,, nicht aber v, verschwindet, so lässt sich die Substitution 
24) nicht anwenden, da Ak für =x, unendlich werden müsste. u ver- 
schwindet für 2=x, und für =x,, zwischen diesen Werthen aber 
nicht. Da u, nach $ 4 identisch gleich 0 ist, so bleibt es 0, wenn ich 
c sich ändern lasse; dagegen wird u, in diesem Falle von 0 verschieden, 
da =, unserer Voraussetzung zufolge nicht verschwindet. Es wird 
also möglich sein, der Constanten c eine solch& Aenderung zu ertheilen, 
dass der entsprechende Ausdruck für u weder für =x,, noch für einen 
zwischen ©, und &, liegenden Werth verschwindet. Bezeichne ich den 
so entstandenen Werth von c mit (c) und die entsprechenden Werthe 
von u, v und M mit (w), (v) und (M), so habe ich, wenn ich d?y — &(v) 
= ?(h)(u) setze, nach $ 2 


2x X 
Si dr — la, (h)?(u)? dc + (A)? [a,, (u)? + as (u,) (u) | dx 
26)" m 
>. fee (h)’ (u)? de + &°(v,)? [a Top. cd | 


2 
Um den Werth von / Mdx zu finden, suche ich die Grenze, der 


%o 


2 
sich fu ) dx annähert, wenn (c) sich der Grenze c nähert, Die Grenze, 


Lo 
der sich dann das auf der rechten Seite von .26) stehende Integral nähert, 
(u,) 


ist jedenfalls grösser als Null; beachte ich ferner, dass —<, als Bruch, 


(Ü,) 
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dv, du, 
dessen Zähler und Nenner verschwindet, sich der Grenze —:—!= — 

de. ivacavr 
nähert, so habe ich ER 


27) fa dx > [av + ag dv). 
xo 


Da w, nach unserer Voraussetzung verschwindet, so folgt aus 23) und 
27), dass 69V >0, dass also-ein Minimum stattfindet. 

S 11. Unsere Resultate lassen sich also in folgender Weise zusam- 
menfassen: 

Bleibt a, zwischen den Integrationsgrenzen grösser als 0, lassen 
sich ferner c, und c, so als Functionen von c bestimmen, dass u, iden- 
tisch gleich 0 und u,=0 wird, so ist ($ 4) die zweite Variation positiv, 
kann aber auch zum Verschwinden gebracht werden, und um zu ent- 
scheiden, ob ein Minimum stattfindet, müssen die höheren Variationen 
untersucht werden. 

Die dritte Variation verschwindet nur dann, wenn eine der Grössen 
v, und w, verschwindet ($ 7). Verschwindet v,, so findet ($ 9) ein Mini- 


Ay 
mum nur dann statt, wenn w, und —— verschiedenes Zeichen haben. 


dc? 
lst eine dieser beiden Grössen gleich Null, so kann die sonst positive 
vierte Variation durch geeignete Werthe von ö?y auch zum Verschwin- 
den gebracht werden. — Verschwindet «,, nicht aber v,, so findet stets 
ein Minimum statt. 


dd? 
$S 12. Es mag noch bemerkt werden, dass der Fall == 


in welchem, wie wir gesehen haben, alle vier Variationen verschwinden, 


. . | N, . . 
stets dann eintritt, wenn der Ausdruck 3 keine der Integrationsconstan- 
1 
ten mehr enthält. Ist nämlich 
K 
1 


so wird die Bedingung 
eye oyortı. UN IN 


— =0 
RR RE NR 
erfüllt sein, wenn ich ,=c und , = —cf(x,) setze. Wann wird, weil 
f(&,) =f(@,): } 2 31 
ay y J 

9 Ya Ya 98 
was vermöge 28) identisch 0 ist. Wir haben somit, wenn wir 29) nach 

B 2% A, 
c differentiiren, auch vo, =(0 und 70. 


$ 13. Die Nothwendigkeit, bei Untersuchungen, wie ich sie soeben 
angestellt habe, die höheren Variationen von %, also 6?y etc, zu berück- 
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sichtigen, ist vielfach bestritten worden. Und in der That verschwinden, 
wie wir $$ 1 und 7 gesehen haben, die mit ö?y und d?y’ behafteten 
Glieder in den Ausdrücken für 0°?Y und für ö°?V. Bei Untersuchung 
der vierten Variation dagegen werden diese Glieder von Einfluss. Ich 
Ay, 
de? 
Würden wir in Gleichung 21) $y=d?y=0 setzen, so würde gemäss 


betrachte, um dies zu zeigen, den Fall, dass v, und verschwinden. 


2 
S 2 [m de >0 sein, es müsste denn sein, dass (was ein ganz specieller 
x 


Dies; s . 
Fall wäre) 7, eine Constante ist. Abgesehen von diesem letztern Falle 


wäre somit zufolge 23) 67 >0, während nach $ 11 67 für geeignete 
Werthe von ö?y auch verschwinden könnte. Dass aber das Erstere falsch 
ist, lässt sich an dem Beispiel der kürzesten Linie auf der Kugelober- 
fläche zeigen. 

$ 14. Sind $ und ® Polargoordinaten, so hat die Curve dieses Pro- 
blems, der grösste Kreis, die Gleichung 

9= arctang(c, c0sw-+ C, sin o). 

Wir haben für diesen Fall, indem wir ® als unabhängige, 9 als ab- 
hängige Variable betrachten, 2= 40; ist also der Anfangspunkt der 


1 
Curve ©=(0, so wird die Untersuchung der höheren Variationen noth- 


wendig, wenn für den Endpunkt »= ist, d.h. wenn wir einen Halb- 


i e d?9 9 i 
kreis haben. Nach $ 12 verschwinden FE und Au wir haben also 
hier den im vorigen Paragraphen angenommenen Fall. — Die Beding- 
ung w=(0 wird erfüllt, wenn wir c,=c setzen und c, als von c un- 
d9 d9 


In 2 
TE eine Con 


stante ist. Während also die drei ersten Variationen zum Verschwinden 
' gebracht werden können, müsste nach $ 13 die vierte Variation, wenn 
die Glieder mit 6?%, 6° vernachlässigt werden dürften, grösser als 0 
sein, d. h. jede Aenderung der Curve müsste eine Vergrösserung ihrer 
Länge zur Folge haben. Dies ist thatsächlich nicht der Fall; denn man 
kann den Halbkreis um seinen Durchmesser drehen, wobei seine Länge 
dieselbe bleibt, ganz in Uebereinstimmung mit $ 11, nach welchem in 
unserem Falle d*Y auch zum Verschwinden gebracht werden kann, wenn 
man der zweiten Variation der abhängigen Variabeln die geeigneten, von 
Null verschiedenen Werthe ertheilt. 


Berlin, 26. Dec. 1876. 


nein 


abhängig ansehen. Dann ist leicht ersichtlich, dass 
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"XI. Ueber das Gleichgewicht einer schweren Flüssigkeit, welche 
gegen einen festen Punkt hin angezogen wird. 


(Hierzu Taf. II, Fig. 7—13.) 


Man denke sich eine tropfbare, schwere Flüssigkeit, deren Theil- 
chen gegen einen Punkt /, proportional irgend einer ungeraden, reci- 
proken Potenz n der Entfernung r von demselben, angezogen werden, 
wobei n>3 angenommen, also n=1 ausgeschlossen wird; diese An- 
ziehung, auf die Masseneinheit bezogen, sei c:r". Die z-Axe sei durch 
den Punkt ? gelegt, der Schwere entgegengesetzt; die «- und y-Axe 
seien horizontal und im ursprünglichen Niveau der Flüssigkeit gelegen. 
Die Entfernung des Punktes P von der ursprünglichen Flüssigkeitsober- 
fläche, diese als unbegrenzt vorausgesetzt, sei 2,. Es ist dann r= 
Vz+y+(2—2)% Die Componenten der auf ein Flüssigkeitstheilchen 
(x, y,2) wirkenden Anziehungskraft sind dann ferner 

GER ey CZ — ZA 

ar ei | 

sie sind also die partiellen Differentialquotienten des Ausdruckes 
e 1 
n— 1-1? 

wofür wir kurz k:r"=! setzen wollen, und wobei %k positiv ist für An- 
ziehung, negativ für Abstossung. Die Kräftefunction für unsere Aufgabe 
ist also, wenn 9 die Schwere bedeutet, 

k 
mUksTE ae] 


und die Gleichung der Flüssigkeitsoberfläche 


k 
DA BEER oder auch (C+gz) "1! — k=0, 


oder NDR 


(C+92)[® +? +(2—-2)]? —k=0. 
Offenbar ist dieselbe eine Rotationsfläche (um die z-Axe), welche 
sich dem ursprünglichen Niveau asymptotisch anschliesst. Schreibt man 
ihre Gleichung 
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so ist ersichtlich, da bei der angenommenen Wahl des Coordinaten- 
systems für die unendlich fernen, im ursprünglichen Niveau liegenden 
Punkte derselben z=0 und r=w ist, dass C=( sein muss. Also ist 
ihre Gleichung einfacher | 


n—I 
$ = In k 
1) ie 
Ihre Meridiancurve in der zx-Ebene hat zur Gleichung 
n—1 
— %k 
2[2°+(2—20)°] ° wel 


sie hat die ©-Axe zur einzigen reellen geradlinigen Asymptote. 
Untersuchen wir die Gestalt dieser Curve etwas näher. Die Ordi- 
naten ihrer Schnittpunkte mit der z-Axe ergeben sich aus der Gleichung 
k 
2) z(2— 2," 1 — Re 0. 
Setzen wir k im Folgenden als positiv voraus; für ein negatives k 
lässt sich die Untersuchung in ganz ähnlicher Weise führen. Setzen wir 


dann 
k 
pl)=2(2—- 2)" — Zi 
und construiren @ als Ordinate einer Curve, deren Abseisse z ist. Da 


(für ungerade n) 
k k 
9 +a)=+m, Auer A 9(-n)=— m 


ist, so liegt stets eine Wurzel z’ der Gleichung 2) zwischen + und z, 
oder auch zwischen +& und 0. Wenn z, negativ ist, so muss offen- 
bar für z=0 bis z2=+% die Function 9(z) fortwährend wachsen, 
während dieselbe für negative z stets negativ bleibt (wobei zu beachten 
ist, dass n—1 gerade ist); also kann in diesem Falle die Gleichung 2) 
nur die einzige reelle, positive Wurzel z’ haben. Sei zweitens z, po- 
sitiv. Wir finden 
E(2)= (2 2,)" "(nz — zu), 

woraus folgt, dass die Curve @ nur in zwei Punkten eine horizontale 
Tangente hat, nämlich für z=z, und ®=2z,:n. Da auch jetzt p(z) für 
negative 2 immer negativ bleibt, so kann dieselbe nur in einer der drei 
durch Fig. 7, 8 und 9 dargestellten Weisen verlaufen, da zudem klar 
ist, dass sie für z=z,:n einen Maximalpunkt und für z=z, einen 
Minimalpunkt haben muss und dass 9(z) in letzterem negativ ist. Die 
Gleichung 2) hat daher ausser der positiven Wurzel z’(>z,) noch zwei 


. * y4 
andere, verschiedene reelle Wurzeln zwischen 0 und z,, wenn (%)>0 
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“ . 2 * * 
ist, oder zwei zusammenfallende, wenn »(2)=0 ist; wenn endlich 


»(*) <0 ist, so hat die Gleichung 2) zwischen 0 und z, keine reellen 


Wurzeln. Nun ist aber 


- „ » n— 1 k 
DA DE hi 
(=) n (@ x) g' 


also hat offenbar die Gleichung 2) zwei reelle positive Wurzeln =” und 
2” (diese nach ihrer Grösse absteigend geordnet gedacht) zwischen 0 und 


2,, wenn 
n "S/kln—i 
En Ve) 


n—]1 


ist; ist 2, dem rechts stehenden Ausdrucke gleich, so sind die beiden 
Wurzeln gleich, und zwar =2,:n, und ist endlich 


_ n y' (n—1) 
2 re g i 


29 


so sind dieselben imaginär. Da ferner »(®) für wachsende z, sehr 


h 
schnell wächst, während 9(2,) constant (=-3) bleibt, so erhellt fer- 


ner, dass mit wachsendem 2, die beiden Wurzeln =’ und z” einander 
(und 2,) immer näher rücken, während z”’ mehr und mehr sich der Null 
nähert. Die Schnittpunkte der Meridiancurve der Flüssigkeitsoberfläche 
mit der z-Axe sind hiernach ihrer Anzahl und Lage nach bekannt; für 
negative z, ist einer vorhanden, sein ?’ ist stets positiv; für positive 2, 
ist einer vorhanden, wenn 


N DD 
yet g 


ist; sein ? ist grösser als 2,; ist für positive 2, weiter 


SlgdE MeR ve 
nel oe 


so sind zwei zusammenfallende Schnittpunkte vorhanden, für die z=z,:n 
ist, und ein dritter, für welchen 2’ > z, ist; ist endlich z, positiv und 





n ke | 
DD y-ı, so sind drei Schnittpunkte vorhanden, zwischen 0 


und 2,:2, zwischen 2,:2 und 2, und endlich zwischen 2, und &. Nach 

dem Obigen erhellt ferner zugleich noch, dass, wenn drei reelle Wur- 
. . „ . 

zeln vorhanden sind, @(z) zwischen den Grenzen — ® und zZ negativ, 
. ‚ 4 .,. . „ r . . . 

zwischen 2 und 2 positiv, zwischen 2 und z wieder negativ, endlich 

zwischen 2 und + wieder positiv ist. Wenn nur die eine reelle Wur- 

zel 2 vorhanden ist, so ist @(z) von — x bis z’ negativ, von z' bis + ® 
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positiv. Stellen wir nun die Gleichung der betrachteten Meridiancurve 
so dar 


n—] 


HOr/ RE 
k % 
x — V- — (z—2,)° 


und vergleichen damit die andere Gleichung 

| 2-1 nt. 
Die erstere zeigt, dass für ein positives k die Coordinate z nur positive 
Werthe annehmen darf, wenn x reell werden soll, so dass wir negative 
z nicht ferner zu berücksichtigen brauchen. Nach dem vorher über das 
Zeichen von  Gesagten muss nun, falls die Meridiancurve drei Schnitt- 
punkte mit der z-Axe gemein hat, 

en 1> 0 oder => (2 — 2,)" 1 
sein innerhalb des Intervalles von 0 bis z”” und zwischen z’ und z; 
offenbar muss also innerhalb derselben beiden Intervalle auch die Un- 


gleichung bestehen en. 


Sn hten 
k 
ne ERST: 
le 0) 


(da die beiden Seiten beider Ungleichungen positiv sind). Daraus folgt, 
dass & innerhalb beider Intervalle zwei entgegengesetzt gleiche reelle 
Werthe hat, während es ausserhalb derselben überall imaginär bleibt. 
Wenn die Meridiancurve nur in einem Punkte die z- Axe schneidet, so 
hat & ebenso zwei entgegengesetzt gleiche reelle Werthe in dem Inter- 
valle z=0 bis z=z’, während es ausserhalb desselben imaginär bleibt. 
Hiernach lässt sich die Gestalt der Meridiancurve unserer Flüssigkeits- 
oberfläche für die verschiedenen Lagen des Punktes ? übersehen. Vergl. 
Fig. 10 — 13. 

Das zu einzelnen dieser Curven gehörige Oval bezieht sich auf das 
Gleichgewicht eines isolirten, den Punkt ? umgebenden Flüssigkeitstro- 
pfens.. Für abstossende Kräfte, also ein negatives %, erhält man eine 
ähnliche Gestaltenreihe. | 

Die Bedingungen dieses Problems sind annähernd erreicht, wenn 
auf eine schwere magnetische oder diamagnetische Flüssigkeit ein Magnet- 
pol wirkt; letzterer inducirt dann in ersterer einen solchen Magnetismus, 
dass die Anziehung zwischen ihm und den Flüssigkeitstheilchen in erster 
Annäherung der reciproken fünften Potenz ihrer Entfernungen propor- 
tional gesetzt werden kann. Die Flüssigkeit erhebt oder senkt sich dann 
den Versuchen Plücker’s zufolge in der That in Flächen, deren Meri- 
dianeurven mit den betrachteten wenigstens im Allgemeinen übereinkommen. 


Dr. ARNOLD GIESEN., 
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XLDI. Ueber das Mariotte’sche Gesetz. 


Ich stelle mir in diesem Artikel die Aufgabe, das Mariotte’sche 
Gesetz theoretisch zu entwickeln, oder besser, ein solches Gesetz der 
Atomkräfte aufzustellen, dass das diesen Kräften unterworfene Atom- 
system gegen seine Umgebung mit einem Drucke wirkt, welcher dem 
Mariotte’schen Gesetze genügt. 

Dieses Problem war, wenigstens meines Wissens, noch nicht in ge- 
nügender Weise gelöst, trotz der bedeutenden Anstrengungen der Geo- 
meter. Der Grund hierfür ist die Ungenauigkeit in der Definition des 
Druckes überhaupt gewesen. Ich halte diese Genauigkeit für wiederher- 
gestellt durch die Reihe der Ideen, die ich in meinen früheren Arbeiten 
entwickelt habe, und demnach bietet, infolge des Zusammenhanges, der 
sich hieraus zwischen den Drucken einerseits und den Atomkräften an- 
dererseits ergiebt, das Problem, welches ich soeben behandeln will, keine _ 
Schwierigkeiten mehr. 

831: 
Wir stellen zunächst die allgemeinen Gleichungen des Gleichgewichts 


eines continuirlichen Systems wieder auf, wobei wir von den die Masse 
angreifenden Kräften vi t d. h. wir setzen im Innern des Bis 


IN 
De tr 0, + 0, 34T 4 


dx dz 
und auf der ae 
m, N, tm, T,+m, RR +X=0, 
m T,+m N, +m, T, +!Y=0, 
m TI, tm T +m,N+ Z=V0. 

Wir nehmen ferner die anderen Benennungen und Bezeichnungen 
wieder auf, die ich in meine vorhergehenden Arbeiten eingeführt habe*: 
NzeaRrssneN- Zırnbi, nl EN, Barren 
T,=ZArbe, T,=Z2Arca, T,=Zirab; 
++ =]; 

Em\% 


% 
MZESIM (=) R,.., Zm=odrayd: 
@ i 


IR dr 
da dydz= (Em) (>- 2, f=-5: Ada dydz= (Zm) —- 


wo F eine Function von vier Constanten &, von sechs Variabeln % und 
einer Variabeln oe darstellt. | 

Die erste der Gleichungen 1) kann, mit x multiplicirt, auf die Form 
gebracht werden 








2) 





* Dieselbe Zeitschrift Bd. 21, S. 116 und Bd. 23, S. 267: „Ueber die Grund- 
hypothese der Mölechlarmechanik“ und „Ueber das Elasticitätspotential etc,“ 
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T d(T. 
AN) ARE) | Az), 
dx dy dz 
Multiplieirt man sie hierauf mit de dydz, um sie im ganzen Umfange 
des Körpers zu integriren, und führt diese Integration aus, so findet 


man ohne Schwierigkeiten 


Sn tm +mt) do -// fh dxzdydz, 


wo das einfache Integral über die ganze Oberfläche des Körpers auszu- 
dehnen ist. Aber für diese Oberfläche gilt jetzt die erste der Gleich- 
ungen 2), folglich hat man auch 


- [X2d0 U da dy dz. 


Die analogen Gleichungen 


Imaof/ N,d& dydz und - [2:00 = [m azayaz 


werden auf dieselbe Weise erhalten, indem man von den beiden anderen 
Gleichungen ausgeht und sie resp. mit y und 2 multiplicirt. Diese drei 
Gleichungen geben, Glied für Glied addirt, die eine Gleichung 


- (&=+ Yy+ 22) ao f (N, +2, + ,) dx dy.dz, 


welche uns als Ausgangspunkt bei der Aufstellung des Mariotte’schen 
Gesetzes dienen wird. 
a7 
Zu diesem Zwecke bemerken wir zuerst, dass, wenn es sich um das 
Gleichgewicht eines Gases handelt, die äusseren Drucke sich auf einen 
einzigen Druck p reduciren, der auf der ganzen Oberfläche des Körpers 
normal und gleichmässig ist. Man hat also in diesem Falle 


—-XA=mp, -Y=mp, -—Z=m,p, 
und das erste Glied der Gleichung 4) wird einfach 
» fine +m,y+ m,z) do =3pV, 
wo V das Volumen des Körpers bezeichnet. Das zweite Glied derselben 


Gleichung erhält unter Anwendung der Formeln 3), wie man sich leicht 
überzeugen kann, die Form des Integrals 


SI >r AR’ 
3p7= |(zm) Dr 


nn ereen 


woraus folgt 


oder besser 


5) 
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Besitzt das betrachtete System die Eigenschaft eines dem Mariotte- 


dF 
schen Gesetze folgenden Gases, so muss die Summe 3 RT constant 


sein. Wir setzen also 


6) DiRSg=R Eee, 


wo k eine positive Constante bezeichnet, und suchen hierauf eine Func- 
tion F, welche die partielle Differentialgleichung 6) befriedigt und sich 
zu gleicher Zeit auf ähnliche Weise ausdrückt, sowohl in Bezug auf alle 
sechs Variabeln AR, als auch in Bezug auf die vier Oonstanten e. 

Man sieht sehr leicht, dass nur die Function 


7) F=kloy.nep (Rei Re, 
dieser doppelten Bedingung genügt. 
Die Atomkräfte (zum) (£- ): 3) BES also in einem permanen- 


ten Gase durch die Formel ausgedrückt 


’ 
mm k 


Em m 


-der gegen die Begrenzung ausgeiübte Druck p, 5), hat den Werth 


, JJemrzei N ee 


3 9 


und die Componenten der Drucke X im Innern des Gases sind 
M=eokZeia, M-okZerbd, N,=okkerc, 
T =okZsebe, T,=okZedca, T,=okLerab, 

Wenn man nur voraussetzt, ei die Function # o nicht explieite 
enthält, so wird die Summe > Be auch von der Dichte eg unabhängig 
sein und der Druck p, 5), dem Volumen des Körpers umgekehrt pro- 
portional bleiben; dies ist dann also das verallgemeinerte Mariotte’sche 
Gesetz. In diesem Falle bleibt der Zähler in der Formel 5) constant, 
wenn der Körper nach allen Richtungen gleichmässig zusammengedrückt 
oder ausgedehnt wird. Unter anderen Umständen wird dieser Zähler 
variabel und der Druck p folgt nicht mehr genau dem Mariotte’schen 
Gesetz. 


Warschau. W, GosıEWwsKı, 
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XIV. Näherungsmethode zur Construction eines regelmässigen 
Polygons von n Seiten und zur Theilung eines gegebenen 
Winkels in n gleiche Theile. 


(Hierzu Taf. II, Fig. 14.) 


Diese Methode gewährt, obwohl sie in einzelnen Fällen durch bereits 
bekannte Constructionen an Genauigkeit erheblich übertroffen wird, eine 
für die Praxis vollkommen ausreichende Genauigkeit, und empfiehlt sich 
durch ihre Allgemeinheit und Einfachheit. Ich entnehme dieselbe einer 
kleinen Broschüre, welche ein Herr F. v. A. vor einigen Jahren ver- 
sandte, in der Meinung, die oben bezeichneten Aufgaben, sowie einige 
andere, damit zusammenhängende (natürlich auch Rectification und Qua- 
dratur des Kreises!) genau gelöst zu haben. Der Autor bediente sich 

5 nz sin® 
der Spirale nn 
indess einfach auf der Bemerkung, dass, wenn die Höhe eines gleich- 
seitigen Dreiecks gleich 1 gesetzt wird, woraus für die halbe Seite 


a=1y3 = 0,57735 
2(a+1)= 3,1547, 


also annähernd gleich = ist. Die Anwendung lässt sich in dem Satze 
aussprechen: 

Ist S die Spitze eines über dem Durchmesser AB eines Kreises be- 
schriebenen gleichseitigen Dreiecks, O der Mittelpunkt des Kreises, und 
T der Punkt, in welchem die Verlängerung von SO den Kreis schneidet, 
so wird auf der durch T gezogenen Tangente durch die Verlängerungen 
der Seiten SA und SB eine Strecke 4,2, abgeschnitten, welche an- 
nähernd gleich der halben Peripherie des Kreises (also dem Bogen AD) 
ist. — Ferner schneidet jede durch 5 gezogene Secante den Halbkreis 
ATB und die Tangente in zwei Punkten X und X,, die so beschaffen 
sind, dass der Bogen XT7 annähernd gleich der Strecke X,T ist. 

Der Beweis für den zweiten Theil des Satzes müsste geführt werden 
(Fig. 14), indem man (LXST=a, LX0OT=yx gesetzt) zwischen den 
Gleichungen xXT 





‚ um seine Methode abzuleiten; dieselbe beruht 


folgt, dann 


9 er 
—— — RER eNST. 
Irm 3600’ © Ba 


die Winkel «@ und 9 eliminirte, auf Grund der aus der Figur nach einiger 
Rechnung sich ergebenden Beziehung 
sin o 
ga= Desar 
cosp+Y3 
Da dies im Allgemeinen nicht möglich ist, so kann man wenigstens für 


specielle Werthe von @ den annähernden Werth von r ermitteln auf 
Grund der Gleichung 
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ae (1+Y3) sing 
2" V3+oosp 

Um hiernach in den gegebenen Kreis ein regelmässiges 2n-Eck zu 
construiren, theile man die Strecke 4,2, in n gleiche Theile, verbinde 
die Theilpunkte mit S und ziehe durch die Schnittpunkte dieser Verbin- 
dungslinien und des Halbkreises AFB die Durchmesser. 

Um einen gegebenen Winkel in n gleiche Theile zu theilen, halbire 
man ihn wiederholt, bis die Theile <30° sind. Ist « einer dieser Theile, 
so trage man ihn als Winkel XÄ,ST7 in die Figur ein und theile A,7 in 
n gleiche Theile. Die der Zahl der Halbirungen entsprechenden Viel- 
fachen dieser Theile sind die gesuchten Theile des Winkels. 
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Waren in Mecklenburg. V. SCHLEGEL. 


XVI. 


Ueber die Stärke der Bestrahlung der Erde durch die 
Sonne in ihren verschiedenen Breiten und Jahreszeiten. 


Von 
ÜHR. WIENER 


in Carlsruhe. 


Aus dem VII. Heft der Verhandlungen des naturwissenschaftl. Vereins zu Carlsruhe 1876, 


(Hierzu Taf. IIT—V.) 


Die Bestimmung der Stärke der Sonnenbestrahlung der Erde ist, 
wenn man von einem etwaigen Wechsel in dem Ausstrahlungsvermögen 
der Sonne absieht, eine rein mathematische Aufgabe. Ihre Lösung bildet 
die Grundlage ‘zur Bestimmung der Tremperaturverhältnisse auf der Erde, 
wobei noch die nicht sicher bekannte und wechselnde Schwächung der 
Strahlen durch die Atmosphäre, das Absorptions- und Reflexionsvermö- 
gen des Bodens gegen die Sonnenstrahlen, die wechselnde Neigung und 
Höhe des Bodens u. A. in Rechnung gezogen werden müsste. 

Ueber diesen - Gegenstand haben, soviel mir bekannt, gearbeitet: 
Halley, sodann Lambert“ in ausgedehnter Weise, mit Berücksichti- 
gung eines mittleren Einflusses der Atmosphäre und des Bodens, Pois- 
son** in einer mathematisch sehr vollendeten Weise, ohne jedoch Schlüsse 
in Bezug auf unsere Frage zu ziehen, endlich Meech***, welcher mehrere 
Tabellen giebt, dabei aber in Bezug auf die jährliche Bestrahlung nur 
die für das ganze Jahr, nicht aber für Abschnitte desselben berechnet hat. 

Im Folgenden beabsichtige ich den rein mathematischen Theil der 
Aufgabe zu behandeln, nämlich die Stärke der Sonnenbestrahlung der 
Erde unter verschiedenen Breitegraden zu bestimmen, und zwar zu den 
verschiedenen Zeiten des Tages, an den verschiedenen Tagen des Jahres 


* Pyrometrie, Berlin 1779. 
** Theorie de la chaleur, Paris 1853; S. 473 flgg. 
### Op the relative intensity of’ the heat and light of the sum etc. Smithsonian 
contributions. Vol.9. Washington 1857. 
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik, XXII, 6. 24 
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und in verschiedenen Abschnitten des Jahres, in ausgedehnterer Weise 
als es, soviel mir bekannt, bis jetzt geschah. Insbesondere werde ich 
mehr Abschnitte des Jahres wählen, als die von den Tag; und Nacht- 
gleichen und den Sonnenwenden begrenzten, welche Lambert ins Auge 
fasste. 


Bestimmung der Menge der Sonnenstrahlen, welche in einem Zeitelement 
gegen ein Element der Erdoberfläche gestrahlt werden. 


Sei W die Menge der Sonnenstrahlen (oder Wärmestrahlen, wenn 
es sich um Wärme handelt), welche innerhalb eines ganzen Tages gegen 
ein Element der Erdoberfläche gestrahlt würden, wenn dies Element stets 
senkrecht auf den auffallenden Strahlen stände, so ist die in dem Zeit- 
theilchen di auftreffende Strahlenmenge dw, wenn der Einfallswinkel der 
Strahlen (ihr Winkel mit der Normalen zur Fläche) = ist, 


£ dt 
1) an=Wc0s:n; 


wobei di und die Zeit des Tages von 24 Stunden durch den zugehörigen 
Bogen des Stundenkreises, also letztere durch 2”, ausgedrückt sind. 
Indem wir von: den Unregelmässigkeiten der Erdoberfläche absehen, also 
das Flächenelement uns horizontal denken, stimmt e mit der Zenithdistanz 
der Sonne überein. Um diese zu bestimmen, überträgt man die betref- 
fenden Linien des Erdellipsoids durch Parallelverschiebung nach dem 
. Mittelpunkte der Erdkugel. Derjenige Meridian, dessen Ebene den Son- 
nenmittelpunkt S’ enthält, sei der Kreis 4PO (Taf. III, Fig. 1) mit dem 
Mittelpunkt M, der Pol sei ?/, der Aequator 40, S der Endpunkt des 
nach der Sonne S’ gerichteten Halbmessers, Z der Punkt, welcher dem 
fraglichen Flächenelement entspricht, so dass der Halbmesser MZ gleich- 
gerichtet ist mit der aufwärtsgehenden Normalen zum Flächenelemente. 
Ferner ist DZCE der durch Z gehende Parallelkreis, <X AND=ß seine 
Breite und <)\ 4MS=ö die Declination der Sonne. j 

In dem sphärischen Dreieck $SPZ ist nun die Seite ZS=s das Mass 
des Einfallswinkels ZMS, PS=9%0°—0d, PZ=90°—P. Der Winkel 
SPZ=t ist der Stundenwinkel in dem fraglichen Zeitpunkte. Daher gilt 

cose=sind sinß + cosö cosß cost. 

Dieser Werth, in die Gleichung 1) eingeführt, liefert 
W di 
2 





2) dw —= (sind sinß + cos cos cost), 


Veränderung der Intensität der Bestrahlung während eines Tages, 


Aus der Formel 2) ergiebt sich dw: dt als die Intensität der Son- 
nenbestrahlung, d. i. als die in der (durch Bogen ausgedrückten) Zeit- 
einheit auftreffiende Stahlenmenge; ebenso ist bei senkrecht auffallenden 


Von Car. WIENER. 343 


a a INN III LIDL EL SID LS NIS IL SS IL IST. 








wny 


Strahlen W:2r die Intensität der Bestrahlung; daher die verhältniss- 
mässige Intensität der Bestrahlung im ersteren Falle 
nn m: = cose = sind sinß + cosö.cosß cost. 

Nimmt man für einen Tag ö als unveränderlich gleich der Declina- 
tion der Sonne am Mittag an, so ist für denselben Punkt der Erde y nur 
mit t veränderlich, Um die Zeiten {, des Sonnenauf- und Unterganges 
zu bestimmen, setzt man in der letzten Gleichung y„=(0 und erhält dadurch 

cos, = —tgötgß, 
3) = tarccos(—igötgß), 
sin, =+ V1— 1920 1g2P. 

Darin bedeutet i, den halben Tagesbogen DC. Es gelten diese Formeln 
nur dann, wenn die Dauer des Tages kleiner als 24 Stunden oder 4,<r 
ist, also nicht für diejenigen Punkte innerhalb der Polarkreise, für welche 
die Sonne innerhalb 24 Stunden nicht untergeht, weil dann nicht y=0 
wird; für letztere Punkte ist unveränderlich 4 =r. Die Gleichung zwi- 
schen y und ? stellt eine Cosinus- oder Sinuslinie dar (Fig. 2). Die Axe 
derselben (welche die Wendepunkte enthält) ist parallel der {-Axe und 
hat die Ordinate sindsinß. Sie wird von der Curve geschnitten für 

IT 
i=-+ > 
für 2=0 oder für Mittag, ein Minimum für {=n oder für Mitternacht; 
das letztere kann aber nur innerhalb der Polarkreise wirklich eintreten. 
Es schien mir nicht nothwendig, Tabellen über y mitzutheilen; ich habe 
aber in der Fig. 2, wenn o—=23°27'21” die mittlere Schiefe der Eeliptik 
bedeutet, die Curven gezeichnet für 

ö=0 und =, o, 50°, 90°— co, 90°; 
ö=c und P=0, +s, +50°, 90°— oc, 90°; 

also für die Tag- und Nachtgleiche (ö=0) und die Sonnenwende (d=0), 
sowie für den Aequator (ß=0), die Wendekreise (+6), einen mittleren 
Parallelkreis (+ 50°), den Polarkreis (90°— 0) und den Pol (90°). Man 
bemerkt, wie auf der Axe der ? die Tagesbogen von 12 und 24 Stunden, 
sowie von Werthen zwischen 0 und 24 abgeschnitten werden. Die Cur- 
ven ö=(, ß=6 und diejenigen d=o, P=( stimmen vollkommen überein, 
sowie überhaupt die Function y in Bezug auf ö und P symmetrisch ist. 


oder für 6 Uhr Vormittags und Nachmittags. y ist ein Maximum 


Stärke der Bestrahlung an einem Tage zu verschiedenen Zeiten des 
Jahres. 


Unter „Stärke der Bestrahlung“ innerhalb einer gewissen Zeit sei die 
in dieser Zeit auf ein Flächenelement auffallende Menge von Strahlen ver- 
standen. Dieselbe steht in umgekehrtem Verhältnisse zu dem Quadrate der 


Entfernung von der Sonne, so dass, wenn # die Bestrahlungsstärke inner- 
24 * 
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halb eines Tages bei senkrechter Bestrahlung für den mittleren Abstand der 
Sonne von der Erde (gleich der halben grossen Axe a der Erdbahn) bedeutet, 
an einem Tage bei der mittleren Entfernung r diese Bestrahlungsstärke 


2 
a . . . . . 
Mi „= ist. Um in diesem Falle die Bestrahlungsstärke » eines Punktes 


der Erdoberfläche innerhalb eines Tages zu bestimmen, setzt man in der 


2 
Gleichung 2) W an die Stelle von W und integrirt dann zwischen den 
Grenzen {= —1, und {=--1,; dadurch erhält man 
Wind e 
4) Deaugi: (sind sinßt, + cosö cosß sint,), 


worin {, ein Absolutwerth ist; oder mit Berücksichtigung der Gleichung 3) 
2 
4a) nl = cosö cosß (— cost, .L, + sint,). 


Gilt W für einen mittleren Sonnentag, w aber jedenfalls für eine 
ganze Umdrehung der Erde in Bezug auf die Sonne, oder für einen 
wahren Sonnentag, so muss der Ausdruck 4) noch mit dem Verhältnisse 
der Dauer des wahren zu der des mittleren Sonnentages vervielfacht 
werden. Da aber der Unterschied beider höchstens 30 Sec. (am 21. Dec.) 
oder z3%7 des ganzen Tages und verhältnissmässig ebenso gross der 
Fehler von w ist, und da ferner später bei der Bestimmung der Be- 
strahlung in Abschnitten des Jahres diese Ungleichheit in anderer Weise 
ausgeglichen wird, so wurde vorerst hierauf keine Rücksicht genommen. 


Ich habe nun Tabellen für 7 oder für die verhältnissmässige 


Stärke der Bestrahlung an einem Tage für die Breitengrade von 
10 zu 10° und für 5 verschiedene Declinationen zu 16 nahezu gleichweit 
von einander abstehenden Zeitpunkten des Jahres berechnet, nämlich für 
die Zeiten, in welchen die Länge der Sonne ein Vielfaches, von 4 R, 
also 0, 22%, 45, 674, 90, 112%,... 360° ist. Halley und Lambert 
haben ebenfalls Tabellen berechnet, aber weniger ausgedehnte und ohne 
Berücksichtigung des wechselnden r; Meech mit Berücksichtigung von 
r mit anderer Einheit. Bei der Berechnung entnehme ich für die ge- 
wählten Längen und die zugehörigen Declinationen das Datum und das 
Verhältniss r:a aus dem Nautical Almanac, vom Frühlingsanfang 1874 bis 
dahin 1875. In der Tabelle sind die Längen und die 5 wiederkehren- 
den Declinationen der Sonne angegeben; unter „Datum‘‘ steht die bür- 
gerliche mittlere Sonnenzeit, so dass z. B. März 20,776 den 20. März 
1874 bedeutet, und zwar 0,776 Tage nach Beginn des Tages oder 6 Uhr 
37,4 Min. Nachmittags; unter „verflossene Zeit“ ist die jedesmal seit 
Frühlingsanfang 1874 verflossene Zeit in mittleren Sonntagen angegeben 
(die Abweichung der letzten Zahl 365,238 von der Länge des tropischen 
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Jahres = 365,242 Tagen rührt von den im betrachteten Jahre stattfinden- 
den Störungen her); sodann ist /y(r:«) zugefügt. Ausser den Breiten von 
10 zu 10 Grad sind noch diejenigen beigesetzt, für welche in dem be- 
treffenden Zeitpunkte gerade der Tag oder die Ba 24 Stunden lang 
wird. (8. umstehende Tabelle.) 

Die Formel 4) ist in zweierlei Weise durch Curven dargestellt, ein- 
mal indem d, das anderemal indem ß als unveränderlich angesehen 
wurde. Die ersteren Curven, welche die (», ß) heissen mögen, sind in 
Fig. 3 gezeichnet, indem ß als Abscissen, »: W als Ordinaten aufgetra- 
' gen wurden; sie zeigen die Abhängigkeit der täglichen Bestrahlungsstärke 
von der geographischen Breite für die fünf verschiedenen Deeclinationen 
und zwar gerade für die fünf erst angeführten Tage der Tabelle. Die 
zweiten Curven (w, Zeit) sind in Taf. IV, Fig. 4 dargestellt, indem die 
verflossene Zeit der Tabelle als Abseisse und »:W als Ordinate auf- 
getragen wurde, und zwar für jeden der 19 betrachteten Breitengrade; 
sie zeigen die Abhängigkeit der täglichen Bestrahlungsstärke von der Zeit 
im Jahre. 

Es ergiebt sich nun aus der Formel 4), dass die Curven (w, ß) der 
Fig. 3 in zwei verschiedene Stücke @ und b zerfallen. a) Für diejenigen 
Werthe von ß und Ö, für welche = unveränderlich ist, also für die- 
jenige Zone der Erde, in welcher an einem Tage die Sonne nicht unter- 
geht, wird 


2 
5) =W sind sinß; 


b) ausserdem ist {, mit ö und ß veränderlich und es gilt 4) in seiner 

allgemeinen Gestalt. Für a) ist die Curve eine Sinuslinie, für 5) von 
einer weniger einfachen Gestalt. 

Um die Maxima und Minima zu Ge uan sucht man für a aus 5) 

dw 

6) AB 

was zu 0 wird für =". 

Für b entwickelt man aus 4) 

dw 


aß 


=#7 ; sind cosß, 


W le: za, Pe 
ae ‚sind cosßt, + sinö MER cosö sinß sint, 


+ cosö.cosß cost, 7) 


oder vermöge der ashane 3) 
dw 
7) an 
was zu 0 wird für 
8) 18.4 =tgßsint,, 
oder vermöge 3) für 
8a) 198 arccos (— 1gö 1gß) = 1gB YL— 1926 19? P. 


Wa 
ER: 5 (sind cosß ti, — cosö sinß sint,), 
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Tabelle der verhältnissmässigen Stärke w: W der Sonnenbestrah- 








Datum . Aug. 7,760 | Aug. 31,122 
Verfloss. Zeit. |0,000m.S.T.| 22,830 45,952 69,324 92,834 116,448 139,984 163,346 
Länge d. Sonne 09 22% 45 671% 90 11215 135 15714 
Decl, d. Sonne 0° +8°45’45” |+ 16.20.57) +21. 34.43 | + 23.27.28 | + 21.34.43 | + 16.20,57 | + 8.45. 45 
Ig(r:a) 9,09854 0,00138 0,00399 0,00600 0,00709 0,00717 0,00594 0,00387 
Breite Nr. 0 1. Ye 3% 4. 5 6. 7 
+90°| 0,00000 | 0,15137 | 0,27637 | 0,35776 | 0,38529 | 0,35600 | 0,27390 | 0,14965 
+80 0,05564 | 0,15137 | 0,27216 | 0,35223 | 0,37944 | 0,35059 | 0,26974 | 0,14965 
+70 0,10960 | 0,18777 | 0,26805 | 0,33619 | 0,36206 | 0,33453 | 0,26565 | 0,18565 
+60 | 0,16023 | 0,22745 | 0,28943 | 0,33423 | 0,35038 | 0,33258 | 0,28683 | 0,22486 
+50 0,20599 | 0,26232 | 0,31051 | 0,34307 | 0,35413 | 0,34138 | 0,30774 | 0,25934 
+40 0,24548 | 0,28893 | 0,32553 | 0,34781 0,35484 | 0,34610 | 0,32263 | 0,28564 
+30 | 0,27752 | 0,30966 | 0,33253 | 0,34532 | 0,34880 | 0,34363 | 0,32956 | 0,30613 
+20 | 0,30114 | 0,32009 | 0,33067 | 0,33456 | 0,33479 | 0,33292 | 0,32772 | 0,31645 
+10 | 0,31559 | 0,32112 | 0,3197i | 0,31531 | 0,31259 | 0,31376 | 0,31685 | 0,31747 
0 0,32046 | 0,31261 | 0,29981 | 0,28793 | 0,28262 | 0,28652 | 0,29714 | 0,30905 
— 10 0,31559 | 0,29483 | 0,27171 | 0,25318 | 0,24568 | 0,25194 | 0,26928 | 0,29147 
— 20 0,30114 | 0,26831 | 0,23614 | 0,21219 | 0,20300 | 0,21115 | 0,23403 | 0,26525 
— 30 0,27752 | 0,23397 | 0,19434 | 0,16645 | 0,15615 | 0,16563 | 0,19260 | 0,23131 
—40 | 0,24548 | 0,19282 | 0,14789 | 0,11784 | 0,10634 | 0,11726 | 0,14657 | 0,19063 
— 50 0,20599 | 0,14636 | 0,09881 | 0,06902 | 0,05898 | 0,06868 | 0,09793 | 0,14469 
—60 | 0,16023 | 0,09636 | 0,05007 | 0,02440 | 0,01671 | 0,02428 | 0,04963 | 0,09526 
— 70 0,10960 | 0,04553 | 0,00834 0,00826 | 0,04501 
—80 | 0,05564 | 0,00230 0,00227 
— 90 0,00000 
+ 81014’ 15” 0,14961 0,14790 
+73 39 3 0,26513 0,26281 
+68 25 17 0,33269 0,33105 
+66 32 32 0,35344 
— 66 32 32 0,00000 j 
—68 25 17 0,00000 0,00000 
73 39 3 0,00000 0,00000 
— 81 14 15 0,00000 0,00000 


1874. 
. » |März 20,776 | Apr. 12,606 | Mai 5,728 | Mai 29,100 | Juni 21,610 | Juli 15,224 








Aus 6) und 7) ergiebt sich zunächst, dass an den Grenzstellen beider 
Curvenstücke, für welche 4=n ist, dw:dß für beide übereinstimmt, dass 
also beide Curvenstücke mit einer gemeinschaftlichen Tangente in einan- 
der übergehen. 
sowohl »=0, als dw:dß =0; oder die Curve 5 geht, an der Stelle der 
Tageslänge = 0, berührend in die Abseissenaxe (der ß) über. Die Curve 
für den Frühlingsanfang (20. März) lässt ,=0 nicht zu, sondern besitzt 
constant =}; hier wird »=0 für ßB=W0°; es ist aber nicht zugleich 


dw:dß=0, oder diese Curve berührt nicht die Abscissenaxe. 


Ferner wird nach 4) und 7) in der Curve 5 für, =0 


Die übri- 


gen Werthe von ß, welche der Gleichung 8a) genügen, müssen durch 
Probiren und Interpoliren gefunden werden. 

Die Ergebnisse, welche aus den gewonnenen Gleichungen gezogen 
werden können, sind folgende: 
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_ lung der Erde während eines Tages im Jahre 1874— 1875. 








1875. 
Sept. 23,222] Oct. 16,038 | Nov. 7,562 | Nov. 29,853 | Dec. 21,953 | Jan. 13,043 | Feb. 4,181 | Feb. 26,479 | März 21,014 


186,446 209,262 231,786 254,077 276,177 298,267 320,405 342,703 365,238 
180 202% 225 247%, 770 2921 315 3371, 3600 
0 — 8.45.45 | — 16.20.57 | — 21.34.43 | — 23.27.27 | — 21.34.43 | — 16.20.57 | — 8.45.45 0 
0,00122 9,99840 9,99581 9,99388 9,99278 9,99282 9,99391 9,99580 9,99850 
8. 9 10. 11. 12. 13. 14. 15. 16. 


— 







0,00000 


0,00000 
0,00236 | 0,05565 


0,05496 | 0,00233 


















0,10826 | 0,04616 | 0,00866 0,00873 0,04671 | 0,10962 
0,15826 | 0,09769 | 0,05199 | 0,02580 | 0,01784 | 0,02592 | 0,05245 | 0,09886 | 0,16026 
0,20347 | 0,14838 | 0,10260 | 0,07300 | 0,06300 | 0,07333 | 0,10350 | 0,10516 | 0,206083 
0,24248 | 0,19506 | 0,15356 | 0,12462 | 0,11359 | 0,12521 | 0,15492 | 0,19784 | 0,24553 
0,27412 | 0,23731 | 0,20180 | 0,17604 | 0,16678 | 0,17686 | 0,20358 | 0,24006 | 0,27757 
0,29745 | 0,27202 | 0,24521 | 0,22442 | 0,21684 | 0,22547 | 0,24737 | 0,27528 | 0,30120 
0,31172 | 0,29891 | 0,28214 | 0,26778 | 0,26243 | 0,26903 | 0,28462 | 0,30249 | 0,31565 
0,31654 | 0,31694 | 0,31132 | 0,30453 | 0,30188 | 0,30595 | 0,31407 | 0,32074 | 0,32052 
0,31172 | 0,32557 | 0,33198 | 0,33347 | 0,33389 | 0,33504 | 0,33490 | 0,32947 | 0,31565 
0,29745 | 0,32452 | 0,34336 | 0,35384 | 0,35759 | 0,35549 | 0,34638 | 0,32841 | 0,30120 
0,27412 | 0,31394 | 0,34529 | 0,36523 | 0,37257 | 0,36693 | 0,34834 | 0,31771 | 0,27757 
0,24248 | 0,29293 | 0,33802 | 0,36786 | 0,37902 | 0,36958 | 0,34101 | 0,29644 | 0,24553 
0,20347 | 0,26595 | 0,32243 | 0,36284 | 0,37826 | 0,36454 | 0,32528 | 0,26914 | 0,20603 






0,15826 | 0,23060 | 0,30053 | 0,35349 | 0,37426 | 0,35514 | 0,30317 | 0,23337 | 0,16026 
0,10826 | 0,19037 | 0,27833 | 0,35557 | 0,38674 | 0,35722.| 0,28078 | 0,19310 | 0,10962 
0,05496 | 0,15347 | 0,28261 | 0,37263 | 0,40529 | 0,37437 | 0,28510 | 0,15531 | 0,05565 
0,00000 | 0,15347 | 0,28697 | 0,37838 | 0,41155 | 0,38015 | 0,28950 | 0,15531 | 0,00000 
0,00000 0,00000 
0,00000 0,00000 
0,00000 0,00000 
0,00000 
0,37753 
1 .0,35186 0,35350 
0,27536 0,27779 
0,15168 0,15350 


1. Innerhalb der Zone, in welcher die Sonne nicht untergeht, erhält 
innerhalb eines Tages der Pol die stärkste Sonnenbestrahlung. So ist 
diese am Tage der Sonnenwende des nördlichen Sommers (21. Juni) am 
Nordpol = 0,385, während sie am Polarkreise (?=+ 66°33”) nur 0,353 
beträgt. 

2. Innerhalb der Zone mit Tag und Nacht innerhalb 24 Stunden, 
also zwischen den Parallelkreisen mit gerade noch 24 St. Tag und denen 
mit 24 St. Nacht, findet ein Minimum der Bestrahlung in der Nähe des 
ersteren Parallelkreises und ein Maximum zwischen demselben und dem 
Aequator statt. So liegt für den 21. Juni (d=+ 23° 27'28°) das Mini- 

_ mum bei ß=-+ 61°52°16” und es beträgt dann hier die verhältnissmäs- 
sige Stärke der Bestrahlung w: W= 0,35015, während das Maximum bei 
ß=+ 43° 3334” liegt, wofür w: W = 0,35525 wird. 
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3. Die stärkste Bestrahlung, die überhaupt ein Punkt der Erde an 
einem Tage empfängt, ist die der Pole an den Tagen der Sonnenwende, 
und zwar ist sie für den Südpol am 21. Dec. = 0,412 und für den Nord- 
pol am 21. Juni =0,385. Die anderen Maxima an denselben Tagen sind 
nur 0,380 und 0,355 für ß®=— und + 43° 33’34”. 


4. Dieses Uebergewicht des Poles dauert etwa durch 28 Tage (ent- 
nommen aus Fig. 4) vor und nach der Sonnenwende, so dass der Nord- 
pol in den 56 Tagen vom 25. Mai bis zum 19. Juli und der Südpol vom 
25. November bis zum 17. Januar eine stärkere tägliche Bestrahlung erhält 
als irgend ein anderer Punkt der Erde. Zu den anderen Zeiten liegt 
der Punkt der stärksten Bestrahlung in der Nähe des Aequators, indem 
er an den vier angegebenen Tagen vom Pol auf die Breite von ungefähr 
+ 36° überspringt, sich dann dem Aequator nähert, wo er zu den Zeiten 
der Tag- und Nachtgleichen anlangt; für ihn ist dann die Bestrahlungs- 
stärke am 20. März = 0,320 und am 23. September = 0,317. 


5. Die Curven (w, Zeit), Fig. 4, für jede Breite innerhalb der ge- 
mässigten Zonen haben das Ansehen von Sinuslinien, deren Maxima und 
Minima nahezu an den Tagen der Sonnenwende liegen. In Breiten zwi- 
schen 0 und etwa 45° ändert sich die Bestrahlungsstärke in der Nähe 
des längsten Tages langsamer als in der Nähe des kürzesten; in Breiten 
zwischen etwa 45° und 66°37’ findet das Umgekehrte statt. Für die 
Breiten innerhalb der kalten Zonen verschwindet die Curve für die Zeit 
der dauernden Nacht. In den Grenzpunkten, in denen die Curve die 
Abseissenaxe trifft (o=0), geschieht dies berührend. Denn in der Gleich- 
ung 4) können ß und d ohne Aenderung der Richtigkeit mit einander 
vertauscht werden, daher auch in 7). Letztere Gleichung liefert aber 
dw:dß=0 für \=0; daher ist auch dw:dö=0 für 4=0 oder nach 4) 
für w=0. DBezeichnen wir für einen Augenblick mit z (Zeit) die Abseis- 
sen unserer Ourven, so folgt aus dw: dö=0 (für »—=0) auch dw:dz=(, 
weil dz:dd nie Null werden kann, indem zu einer Aenderung dö von d 
immer eine Aenderung dz der Zeit z gehört, die nicht gegen dö ver- 
schwindet. Wenn aber für v»=0 auch dw:dz=( wird, so berührt die 
Curve die Axe der z. 


6. Die Tagesbestrahlung auf dem Aequator besitzt eine doppelte 
Periode, indem zwei Maxima mit 0,32 zur Zeit der Tag- und Nacht- 
gleichen und zwei Minima mit 0,28 und 0,30 zu Zeit der Sonnenwenden 
stattfinden. Aehnliches gilt für die benachbarten Parallelkreise bis zur 
Breite von etwa + 12°, für welche die Bestrahlungsstärke während ihres 
ganzen Sommerhalbjahres fast unverändert bleibt. 


7. Die Gleichung 4a) zeigt, dass in zwei Fällen von gleicher Tages- 
länge (2/,) sich die Bestrahlungsstärken innerhalb eines Tages wie die 
Producte cosöcosß verhalten. cosdcosß drückt aber, wie leicht zu er- 
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kennen, die Differenz der Sinus der Sonnenhöhen um Mittag und um 
6 Uhr aus.* Von der Veränderung von r ist dabei abgesehen. 


Stärke der Bestrahlung im ganzen Jahre und innerhalb verschiedener 
Abschnitte desselben, 


Die Bestrahlungsstärke innerhalb eines Abschnittes des Jahres ist für 
die verschiedenen Punkte desselben Parallelkreises nicht dieselbe, sowohl 
weil zu den übereinstimmenden Tageszeiten dieser Punkte nicht dieselbe 
Declination der Sonne stattfindet, als auch besonders, weil in dem all- 
gemeinen Falle, dass jener Zeitraum eine ganze Anzahl von Tagen und 
noch einen Bruchtheil eines solchen enthält, dieser Bruchtheil für die 
verschiedenen Punkte verschiedene Tageszeiten in sich fasst. So fallen 
z. B. zur Zeit der Tag- und Nachtgleiche in einen Zeitraum von 36 Stun- 
den für den einen Punkt eines Parallelkreises zwei Tage und eine Nacht, 
für einen andern ein Tag und zwei Nächte. Die Bestrahlungsstärke im 
ersten Falle ist dann nahezu doppelt so gross als die im zweiten; und 
ausserdem kommen alle zwischenliegenden Fälle vor. 

Will man nun für einen Punkt eines Parallelkreises die wirkliche 
Bestrahlungsstärke bestimmen, wie es Poisson that, so kommt man auf 
sehr verwickelte doppelt periodische Functionen. Man kann sich eine 
Vorstellung von denselben machen, wenn man sich in Fig. 4 zu jeder 
Abseisse, welche die Zeit ausdrückt, mit Berücksichtigung nicht nur des 
Datums, sondern auch der Tageszeit die Intensität der augenblicklichen 
Bestrahlung nach Fig. 2 aufträgt. Man erhält dann getrennte Curven- 
stücke, welche nahezu Sinuslinien sind (nicht genau wegen der Verände- 
rung der Declination innerhalb eines Tages), und welche durch Theile 
der Abscissenaxe von einander getrennt werden, die der Dauer der Nächte 
entsprechen. Die Bestrablungsstärke in einem gewissen Zeitraume wäre 
dann durch den Flächenraum ausgedrückt, welcher zwischen den Grenz- 
ordinaten, der Curve und der Absecissenaxe liegt. Die dazu nöthige 
Integration ist eine sehr verwickelte, und Poisson zog auch aus seinen 
Formeln keine Schlüsse. 

Nun bietet die Verschiedenheit der Bestrahlungsstärke für verschie- 
dene Punkte desselben Parallelkreises physikalisch oder meteorologisch 
kein Interesse, wohl aber das Mittel für alle Punkte desselben Parallel- 
kreises. Dieses Mittel erhält man für jedes unendlich kleine Zeittheilchen 
dt einfach als die durch die Formel 4) gegebene Bestrahlungsstärke w 
innerhalb eines ganzen Tages bei unveränderlich gedachter Declination Ö, 
multiplieirt mit dem Verhältnisse der Zeiten df:2r. Denn liegen n 
gleiche Flächenelemente entlang des Parallelkreises, so ist die Summe 


* Lambert, Pyrometrie, 8. 312. _ 
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der während einer Umdrehung, oder der Zeit 2”, auf alle fallenden 
Strahlenmengen = w.n, die in der Zeit di! im Ganzen auffallenden Strahlen- 
de 


52° der Antheil, welcher davon bei gleichförmiger Ver- 
Tt 


mengen =n.w 


At 
I 
Zu demselben Ergebnisse würde man gelangen, wenn man sich in jedem 
Zeittheilchen eine ganze Umdrehung ausgeführt dächte. 

Bezeichne nun 

a die halbe grosse, 

b die halbe kleine Axe, . 

e=0,0168 die verhältnissmässige Excentricität der Erdbahn, so dass 

b:a=y1—e; 

A die Länge der Sonne, gezählt vom Frühlingspunkte an; 

T die Länge des tropischen Jahres, also die Zeit zwischen zwei 
auf einander folgenden Durchgängen der Sonne durch den Früh- 
lingspunkt, = 369,242 mittleren Sonnentagen; 

6 die Schiefe der Ecliptik, im Jahre 1874 im Mittel = 23° 2721”; 

J die Stärke der Sonnenbestrahlung eines Flächenelements in einem 
Jahre im Abstande «a von der Sonne, bei stets senkrecht auf- 
fallenden Strahlen; 

i die mittlere Stärke der Sonnenbestrahlung eines Flächenelements 
der Erde von der Breite ß während eines Abschnittes des Jahres, 
in welchem A von 0 zu A wächst, das Mittel genommen für alle 
Punkte desselben Parallelkreises; 

di diese Bestrahlungsstärke während des Zeitelements dr und 
während der Zunahme von A um dA, bei einem Abstande der 
Erde von der Sonne =7r; 

W' die Stärke der Sonnenbestrahlung eines Flächenelements in der 
Zeit dr, im Abstande r von der Sonne bei stets senkrecht auf- 
fallenden Strahlen. 

Dann ist offenbar 


theilung oder im Mittel auf jedes Element kommt, = w wie angegeben. 


2 
W=-J—- —. 
T r? 


Nun verhalten sich nach dem ersten Kepler’schen Gesetze die 
Flächen, welche vom Radius vector der Erdbahn beschrieben werden, wie 
die dazu nothwendigen Zeiten, oder 

dw: T=4r?di:abn, 


wodurch sich die vorhergehende Gleichung umwandelt in 


a JdA 
8 W’—= J —— di= ——— 
2b 2ny1—e? 
Multiplieirt man die Gleiehung 4) mit (d!:2n)=(dr:1'Tag), so wird, 
wie wir vorhin sahen, »dt:2 gleich der mittleren Bestrahlungsstärke 
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eines Flächenelements der Erde in dem Zeittheilchen d j oder dr, also =di, 
und nach den Bedeutungen von W und W” wird WI ce Prag) 
Dadurch erhält man, wenn man für W’ seinen At setzt, 


9) a rn 
2? y1l— 

In dieser Formel müssen behufs der Integration d und £, durch A aus- 
gedrückt werden. Bekanntlich ist 


; (sin ösinßt, + ERED cos ß sint,). 





sind = sino sin, 
daher 
cosö—=yY1-— sin?o sin? A, 
sin 6 sinA 
V1- sin:o sin?} 
Der Absolutwerth von Z, ist für den Fall, dass die Sonne nicht 24 
Stunden im Tage über dem Horizont steht, aus den Gleichungen 3) be- 


stimmt durch 
ta ßB sin sinA 
A == (irCCOS ( An) ) 
y1 — sin? 6 sin?\ 


l ni BERN — sin? sin®\ 
sin 
1 eosß 1— sindosin®ı ’ 


für den Fall dagegen, dass die Sonne innerhalb des Tages nicht unter- 
geht, ist 4,=n. 

Demnach müssen zwei Fälle unterschieden werden. Für die 24stün- 
dige Tageshelle erhält man, indem man die Werthe von ö und von4,=n 
in 9) einführt, 








tgd= 


9a) 





Jdı 
2n y1—e 


und indem man zwischen se Grenzen A=4, und A=4, integrirt, 


10) (2) 


dia 





sinß sino sinA, 


ae sino (cosA, — cosA,), 





Eye 


und zwischen A=0 und A=4 
u 
10a) i(0,A - 
or 
Für den Fall der nicht a Tageshelle führen wir die oben 
angesetzten Werthe von ö und i, in 9) ein und erhalten 


Y . ig B sino sin 
11) 2n2y1— e V1-— sin? o sin?ı ) 


- sin sino(1— cosA). 








dA isinß sino sinA arccos © 


+Y cos? ß — sin? 6 I > 


Zur Integration dieses Ausdrucks wendet man zunächst auf den 
ersten ‘Theil die partielle Integration an. Es ergiebt sich dann 
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fer nireen (- Bere )=— eur are (- BEERERBE | 


Y1-— sin? o sin®ı Y1-sin?o sin®ı 


+ fan, WERSRo LEER L igß sin o sinh 


y1 — sin? 6 sin? \ 1 — sin? 6 sin?) gu 


(— 2 sin? 6 sinA cos a): Vı- ig 2ß sin?o sin?A sin? 6 sin?A 








won 





wwwwuw 





1— sin? — sin? 6 sin?\ 
l sino sinA 
= — cos\ .arccos [e =) 
1— sin?o sin?\ 
® AA cos?k 


+igßsino [— 


(1— sin? o N Ze Be in 


Integrirt man nun die Gleichung 11) ne den Grenzen A=(0 
und A=A, und beachtet bei Einführung des eben gefundenen Ausdrucks, 
dass sin?o cos®®A—=1-— sin?o sin?A— cos?6o, so erhält man 


tg sin o sin 
ale sin 6 ie — coskar ze a 


1— sin? o sin?\ 








: 


12) — sin DB 1GB ip a es Pe rag, 
Yv- Fe A | 


® dA 
ET sin ß tgB c08? 6 ET ea, 3000; . 
sın? 6 
(1— sin? 6 sin? A) Vı- 3 sin? A 
; cos? ß 


Die noch unentwickelten Integrale sind elliptische, der Reihe nach 
der ersten, zweiten und dritten Gattung, zu deren Berechnung wir uns 
auf Legendre’s Werk über elliptische Functionen * stützen werden, das 
durch seine Tabellen zur Auswerthung besonders geeignet ist. Die In- 
tegrale sind schon auf die Normalformen gebracht und es ist nach Le- 
gendre’s Bezeichnung 

die Amplitude 9=4A, 








; sin 6 
der Modul k=sin9 = —— , 

cos ß 
der Parameter n=— sin? o. 


% ist der Winkel des Moduls, und da k <{1 vorausgesetzt wird, ist 
die Formel 12) ohne Umformung nur brauchbar für sino <cosß oder 
B<90°— 0, d. i. in der Zone zwischen beiden Polarkreisen. 

Legendre giebt nur Tafeln für die unvollständigen Integrale erster 
und zweiter Gattung (FYp, Ep) und für die vollständigen dieser Gattungen 


* Legendre, Traite des fonctions elliptiques; 3 vol., Paris 1825 — 1828. 
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(rE=r, BE=m). Zur Berechnung der unvollständigen Integrale 


dritter Gattung (IZ(n, k,p) = II(«,p)) werden zweckmässig die stark conver- 
girenden Reihen der Jacobi’schen oder Thetafunctionen angewendet. 
Unsere Integrale dritter Gattung sind logarithmische (Leg. III, $. 138), 





dan=—k?sin’« gesetzt, einen reellen Werth von « liefert, Führt man 
hierin die Werthe ein, so erhält man nämlich 
2 
gie 2 sin? a, 
. cos? ß 
also «@=90°—Pß. Es ist nun (III, $. 139) 
(x —a 
cola Aa|II(a,9) — Fp|+ (eFa— Ea) Fp = Ylog are 
worin | ; ' 
AdAe=Y1-—K: sine, DE BET? 


O2 —=1— 29 cos?2x +24 cosAx — 29°’ cos6c-+..., 
0.677 ; ea, 71828 755 


K'—=F'% das vollständige Integral erster Gattung mit dem complemen- 
tären Modul %X=sin$, für welchen 9—=90°— #; sodann 
ıEo aa 
ne Yun | 
Diese Werthe in die oben angeschriebene Gleichung für die elliptischen 
Integrale dritter Gattung eingeführt, liefern 





igß cos II(a,A) = [8 C056 — (3 Fa—B«)| FA 2log en t 
Setzt man diesen Ausdruck in 12) ein, so erhält man die für Punkte 
zwischen den Polarkreisen oder für, absolut genommen, B <90°— o gil- 
tige Formel 

i(0,)) = En. je sin 6 5 — cosk arccos (> 

272 y1 —.e 2 

13) | — 4 sinß Cosa en 


+ sinß [%# sin?6 + coso6 (5 Fa — Ba) FA-+cosß m 





igß sin 6 =] 


a\ — sin? 6 sin? 


Für I=5 
7C Ti TC 
(0, ea lg sino + sinß tgPß sin?o F’ 
14) ( 2 2n?y1— e 2 P Btgß 
+ sinß e0s0{B’Fa— En) + cosBEN. 


werden die Integrale vollständig, und es wird 


Formen wir nun die Gleichung 12) um, so dass sie für Punkte in- 
nerhalb der Polarkreise oder für, absolut genommen, ß> 90° — 6 brauch- 
bar wird. Führt man den Hilfswinkel @ ein und setzt 
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ksina=sinp, rm 


cos ß 


so wird kun für B>90°— co kleiner als die Einheit ist. Es 


ergiebt sich dann 
kcoshdA=cospdp, cosa—=y1-— c? sin?p, yı — k? sin’A=c0sp, 
so dass bei dem elliptischen Integrale erster Gattung wird 
dı 0% cdp 
Vil—-RRsina Vi-esiny 
Bei demjenigen zweiter Gattung dagegen erhält man 
dıy1—k2 a ET 
1— ce? sin? op 
oder, wenn man beachtet, dass 
—1 


c2 





1 
op“ +3 1-dsin’y), 





? — d 1 ———— 
E 1,0 09 7 2. 
e yı-ed&sin?p © 
Dadurch ist das elliptische Integral zweiter Gattung in eines erster und 
eines zweiter Gattung zerlegt. 

Bei demjenigen dritter Gattung wird 
dA “r | cdop 
(1— sin?o sin?a)Y1—K2sin?®a  (1— cos?ß sin?p) Y1— c? sin? p 


Es ist nun der Parameter 


dıay1— 4 sin’\= 


ae 
sin? 6 
woraus @=6 folgt. Da hiernach a’ ein reeller Werth, ist das elliptische 
Integral wieder ein logarithmisches. 
Ist ce’ der complementäre Modul zu c, so setzt man 


’ . 
© n—= — coo®?ß=— sin? une 





c=sind, cC=sin®,; 


= W’— 9; 


also 


dann bestimmt man 
‚ ‚ ’ 2 ’ ’ Ka 
RErtz=Pi) Kris IhteH, en 
Ki ‚. axFy ‚.nFo 


u e-N ___ == —— = — 
Ya ice, abRaink oh De 


he 2 
cos im = 
cot« Aa — coto 1— plug 
sin“ 6 


Fo=F(c,9), Fa=F(c,«'). 
Führt man diese Werthe in der vorhin gegebenen Formel für das 


elliptische Integral dritter Gattung (Leg. III, S. 139) ein, so erhält man, 
wenn 





wobei 


IH(— © sin?e’, c, 9) = Il(«', $), 
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eoto sin ß IL(«', 9) = [sts sinß — (4 Fd — re) | Fp-+ tlog en 


Dieser und die vorhergehenden Ausdrücke in 12) eingeführt, liefern 
/ t . . 
20,4) = ee Br ß sino 5 — cosA arccos (= OR UN, N 











2n?y1—e? V1-— sin: o sin?ı 
9 
cos d co2ß— sin?o f’ d 
-p sin ß {g ß P at no C ß Bi I NEE 
sin 6 yi — 0? sin?p sin 6 cosß yi- c? sın?p 
0 
ne no 
ee sin? I] ‚ 
pe 





— sinßtgß cos 26 - 


os ß [ee 
sino ) (1— cos?ß sin? p) Y 1— ce? sin? p 





RE 
et, a Ru 3% sinß sin 6 [3 — cosA arccos ® in 
In? vi _ ee 2 1 — sin? sin?A/ 
9(@— «) 
. 
15) — 4 sin ß coso log ——— er) 


+ 6086 [eoto cos®?ßB-+ uin(E, Fe—Ea )| Fop-+sino Ba. 


Diese Gleichung gilt für die Punkte innerhalb der Polarkreise oder für, 
absolut genommen, ß>90°— co. Die Grenzen sind durch die Gleichung 
der früheren Substitution von @ mit einander verbunden, nämlich durch 
k sin = ie sinA=singp; 
cos ß 
als untere Grenzen gehören daher 9=0 und A=(0 zusammen. Der 
grösste mögliche Werth sinp=1 bestimmt die höchsten erreichbaren 
Grenzen von @ und A, nämlich 


cos ß 


sino' 





DB 5 ‚sn, = 

Weil B>90°— o, also cos <sino, so ist .sinA, <1, A, =. Für 

diese obere Grenze, welche in 15) nicht überschritten werden daıf, wer- 
den die Integrale Pr und die Formel 15) geht über in 


(0,1) = 
Bm Er, 


5 sin ß sino(1--2cosA,) + coso coto cos?ß F' 





+ cos sinß (E’ Fad— F'E«') + sino E'}. 


. . . .. Te 
Für die obere Grenze A>A,, welche wir vorerst nicht über „ gehen 


lassen, bemerkt man, dass i, constant gleich = wird. Denn in der 
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> cos . . . z 
Grenze, welche durch a bezeichnet ist, wird nach 9a) 4=n. 
sınG 


Wir haben deswegen für die zwischen A, und Ä (< = liegende Be- 
strahlung die Formel 10) RN und erhalten | 


LA nn — 7 $in sin 6 (cosA, — cos). 
Fügt man diesen Werth zu dem der Gleichung 16) hinzu, so er- 
giebt sich . 


7 
(0,4) = ———— 1 sinß sing(1— 2 cosA) + coso coto cos’ BF’ 
17) 7 n2y1l— rn 
+ cos6 sinß(E F® — F'Eo’)-+ sino E' \ 
worin h<ie,. 
Setzt man in 17) 1-5, so wird A 
4 
;(0, Zn — sinß sino + coso cos? BF’ 


18) 2 2n?yl Ba e? 2 E ; 
+- C086 sinß(E Fe — F'Eo)+sino E N 


Somit sind alle Fälle für den Zeitraum zwischen A=(0 und = 


also für das astronomische Frühjahr (21. März bis 21. Juli) und den zu- 
gehörigen Quadranten der Erdbahn erledigt. Man bemerkt, dass die For- 
meln für EP <90°— 6 und für > 90° — cs, nämlich 13) und 14) einer- 
seits und 15) und 18) andererseits, nur darin von einander abweichen, 
dass die darin vorkommenden elliptischen Integrale andere Module, an- 
dere Parameter und andere Üoefficienten besitzen, dass man aber die sich 
entsprechenden von diesen Grössen dadurch von einander ableiten kann, 
dass man ß und 90°— o mit einander vertauscht. 


Wir haben bisher A sich zwischen Null und 2 bewegen lassen. In 


Bezug auf beliebig grosse A ist nun zunächst der Satz wichtig, dass jedes 
elliptische Integral zwischen den Grenzen der Amplitude A (oder @) von 


0 bis 3 gleich demjenigen ist zwischen 5 und x, gleich demjenigen 


37 i : e 
zwischen m und — u.s.w. Diese Grösse ist das vollständige Integral. 


2 
Drückt G ein beliebiges elliptisches Integral aus und @ das vollständige, 
so ist also 


(0, 2)=6(3 ,r)=... e(nE, (n+1) 2)= 8 


worin n eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet. 
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Sodann gilt der Satz von der Periodieität, welcher gestattet, ein 
Integral mit einer beliebigen Amplitude auf eine ganze Anzahl vollstän- 


diger Integrale und ein Integral mit einer zwischen 0 und 5: 


Amplitude zurückzuführen, und welchen man durch die Formel aus- 


liegenden 


drücken kann, worin O<A< x 
G(O,nx +41)=2nG +6 (0,4). 


Beide Sätze gelten natürlich auch für eine Summe von elliptischen 
Integralen mit gemeinschaftlichen Grenzen, wovon jedes mit einem un- 
veränderlichen Factor versehen sein kann, oder es gelten die beiden 
letzten Formeln auch, wenn wir unter @ die Summe der drei letzten 
Glieder der rechten Seite der Gleichung 12) verstehen. Diese Gleichung 
schreibt sich dann, wenn man noch nach 9a) die Bezeichnung 1, des 
halben Tagesbogens einführt, wo dann = —t, den halben Nachtbogen 
bezeichnet, also 


tg b sino sinA 
, = arccos = en) 


V1-— sin?o sin? A 
und ausserdem 
2m y1-&=f 
setzt, 


i(0, A) =7 Isin sin 6 1# — cosä,| + el. 


Hierin sei A< —; für ein A im zweiten Quadranten, das mit ,=n 


5 ; 
—A bezeichnet werde, bleibt /, ungeändert, und es wird 
i((, zn —\)= u 7 \sß sin 6 = + cost, | +20 — e\ 


Im dritten at kehrt sich das Zeichen von ee um, 22 an 
die Stelle von i, tritt nach Ya) m — 4; daher 


(0, a +))=— zn sin 6 5 + cosA vl + 240. 
Im vierten ma wird 


i(0, 2m —A) -7 Iinp sine | 5 _ eosh(m—t,)| +00). 





2 


Für die Zahlenrechnung ist es am zweckmässigsten, die Zuwachse 
von i in den vier Quadranten zu berechnen. Dafür ergiebt sich zunächst, 


IE 
wenn man A=() setzt, wofür {, = 5 wird, 


AURAT 2 Isinß sinon +2@'}, 


J 
(2m) = 746, 


und durch Subtraction 
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik, XXII, 6. 25 
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7 
i(r, 2%) U I— sinßsnon +26}. 
Diese Ergebnisse mit den vorhergehenden verglichen, liefern 


i(0,A)=i(n—A,n)= “ sin sin 6 3- cos, | + o 
f 2 
19) r 
5 cosh (| + a\ 
Für südliche Breiten oder negative ß werden die bisherigen Formeln 
leicht anwendbar gemacht. Man bemerkt, dass durch Umkehrung des 
Vorzeichens von ß in Gleichung 12) weder die einzelnen elliptischen 
Integrale, noch ihre Vorzeichen, demnach nicht @ und @ eine Aenderung 
erleiden. Es ist daher nur nöthig, in 9a) und 19) —ß einzuführen. 
Dadurch wird t, zu m —t, und die Bestrahlungsstärke ’ wird 


i(n,n-HA)=i(2m—A, 2m=7)- sinß sina| 


\ (0, =i(n—i,n)= x I sinß sin 6 5- cosA + cd, 
20) . i 2 
Jin sc-+A) —=i(2r—A, az Jon sina| 5 — cosat, | + a) 


Aus Vergleichung von 19) und 20) folgt, dass 
(0, M)=i(n—A,n)=i(n, n+ı)=i(2n—A,2r), 
(na, a+4)=i1(2n—4,2n)=i(0, a) =iln—A, m), 

oder dass der Zuwachs der Sonnenbestrahlung für einen Punkt von nörd- 
licher Breite von unserm Frühlingsanfange (A=0) an ebenso gross ist, 
als der Zuwachs der Sonnenbestrahlung für einen Punkt von der gleichen 
südlichen Breite von unserm Herbstanfange an, wenn in beiden Fällen 
die Länge der Sonne um gleichviel zunimmt; sowie auch, wenn beim 
nördlichen Punkte von unserem Herbstanfange und beim südlichen von 
unserem Frühlingsanfange an gezählt wird. 

Mit den entwickelten Formeln habe ich nun die verhältnissmässige 
Stärke der Sonnenstrahlen i:J berechnet und zwar einerseits für die astro- 
nomischen Vierteljahre, gelegen zwischen einer Tag- und Nachtgleiche 
und der darauf fölgenden Sonnenwende, also zwischen den Werthen der 
Sonnenlänge A von 0, 90, 180, 270, 360°, und andererseits für die beiden 
nahezu gleichen Abschnitte jener Zeiträume, in deren Grenzpunkten die 
Sonnenlänge A die Werthe 45, 135, 225, 315° besitzt. Dadurch erhält 
man die Bestrahlungsstärke in zwei verschiedenartigen Vierteljahren. Von 
den schon bezeichneten astronomischen haben das Frühlings- und das 
Sommervierteljahr gleiche Bestrahlungsstärke, und ebenso das Herbst- 
und Wintervierteljahr. Mehr Interesse in Bezug auf die Bestrahlung 
liefern die durch die letztgenannten Werthe der Sonnenlänge getrennten 
Vierteljabre, welche wir die meteorologischen* nennen wollen. Nahezu 


* In der Meteorologie wurde bisher gewöhnlich der Winter aus dem Decem- 
ber, Januar, Februar, und entsprechend jede andere Jahreszeit aus drei vollen 
Monaten gebildet. Doch ist diese Eintheilung von dem meteorologischen Congresse 
in Wien, 1873, verworfen worden. 
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in ihrer Mitte befinden sich die Zeitpunkte der Tag- und Nachtgleichen 
und der Sonnenwenden. 
Diese meteorologischen Vierteljahre werden im Zeitraum der obigen 
Tabelle (S. 346 u. 347) in folgender Weise bestimmt: 
Meteorologisches Frühlingsvierteljahr des Nordens und 
Herbstvierteljahr des Südens: 
Im Anfangspunkte: Sonnenlänge A = 315°, 
mittlere Declination der Sonne ö = — 16° 20°’52”, 
Zeitpunkt (1875): Febr. 4,181 bürgerliche Zeit, 
nach der Wintersonnenwende 44,228 Tage, 
vor der Frühlings-Tag- und Nachtgleiche 44,833 Tage; 
im Endpunkte: Sonnenlänge A= 45°), 
mittlere Declination der Sonne d= + 16° 2052”, 
Zeitpunkt (1874): Mai 5,728 bürgerliche Zeit, - 
nach der Frühlings - Tag- und Nachtgleiche 45,952 Tage, 
vor der Sommersonnenwende 46,882 Tage; 
Dauer: 90,785 Tage. 
Meteorologisches Sommervierteljahr des Nordens und Win- 


tervierteljahr des Südens: 
Der Anfangspunkt fällt in den Endpunkt des vorhergehenden Viertel- 


Jahres. 
Im Endpunkte: Sonnenlänge A = 135°, A 


mittlere Declination der Sonne d=-+ 16° 20'52”, 
Zeitpunkt (1874): August 7,760 bürgerliche Zeit, 
nach der Sommersonnenwende 47,150 Tage, 
vor der Herbst-Tag- und Nachtgleiche 46,462 Tage; 
Dauer: 94,032 Tage. 
Meteorologisches Herbstvierteljahr des Nordens und Früh- 
lingsvierteljahr des Südens: 
Anfangspunkt im Endpunkte des vorhergehenden Vierteljahres. 
Im Endpunkte: Sonnenlänge A= 225°, 
mittlere Declination der Sonne d = — 16° 20'527, 
Zeitpunkt (1874): November 7,562 bürgerliche Zeit, 
nach der Herbst-Tag- und Nachtgleiche 45,340 Tage, 
vor der Wintersonnenwende 44,591 Tage; 
Dauer: 91,802 Tage. 
Meteorologisches Wintervierteljahr des Nordens und Som- 
mervierteljahr des Südens: 
Anfangspunkt im Endpunkte des vorhergehenden Vierteljahres. 
Endpunkt im Anfangspunkte des meteorolog. Frühlingsvierteljahres. 
Dauer 88,619 Tage. 
Die folgenden Tabellen wurden nun nach den gegebenen Formeln 


13) bis 20) berechnet, indem der geographischen Breite von 0° an von 
25.* 
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10 zu 10° alle positiven und negativen Werthe beigelegt wurden. Da- 
durch ergeben sich die Columnen 2, 5, 7, 9, aus denen die anderen 
durch Addition oder Subtraction folgen. Man erhält, wenn (2), (3), ... 
die Zahlenangaben”derselben horizontalen Reihe in der 2., 3., ... Columne 
bedeuten: 

(4)=2(2), 5=2ß), 6=4)+6), =-RM)-(N), 
1)=8-(9), 1)=()+9), 12)=2(8), (13)=2(10). 
Dabei sei für (7) und (9) zur Vermeidung aller Missverständnisse be- 
merkt, dass durch die Ueberschrift diejenigen Hälften der astronomischen 
Vierteljahre bezeichnet sind, welche die Tag- und Nachtgleiche in ihrem 

einen Grenzpunkte haben, 

Die in den Tabellen niedergelegten Rechnungsergebnisse sind durch 
Curven in Taf. V, Fig. 5 veranschaulicht, indem die Breiten ß von — 90 
durch 0 bis +90° als Abseissen und die zugehörigen Werthe ©: J der ver- 
hältnissmässigen Bestrahlungsstärken als Ordinaten aufgetragen wurden, 
Auf diese Weise ist die Bestrahlungsstärke im ganzen Jahre (Columne 6) 
dargestellt, die im Sommer- (4) und Winterhalbjahr (5), die im meteoro- 
logischen Frühlings- und Herbstvierteljahr (11), welche zusammenfallen, 
die im meteorologischen nördlichen Sommervierteljahr (+ß aus 12, —ß 
aus 13), zusammenfallend mit dem südlichen Wintervierteljahr, und die 
im meteorologischen nördlichen Wintervierteljahr (—ß aus 12, +Bß aus 13), 
zusammenfallend mit dem südlichen Sommervierteljahr, wobei die beiden 
letzten Curven in Bezug auf die durch ß=0 gehende Ordinate sym- 
metrisch werden. 


Tabellen der verhältnissmässigen Stärke 2:J der Sonnenbestrahlung der 
Erde während der verschiedenen Abtheilungen des Jahres. 


Il. Während der astronomischen Jahreszeiten. 








2 3 4. 5 6 
Geogra- r A 

phische Warmes Kaltes Sommer- Winter- Ganzes 

Bra Vierteljahr. | Vierteljahr. | Halbjahr. | Halbjahr. Jahr. 
0% 0,07633 0,07633 0,15266 0,15266 0,30532 
+10? 0,08078 0,06978 0,16156 0,13956 0,30112 
20% 0,08298 0,06131 0,16596 0,12262 0,28858 
+30° 0,08292 0,05124 0,16584 0,10248 0,26832 
+40° 0,08067 0,03994 0,16134 0,07988 0,24122 
7.b0° 0,07646 0,02792 0,15292 0,05584 0,20876 
+60° 0,07086 0,01598 0,14172 0,03196 0,17368 
702 0,06593 0,00639 0,13186 0,01278 0,14464 
RN 0,06394 0,00154 0,12788 0,00308 0,13096 


+90° 0,06336 0,00000 0,12672 0,00000 0,12672 
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I. Während der Achteljahre zwischen den Grenzpunkten der 
astronomischen und der meteorologischen Jahreszeiten. 





7 8. 9. 10. 
Eines astr, warmen | Eines astr. kalten 


Geogra-)  Yierteljahrs Vierteljahrs 


phische | _ » N } 
Breite, | Költere | wärmere | wärmere | kältere 


Hälfte. | Hälfte. | Hälfte. | Hälfte. 








0° || 0,03921 | 0,03712 | 0,03921 | 0,03712 
+10° || 0,04025 | 0,04053 || 0,03703 | 0,03275 
+ 20° || 0,04010 | 0,04288 || 0,03375 | 0,02756 
+30° || 0,03882 | 0,04410 || 0,02954 | 0,02170 
+40° | 0,03633 | 0,04434 || 0,02440 | 0,01554 
+50° || 0,03290 | 0,04356 || 0,01858 | 0,00934 
+60° || 0,02853 | 0,04233 || 0,01243 | 0,00355 
+70° || 0,02377 | 0,04216 || 0,00633 | 0,00006 
+80° || 0,01981 | 0,04413 || 0,00154 | 0,00000 
+90° || 0,01856 | 0,04480 || 0,00000 | 0,00000 





II. Während der meteorologischen Jahreszeiten. 





11, 12. 13. 


Geogra- | Frühlings- 
phische | oder Herbst- 
Breite. | Vierteljahr. 


Sommer- Winter- 
Vierteljahr. | Vierteljahr. 





0° 0,07842 |  0,07424 0,07424 
10° 0,07728 0,08106 0,06550 
+ 20° 0,07385 0,08576 0,05512 
+30° 0,06836 -| 0,08820 0,04340 
+40° 0,06073 0,08868 0,03108 
+50° 0,05148 0,08712 0,01868 
+60° | 0,04096 0,08466 0,00710 
+70° 0,03084 0,08432 0,00012 
+ 800 0,02135 0,08826 0,00000 
+ 90° 0,01856 0,08960 0,00000 


Die in den Tabellen und in Taf. V, Fig. 5 niedergelegten Ergeb- 
nisse sind folgende: | 
1. Die verhältnissmässige Bestrahlungsstärke im ganzen Jahre besitzt 
ihr Maximum von 0,305 auf dem Aequator und ihr Minimum von 0,127 
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in den Polen; zwischen beiden verläuft die Stärkecurve ähnlich wie eine 
Sinuslinie. 

2. Die verhältnissmässige Bestrahlungsstärke im Sommerhalbjahre 
einer Erdhälfte, z. B. der nördlichen (20. März bis 23. September, zu- 
sammenfallend mit dem Winterhalbjahre der andern, der südlichen), hat 
ihr Maximum von 0,166 in der Breite von etwa -+24°, fällt bis zum 
benachbarten Nordpol auf 0,127 bis zum Aequator auf 0,153 und von da 
bis zum Südpol auf Null. 

3. Die verhältnissmässige Bestrahlungsstärke im meteorologischen 
Frühlingsvierteljahr (4. Februar bis 5. Mai) und im meteorologischen 
Herbstvierteljahr (7. August bis 7. November) erreicht ihr Maximum mit 
0,078 auf dem Aequator und ihre Minima mit 0,019 in den Polen; die 
Curve verläuft ähnlich wie eine Sinuslinie. 

4. Die verhältnissmässige Bestrahlungsstärke in einem meteorologi- 
schen Sommervierteljahr, z. B. dem nördlichen (5. Mai bis 7. August), 
besitzt ihr Maximum mit 0,090 in dem Nordpol, fällt von da gegen den 
Aequator und wird zu einem Minimum mit 0,084 in einer Breite von 
etwa 65°, steigt dann wieder, wird ein Maximum mit 0,089 bei etwa 35°, 
fällt dann, wird auf dem Aequator 0,074 und verschwindet in einer süd- 
lichen Breite von:73°39', wo der Parallelkreis zu Anfang und zu Ende 
dieses Vierteljahrs gerade noch von den Sonnenstrahlen berührt wird, 
Das bemerkenswerthe Ergebniss ist also, dass während des meteorologi- 
schen Sommers die Sonnenbestrahlung des Poles stärker ist als diejenige 
irgend eines andern Punktes der Erde. Wir sahen früher, dass in den 
94 Tagen dieser Zeit für den Pol auch die Stärke der täglichen Be- 
strahlung an 56 Tagen grösser ist, als an irgend einem andern Punkte 
der Erde. 


Vergleichung der Ergebnisse mit den auf anderem Wege oder von 
anderen Forschern erhaltenen. 


Die Stärke der Sonnenbestrahlung in einem Abschnitte des Jahres 
lässt sich auch einfach durch. Addition der Bestrahlungsstärken an den 
einzelnen Tagen erhalten, oder, was dasselbe ist, durch Bestimmung des 
Flächeninhalts der Curven in Taf. IV, Fig. 4, bei denen als Ordinaten 
die Bestrahlungsstärken an den einzelnen Tagen, als zugehörige Abseis- 
sen der Zeitabstand des betreffenden Tages von dem Zeitpunkte der 
Frühlings-Tag- und Nachtgleiche aufgetragen sind. Ich führte dies auf 
zwei Arten aus; einmal auf graphischem Wege durch Eintheilung der 
Fläche für das ganze Jahr in 30 gleich breite Flächenstreifen, indem ich 
diese als Paralleltrapeze betrachte und die Ordinaten in der Mitte jedes 
Streifens in der Zeichnung mass, wobei ich eine Zeichnung in halb so 
grossem Massstabe der Ordinaten als in Fig. 4 benutzt hatte. Ein zweites 
Mal bestimmte ich die Fläche durch mechanische Quadratur nach dem 
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Gedanken der Simpson’schen Regel, indem ich die Eintheilung der 
Fläche in die 32 nicht ganz gleich breiten Streifen beibehielt, für deren 
Grenzen die Ordinaten berechnet waren (s. die Tabelle S. 346 u. 347). 


Sind Y,, Y3, Y; drei auf einander folgende Ordinaten und &,, &,, X 
die zugehörigen Abseissen, so wird das zugehörige Curvenstück als Pa- 
rabel angesehen, deren Axe mit den Ordinaten parallel läuft, und welche 
daher durch die drei gegebenen Punkte bestimmt ist. Die Fläche der 
zwei Streifen ist dann bekanntlich, wenn diese genau gleich breit sind, 
=4{2,—2,)(y, t+4y,+y,), sie ist dagegen, wenn ein kleiner Unter- 
schied der Breite stattfindet, 

ta -2)Wı +4 ty) +3@—20+2,)(Yy—Yı). 

Nach dieser Formel erhielt ich ebenfalls die Bestrahlungsstärke in 
Abschnitten des Jahres, ohne mich auf die Zeichnung stützen zu müssen. 
Später nahm ich die Berechnung der elliptischen Integrale und zwar 
doppelt vor. 


Um einen Massstab für die Genauigkeit der zwei ersten Verfahrungs- 
weisen zu geben, will ich die Ergebnisse für das ganze Jahr zusammen- 
stellen. Zugleich will ich die Zahlen von Lambert und Meech, auf 
meine Einheit reducirt, zufügen; Lambert hat übrigens nur für die Brei- 
ten von 0, 45, 90°, für den Wendekreis und den Polarkreis die Bestrah- 
lungsstärke für das Sommer-, das Winterhalbjahr und das ganze Jahr, 
Meech nur die für das ganze Jahr, aber für die Breiten von 5 zu 5° 
gegeben. Lambert erhält für das ganze Jahr und den Aequator 12,05231, 
Meech setzt diese Stärke bei verschiedenen Massstäben gleich 365,24 
oder 12,00 oder 81,50. 


Jährliche Bestrahlungsstärke nach verschiedenen Berechnungen, 
auf dieselbe Einheit redueirt. 






































Geogra- Wiener 
hische Lambert. Meech. durch verm. der 
reite. | graphisch. | mech.Quadr. ellipt. Integr. 
| 
0 0,30532 0,30532 0,304 0,3054 0,30532 
10° 0,30109 0,299 0,3012 0,30112 
20° Wendekreis 0,28857 0,288 0,2887 0,28858 
30° | 088241 0,26834 0,267 0,2684 0,26832 
40° 45° 0,24121 0,239 0,2410 0,24122 
50° | 0,22553 0,20877 0,208 0,2088 0,20876 
60 Polarkreis | 0,17368 0,173 0,1737 0,17368 
2003 | | 0,15259 0,14465 0,145 0,1449 0,14464 
80° 0,13093 0,131 0,1307 0,13096 
90° 0,12677 0,12672 0,126 0,1267 0,12672 
K N 
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Stärke der Bestrahlung von Theilen der Erdoberfläche während 
gewisser Abschnitte des Jahres. 


Um die Bestrahlungsstärke der von der Sonne beschienenen nörd- 
lichen Erdhälfte zu bestimmen, indem wir die Erde als eine Kugel an- 
nehmen (was bisher nicht vorausgesetzt war), stelle Fig. 1 (Taf. III) die 
Erde dar, ? den Pol, 40 den Aequator, $ den Punkt, in dessen Zenith 
die Sonne steht, also PS den Meridian von S. Legen wir mit Lambert* 
von S bis zum Aequator zwei einander unendlich nahe grösste Kreis- 
bogen SB und SB’ und schneiden aus dem von ihnen gebildeten Streifen 
ein Flächenstück FG @ F’ durch zwei zu S als Pol gehörige Parallelkreise 
von unendlich kleinem Abstande aus. Es sei nun der 

Halbmesser der Erde =MNS=h, 

SR ASDe Dir BSP — do, 

Bogen SB=hy, Bogen SF=hp, 
F6=hdgp, 
so ist die Fläche 
FG@EF—R?sinp dody), 

der Einfallswinkel der Sonnenstrahlen für dieses Flächenelement = 
und die im Zeitelement auffallende Strahlenmenge mit Rücksicht auf 8°) 


d’i:= W’.h?sinp dw dp'.cosp = uk 
In yl—e 
Dabei ist in dem für W’ und J gegebenen Begriffe das „Flächenelement‘“ 
durch die „Flächeneinheit‘‘ zu ersetzen. 
Durch Integration nach @ zwischen 0 und 9 folgt die auf den Strei- 
fen BSB’ fallende Strahlenmenge 
JdiA 


 4n Vvı-e 
In dem sphärischen rechtwinkligen Dreiecke AS ist aber, wenn 
die Seite 4D mit y bezeichnet wird, 





h? dosinp'cosp dp. 





h? sin p do. 





colo = sind coly, sinpsino= siny; 








daher 
d d Jh2 dı 
I sn, dosinpg=sinddy, di= — — — sinddy. 
sin? sin? y dr vi 2 


2 
ung, so ist die auf das Kugelzweieck der Halbkreise MS und MA fal- 


* . TC 
Integrirt man nun nach y zwischen den Grenzen y=— — und y= 


lende Strahlenmenge In dı 


1 er oil: 
ayl—e: 





* Pyrometrie 8. 320, 
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Ebenso die auf das Kugelzweieck der Halbkreise MS und MC, also + der 
Kugel fallende Strahlenmenge 


wurrrınrnn 





, JR2 di 
I nen 
ayl—e 
und die auf die nördliche beleuchtete Erdfläche fallende Strahlenmenge 
Jh? d Jh 
di, + di, = di= ——— a ut ER 14 sinosinn) 


ayl- ayi- 
Integrirt man nun noch A zwisehen A, und A, so wird 


Jh? 
i(A,, A) = es an A,) — sino(cosA — cosA,)]. 


4y1— 
Für NR A=r erhält man die auffallende Strahlenmenge für die 
nördliche Erdhälfte in ihrem Sommerhalbjahre 


4 Jh? aa 
= ——— (rn sin 6 
BSD A yl-e Sr 
und für ,=rn, A=2n die in ihrem Winterhalbjahre 
Jh? 


a (rt — 2 sino , 
5% 4yi—e 
und in dem ganzen Jahre 
Jh? 
DR Se 
2y1-—e: 


Ebenso gross ergiebt sich die für die südliche Erdhälfte, daher für 
die ganze Erde und das ganze Jahr 
| _ Jun 
 N-e 
Letztere Formel kann man auch unmittelbar aus 8°) erhalten; dieselbe 
. liefert während der Zunahme von A um dA durch Multiplication mit der 
Fläche des grössten Kreises der Erde 
Jh? 


Iny1—e 





woraus folgt 
Jh?n Jh?n 


N er: er rn Be 

Aus diesen Gleichungen folgt: 

1. Die auf die ganze Erde fallende Strahlenmenge ist mit der Zu- 
nahme der Länge A der Sonne proportional, sie ist also für alle astro- 
nomischen und für alle meteorologischen Vierteljahre dieselbe, gleich 4 
derjenigen für's ganze Jahr. 

2. Auf die nördliche Erdhälfte fällt in ihrem Sommerhalbjahre die 
gleiche Strablenmenge wie auf die südliche in ihrem Sommerhalbjahre. 
Dasselbe gilt für die Winterhalbjahre, für das ganze Jahr, für die astro- 
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nomischen und meteorologischen Vierteljahre. Dasselbe gilt auch bei der 
ellipsoidischen Erdgestalt, da sich früher die Bestrahlungsstärke (für 
gleiche Flächenelemente) der nördlichen und südlichen Erdhälfte in die- 
sen Zeitabschnitten als übereinstimmend ergab. 


3. Die auf die nördliche und südliche Erdhälfte auffallenden Strahlen- 
mengen in ihrem Sommer- und Winterhalbjahre verhalten sich wie 


(n +2 sin) : (n — 2 sino) = 3,93768 : 2,34550, 
oder nahe wie 5:3, 


Beachtet man, dass die Erde eine sphäroidische Gestalt besitzt, 
so entstehen kleine Aenderungen, aber nur in den von ganzen Theilen 
der Erde aufgenommenen Strahlenmengen. Sei r der eh des 
= so 15 (nach Bes- 
sel) die Abplattung, c die lineare Excentrieität, bestimmt durch c?=r? 
 r?=r?(2p—p?), so wird die ganze Erde bei der Declination ö der 
Sonne von einem cylindrischen Strahlenbüschel getroffen, dessen senk- 
rechter Querschnitt eine Ellipse ist mit der grossen Axe —=2r und der 
kleinen Axe =2r”, Legt man an den durch den Sonnenmittelpunkt 
gehenden elliptischen Erdmeridian eine Tangente aus dem Sonnenmittel- 
punkte und fällt auf sie zwei Senkrechte aus den Brennpunkten der 
Ellipse, so ist der Abstand der Fusspunkte derselben =2ecosd. Die 
Fusspunkte liegen bekanntlich auf einem Kreise, welcher die grosse Axe 
der Ellipse zum Durchmesser hat. Daher ist der senkrechte Abstand des 
Erdmittelpunktes von jener Tangente oder r’ eine Kathete eines recht- 
winkligen Dreiecks, dessen andere Kathete e cosö und dessen Hypotenuse 
r ist. Demnach gilt 

r=r—eco®ö=r?!(1— 2p cos?ö + p? cos?d), 
woraus mit Vernachlässigung von p?, welches bei unseren Berechnungen 
auf fünf Decimalstellen keinen Einfluss besitzt, 


Aequators, r’ die halbe Umdrehungsaxe, p = 


r"=r (1—p cos?B). 


Nun ist die Fläche des senkrechten Querschnittes des auf die ganze 


Erde fallenden Strahlenbüschels = rr"n=r?n(1—pcos?d), des auf die 


Fläche des Aequators fallenden = r?sinör, des auf die nördliche Erd- 
hälfte fallenden = 4nr?(1— p cos?ö + sind). 

Daher fällt im Zeittheilchen dr eine Strahlenmenge auf die nördliche 
Erdhälfte 

di = 
& Peer. 

oder wenn man beachtet, dass sind=sino sin), und wenn man die im 
ganzen Jahre auf die Erdkugel vom Halbmesser r fallende. Strahlen- 
menge 


5 ‚tnr?(l—peos’ö+ sind).öA; 
—e 


- 
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Jr?n 


iz 


i— 
einführt, 


d 
di m (1—p-+p sin?o sin?4 + sino sina). 


Integrirt man zwischen den Grenzen A, und A, so erhält man 
nid, A) n I(1—p + %p sin?o) (A—1,) — 4p sin? o (sin24 — sin2A,) 
— sino (cos — cosA,)]. 


Man erhält hieraus den entsprechenden Ausdruck i, (Ay, A) für die 
südliche Erdhälfte, indem man das Vorzeichen von 6 umkehrt. 

Daraus ergiebt sich nun, wenn man auch die Zahlenwerthe einführt, 
für das Vierteljahr einer warmen astronomischen Jahreszeit 
jeder Erdhälfte 


DE) 
| -71} (1—p-+}p sin?) +" ° | =i.0,15629, 


für das kalte astronomische Vierteljahr 


IT (e 
m 5 =i, 9% =110, 2)= % m 
=. E (1—-p+4p sin?s) — =]- i.0,09293, 
TU 
daher durch Addition für die ganze Erde und jedes astronomische Vier- 
teljahr 
(i, +) (0 (0, == =i.0,24922, 
und für die ganze Erde und das ganze Jahr 
(+ ,) (0, 27) =i.0,99688. 


Also fallen im ganzen Jahre auf die sphäroidische Erde etwa 457 
der Strahlen weniger, als auf die kugelförmige vom Halbmesser r des 
Aequators fallen würden. 

Andererseits erhält man für das meteorologische Frühlings- 
oder Herbstvierteljahr jeder Erdhälfte 


ER 
Ä (E = 44—» kp a 2] — ;.0,12459, 
für das meteorologische Sommervierteljahr jeder Erdhälfte 
3 sin?s 22 sino 
i, = °r)- [sap + 4Dsieo) + 2° £ nn) 


It 
N: 
für das meteorologische Wintervierteljahr jeder Erdhälfte 


> 
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11%, psins 2/2 sine 
) en: 3 (1—-p+4psin?o)+ a 


daher für das meteorologische Frühlings- oder Herbstvierteljahr der gan- 
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(4 +3) ka y 1)- . 0,24918 


und für das meteorologische Sommer- oder Wintervierteljahr der ganzen 


Erde 


(,-+i,) (* 7) — i,0,24926. 


XVII, 


Ueber Selbsthülleurven und Selbsthüllflächen in 
ähnlich-veränderlichen Systemen.* 


Von 
R. MÜLLER, 


stud. math. in Leipzig. 


In jedem einförmig bewegten ähnlich-veränderlichen System giebt 
es bekanntlich Curven, die, als Systemceurven betrachtet, sich in sich 
selbst bewegen und deshalb als Selbsthülleurven bezeichnet werden 
können. Bewegt sich ein Systempunkt auf einer Selbsthülleurve, so be- 
schreiben alle Systempunkte solche Curven, und eine Systemcurve erzeugt 
während dieser Bewegung eine Bahnfläche, die, als Systemfläche an- 
gesehen, sich in sich selbst bewegt und die wir eine Selbsthüllfläche 
nennen wollen. ** 

Wir werden nun in dem Folgenden die Gleichungen und einige 
Eigenschaften der Selbsthülleurven und Selbsthüllflächen entwickeln und 
dann noch einige specielle Selbsthüllflächen hervorheben. 

Construirt man zu den Selbsthüllflächen in ähnlich - veränderlichen 
Systemen das Relief, so erhält man eine besondere Gruppe von Selbst- 
hüllflächen in einförmig bewegten collinear-veränderlichen Systemen; alle 
in dem Folgenden entwickelten Sätze werden sich daher in einfacher 
Weise auf diese Gruppe von Selbsthüllflächen collinear-veränderlicher 
Systeme übertragen lassen. 


1% 


In jedem einförmig bewegten ähnlich-veränderlichen System bleibt 
ein im Endlichen liegender Punkt, der Aehnlichkeitspol, und eine durch 


* Vergl. Burmester, Kinematisch- geometrische Untersuchungen der Be- 
wegung gesetzmässig-veränderlicher Systeme, 3. Mittheilung, im 20. Bande dieser 
Zeitschrift. 

** Burmester a. a, OÖ. 
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denselben gehende Gerade, die Aehnlichkeitsgerade, während der ganzen 
Bewegung fest. Es sei nun 
f(r,o, 2)=0 
die Gleichung einer Selbsthüllfläche in Cylindereoordinaten, in Bezug auf 
ein Coordinatensystem, dessen Anfangspunkt der Aehnlichkeitspol und 
dessen z-Axe die Aehnlichkeitsgerade ist. Da jede Selbsthüllfläche sich 
selbst ähnlich ist, so muss ihre Gleichung ungeändert bleiben, wenn man 
r und z in demselben Verhältnisse vergrössert und zugleich das Coordi- 
natensystem um die Aehnlichkeitsgerade dreht. Betrachten wir eine un- 
endlich kleine Vergrösserung 1+ de, infolge welcher r nr+rda und 
2 in z+zda übergeht, und eine unendlich kleine Drehung dß, so ändern 
sich 7, ®, 2 resp. um 
öor—rdo, 00 dB, 202-2008 

Da die Flächengleichung ungeändert bleiben soll, so muss 

ö/(t,0,2)=.0 


sein, d. h. 





ef, da a Lap+L 20a (0: 

Een a en al zu 
Bezeichnen wir die Constante an mit 7; 50 geht diese Gleichung über in 
Bl 

ksoon de 
oder 
r Tea 
do 


Dies ist die partielle EN der Selbsthüll- 
flächen. Durch Integration ergiebt sich hieraus die allgemeine 
Gleichung in der Form 


1) logz- koa=f(logr — ko) 
oder 
2): —=p (log ko), 


oder auch 
3) — = Y(logr — ko), 
In der That bleiben diese Gleichungen ungeändert, wenn man für r 
| 4 
eir, für 2 ez und für ® o+7 setzt. * 


Aus Gleichung 3) folgt, dass jede Selbsthüllfläche die &y-Ebene nur 
im Coordinatenanfang oder in einer Anzahl von logarithmischen Spiralen 
schneidet. 


» 


* Vergl. Peterson, Ueber Curven und Flächen, Leipzig 1868, 8. 77. 
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2. 


Aus den Gleichungen zweier Selbsthüllflächen desselben Systems 
logz— ka=f,(logr—ko), lgz—ko=f,(logr—ko) | 
folgt, da A in beiden Gleichungen dieselbe Grösse bedeutet, 
F,(logr—ko)=0, F,(logz—- ko)=0, 

mithin besteht die Durchdringungscurve der beiden Flächen aus einer 
Anzahl von Curven, deren Gleichungen die Form haben’ 

4) logr -—ko=loga, 

5) logz — ko=logb. 


Da diese Gleichungen ungeändert bleiben, wenn man für r er, für z 
A . . . 

e*z und für w o+7 setzt, so repräsentiren sie eine Selbsthüllcurve. 
Ü 


Zwei Selbsthüllflächen desselben ähnlich -veränderlichen 
Systems schneiden sich also stetsin einer Anzahl von Selbst- 
hülleurven, welche diesem System angehören. Dieser Satz 
ergiebt sich übrigens als specieller Fall aus einem analogen, für die 
W-Flächen geltenden Satze, da die Selbsthüllflächen nur specielle W-Flä- 
chen sind. * 

Die Gleichungen 4) und 5) enthalten zwei willkürliche Constanten, 
folglich giebt es in jedem einförmig bewegten ähnlich-ver- 
änderlichen System eine zweifach unendliche Schaar von 
Selbsthülleurven. Dieselben besitzen den Aehnlichkeitspol 
als asymptotischen Punkt, haben aber sonst keinen Punkt 
mit einander gemein. 

Aus 4) und 5) folgt 

6) ge 


ad 


Bezeichnen wir nun den Bogen der durch Gleichung 4) dargestellten 
logarithmischen Spirale mit s, so ist, wenn für r=0 s=(0) gesetzt wird, 
/1 2 
LEE, 


also geht 6) über in 
bk 


Tayır® 
Dies ist aber die Gleichung einer Geraden, folglich sind alle Selbst- 


hülleurven eines einförmig bewegten ähnlich-veränderlichen 
Systems nach dem Aehnlichkeitspol laufende geodätische 


* Klein et Lie, Sur une certaine famille de courbes et de surfaces, Comptes 
rendus 1870, I, p. 1278. 
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Linien von Cylindern, die bei veränderlichem a durch Gleich- 
ung 4) dargestellt werden. 

Nach 6) liegt jede Selbsthülleurve zugleich auf einem Rotationskegel, 
dessen Spitze der Aehnlichkeitspol und dessen Axe die Aehnlichkeits- 
serade ist. Wickeln wir diesen Kegel in eine Ebene ab, setzen also 








a PER 
1 0 V ne Y, 
ya: +02 4 
so geht Gleichung 4) über in ER 
(— Var+ b? e 2 


Die Selbsthülleurve erscheint also in der Abwickelung als 
logarithmische Spirale, deren asymptotischer Punkt der 
Aehnlichkeitspol ist. Diese Eigenschaft liefert ein einfaches Mittel, 
um die Selbsthüllcurve im Modell darzustellen. 

Für c=0 degenerirt die betrachtete Curve zu einer logarithmischen 
Spirale; überhaupt lassen sich die meisten der für diese geltenden Sätze 
auf jene übertragen. So liegen z. B. die Krümmungsmittelpunkte der 
Selbsthülleurve wieder auf einer solchen Curve. 


3. 


Die Krümmungslinien der Selbsthüllflächen. Wir werden 
zeigen, dass die Selbsthülllächen der einförmig bewegten ähnlich-ver- 
änderlichen Systeme zu den wenigen Flächenfamilien gehören, bei denen 
man die Differentialgleichung der Krümmungslinien allgemein integriren 
kann. Zu dem Zwecke bedienen wir uns nicht mehr der bisher gebrauch- 
ten Cylindercoordinaten, sondern setzen 

BER TV cos, y— eHTüsnu zn 
welche Substitutionen der Flächengleichung 3) identisch genügen. Die 
Linien der constanten « sind in diesem Falle die Meridiancurven der 
Fläche* und die Linien der constanten v die Selbsthülleurven, welche 
die Fläche erfüllen. Dann ergiebt sich unter Einführung der bekannten 
Gauss’schen Zeichen: 


am! eruTvlk cosu—sinu), 
— cekutv(ksinu-+ cosu), 
Ci RER} 
a Bra BieostL, 
Dem KpKRTE sinn 
C= eku+/(v) f 0); . 


A=  e?kutvtfo) [(k sinu + cosu) f(v) — ksinu], 
B= e*utvtfo) [k cosu— (kcosu — sinu) f' (v)], 
C=—ekut?e, 


* Unter Meridiancurve verstehen wir den Schnitt, den eine durch die Aehn- 
lichkeitsgerade gelegte Ebene mit der Fläche bildet, 
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a = et"tV (k? cosu — 2k sinu — cosu), 
ß = ekute (1? sinu+ 2% cosu — sinu), 
y = h2ekutfß), ; 
a = ekut? (kcosu — sinu), 
P=erutr (ksinu+ cosu), 
y — keku+r(o) fi (v); 
a" — ekutv cosu, 
Be sap, 
ea +); 
D = odku+?v+f(v) [%? Rn: (1-+ k2) fi. (v)], 
D’=keketzvtti (1 — ib: (v)], 
DHL) for" o)]; 
E — e?tku [di He k2) ev + I? e2fto)] 
F=kekuler+erW)f (v), 
G — eo?ku [e?°’ + ef) f’ (v)?]. 
Setzt man nun zur Abkürzung 
E48) fo) =D, 
k(1-- f(o)) =D;: 
fW)-fe’-fW)=PD"; 
(IHM) + I2e/W —H,, 
ker +e/Wfb)) =F, 
+ =, 
so lautet die Differentialgleichung der Krümmungslinien 


eökut2vtfw (FD, — ED) du? -+ eökuttvtft) (D, 6, — PD", E,) du dv 
ı „dkut+2v-+ flv) (6, n; A F De dv? — 0, 


a 


und hieraus ergiebt sich als allgemeine Gleichung der Krümmungslinien 

der Selbsthüllflächen 

7) ji E-D + V(D’E,-D, G”+4 (Fi D,-E,D',) (F, D, 4 6,0) dv 
. 2(F,D,— #,D,) 

+ Const. 


4. 


Specielle Selbsthüllflächen. Die allgemeinste Selbsthüll- 
Regelfläche entsteht, wenn sich die Punkte einer Systemgeraden auf 
Selbsthülleurven bewegen. Ein Punkt der Geraden wird immer eine 
‚logarithmische Spirale in der &y-Ebene beschreiben; die Gleichungen 
derselben seien in der Form gegeben 

x, — aekPıc059,, y,=ee"sinpg, 4=% 
Betrachten wir ferner einen Punkt der Geraden, der sich auf einer Selbst- 


hülleurve mit den Gleichungen 
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik, XXII, 6. 26 
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2, = UChBSCOs wor Al BERPrune, GuraDe 
bewegt, und setzen fest, dass stets 
Pa PL rt, 

sein soll, so ist hierdurch die Regelfläche völlig bestimmt, und die Gleich- 
ungen der Erzeugenden sind 

8) Be'Y&+(acosp — wekYcos(y+9)) z=aßerttP) cosp, 

9) Be'ry+ (asinp — ae*r sin(y+9)) z=aßeltt9) sing. 

Setzen wir hierin 
z=1rCc080, y-=rsino 

und eliminiren @ zwischen 8) und 9), so folgt als Gleichung der all- 
gemeinsten Selbsthüll- Regelfläche 











' a 1 k(y+0—aresin *EHRY 
10) (a — ackr cosy)2 + er Y Br? — a? 2? sin?y = aße ' 
oder 
ns yk z 2 
karesin (“7 Br 2) + 10g (an are“ N 24/08 er - (car 


—iga=kw—logr. 
Selbstverständlich haben alle Erzeugenden dieser Fläche gegen die 
Aehnlichkeitsgerade gleichen Neigungswinkel; der Cosinus desselben ist 
gleich Beky 


yo: = («2 + ß2) e?ky 
Setzen wir in 10) a=®, so erhalten a 


1 1 ) 2 BR BERN +®—.are Ar sin =) 


als Gleichung einer EN deren Erzeugende parallel 
zur &y-Ebene sind. 
Für @=0 und y=0 geht 10) über in 
12) az+ßBr=aßel®, 
Dies ist Gleichung einer Regelfläche, deren Erzeugende die 
Aehnlichkeitsgerade schneiden. 
Setzt man hierin noch «=w, so ergiebt sich 
13) | za Boah, 
d. h. eine Conoidfläche. 
Im Falle, dass «=0 ist, repräsentirt 10) einen Rotationskegel. 
Um zu entscheiden, wann die durch 10) dargestellte Fläche eine ab- 
wickelbare sein wird, differentiiren wir 8) und 9) nach und erhalten 
(—asing -+ aetr sin(y-+-9))z= aßek'yt9p) (k cosp — sinp), 


(acosp — aekYcos(y+p)) z=aßekvtP) (ksinp-+ cosp), 
also 


(ksing + cosp)(-—-asinp+ aekt sin(y+_)) 
Ah = (k cosp — sinp)(a cosp — ae'7 cos(y-+9Y)), 
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siny-+ I cos 
ky Y r r 
a=uae \ 


Die Gleichung der abwickelbaren Selbsthüllflächen hat demnach 
die Form 


14) 7 zsiny+Y ß?r? — 22? sin?y = = (siny + k cosy)e 


Die Rückkehrkante dieser Flächen ist eine Selbsthülleurve mit den 


Gleichungen 
BE nerlzt io)  „z= ge(Et = 


._ 02 Sin 
k (0-aresin ) 
. 


wenn der Einfachheit wegen 1=5 gesetzt wird. 


Wir betrachten ferner die Fläche 


rare 
logz— ko = log "+ V Zu (ur) 
oder 


15) (r — mek®)? + (z— neko)? —p?e?ko, 
Diese Fläche wird von allen Meridianebenen in Kreisen geschnitten, 
und die Mittelpunkte dieser Kreise liegen auf der Selbsthüllcurve 
o=meka,...g=nelo, 
für m=0 also auf der z-Axe und für n=( auf einer logarithmischen 
Spirale in der @y-Ebene. Die xy-Spur der Fläche besteht aus zwei 
logarithmischen Spiralen 
r=(m+ Yp?— n?) eko, 
die für » <n imaginär werden. 
Ein Analogon hierzu bildet die Fläche 
16) = (@ +2 2ap es ®), 
welche von allen zur Aehnlichkeitsgeraden senkrechten Ebenen in Krei- 
sen geschnitten wird, deren Mittelpunkte auf einer Selbsthüllcurve liegen. 
Die beiden durch 15) und 16) dargestellten Flächen sind speeielle 
Fälle einer allgemeinen Fläche, die entsteht, wenn sich die Punkte eines 
ähnlich - veränderlichen Kreises auf Selbsthüllecurven bewegen. 
Alle Flächen mit der Gleichung 
17) logz — ko— c(lbgr —ko), 
wobei ce eine Constante bedeutet, werden von den Meridianebenen in 
algebraischen Curven geschnitten, von allen zur Aehnlichkeitsgeraden 
senkrechten Ebenen in logarithmischen Spiralen und von geraden Kreis- 
eylindern, welche die Aehnlichkeitsgerade zur Axe haben, in Curven, 
die in der Abwickelung als logarithmische Linien erscheinen. Für e=2 
ergiebt sich als specieller Fall die Fläche 
r2— zek er 
die von den Meridianebenen in Parabeln getroffen wird. 
26* 


- 


376 Ueber Selbsthülleurven u. Selbsthülllächen ete. Von R. MÜLLER. 


UI LLI III ININLL TAI SE 








Nr sn BVL LIT ILS IMILLLE 


Die Fläche 
18) z—= ek® (ogr— kw) | 
wird von den Meridianebenen in logarithmischen Linien geschnitten, 
welche die negative <-Axe zur Asymptote haben. 
Setzt man in der Gleichung 
10) az—=r(ko—logr +b) 
r= consl., so erhält man die Gleichung einer gewöhnlichen Schrauben- 
fläche; die durch 19) dargestellte Fläche wird also von coaxialen Schrau- 
benlinien von verschiedener Neigung erfüllt. 
Wir betrachten schliesslich die Fläche 


20) zur sin (0 -logr +0). 


- 

Jeder Cylinder r=c schneidet dieselbe in einer Curve, welche sich in 
eine Sinoide abwickelt. Diese Curve kann aber auch angesehen werden 
als die Schnittlinie des Cylinders r=c mit der Ebene 


z=uar sin (0-4 10ge + ») 
oder 
1 1 
z=asin De © + .acos b— --loge y. 
Bei variablem ce umhüllt diese Ebene einen Kegel 


z=aya?r+ 1. 
Die betrachtete Fläche hat also die Eigenschaft, dass sie von allen 
Cylindern r=c in Ellipsen geschnitten wird, deren Ebenen einen Ro- 
tationskegel umhüllen und deren Mittelpunkt der Aehnlichkeitepol ist. 


XIX. 


Ueber die Flächen zweiten Grades, für welche zwei 
Flächen zweiten Grades zu einander polar sind. 


Von 


HERMANN THIEME. 


Für die Aufgaben, zu zwei Kegelschnitten einer Ebene andere Kegel- 
sehnitte und zu zwei Flächen zweiten Grades andere Flächen zweiten 
Grades zu finden, für welche die gegebenen Curven oder Flächen polar 
zu einander sind, hat zuerst Steiner Lösungen gegeben, diese uns aber 
nur in einer kurzen Notiz überliefert.!) Später fand die Aufgabe der 
Ebene eine Lösung durch Herrn Cremona?), eine eingehende Behard- 
lung durch Herrn Prof. Rosanes°) auf analytischem und durch Herrn 
Prof. Schroeter*) auf synthetischem Wege. Auf dieselbe Frage be- 
ziehen sich die Arbeiten der Herren Ruffini®), Battaglini°®) und 
Siacci’). Das Problem für Flächen zweiten Grades ist im Zusammen- 
hange mit den entsprechenden Fragen für eine und zwei Dimensionen von 
Herrn d’Ovidio®) in analytischer Methode behandelt worden. 

Das Folgende enthält eine synthetische Lösung des Problems für 

drei Dimensionen. Um eine möglichst einheitliche Methode der Unter- 

suchung anwenden zu können, behandle ich zunächst die entsprechende 
Frage für Punktsysteme einer Geraden ($ 1). Dann suche ich die Be- 
dingungen der Lösbarkeit des Problems für drei Dimensionen, construire 
allgemein die Flächen, welche die Lösung bilden, und leite die in jedem 
-Falle ihnen zukommenden Eigenschaften ab ($ 2). In $ 3 behandle ich 
die Lösung, wenn das den gegebenen Flächen gemeinsame Quadrupel 
harmonischer Pole 4, in S 4, wenn es 2, in $ 5, wenn es ( reelle 
Ecken hat. 


1) Crelle, Bd. 32 8. 79. 
2) Introduzione ad, una teoria geometrica delle curve piane, 8. 89. 
3) Inaugural-Diss,, Breslau 1865. 

4) Theorie der Kegelschnitte, 2. Aufl., S. 391 flg. 

5) Memorie della Ra Accademia di Scienze, Lettere ed Arti di Modena 
t.130 e 14°, 

6) Atti della Ra. Accad. de’ Lincei di Roma, Sessione del 7 aprile 1872. 

7) Atti della Ra, Accademia delle Scienze di Torino, v. 7°, Adunanza del, 
9 giugno 1872. 

8) Giornale di Matematiche di Napoli, v. X, S. 313, 
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sl. 

Liegen in einer Geraden 9 zwei Punktsysteme 4 und ?, und sucht 
man, wobei ich im Folgenden die Abkürzung ‚Paar‘ für Punktpaar 
gebrauche, zu den Paaren von 4 die conjugirten Punkte für ?, so erhält 
man eine neue Reihe von Paaren, die ein Punktsystem Z bilden; A und 
B sind gleichzeitig hyperbolisch oder elliptisch. M, das Paar ım,m,, das 
gleichzeitig ein Paar von A und P ist, ist ein solches auch für 2; sind 
m,m, imaginär, so sind die in diesem Falle stets reellen Doppelelemente 
von A, P und D Paare eines elliptischen Punktsystems M, das eben 
m,m, vertritt; es folgt dies daraus, dass je ein Doppelelement von 4 mit 
je einem von 3 die Doppelelemente von ? harmonisch trennt. Sind um- 
gekehrt 4 und BZ gegeben und ? gesucht, so ist Bedingung der Lösbar- 
keit dieser Aufgabe, dass A und 2 gleichzeitig hyperbolisch oder ellip- 
tisch sind. 

Sind A und D hyperbolisch, ihre Doppelelemente a,a, und b,b,, so 
erhält man zwei Lösungen P! und P?: 

P! bestimmt durch die Paare a,b,, a,b,, 
- ” ” „ „ aba» Azb;. 

Das reelle oder imaginäre Paar M, das A und 5 gemeinsam ist, ist 
ebenfalls ein Paar von ?l und ?2 Die Punktsysteme M, P!, P? stehen 
in einer bekannten merkwürdigen Beziehung.!) Die Doppelelemente eines 
dieser Punktsysteme bilden das gemeinschaftliche Paar der beiden an- 
dern. | 

Sind 4 und 2 elliptisch, so ist M hyperbolisch. Ist x,°x,* ein be- 
liebiges Paar von A und y,ßr,ß das für ein gesuchtes P entsprechende 
Paar von B, sa müssen mn,, x,“x,P, x5“r,f Paare von P sein. Die 
Eigenschaften des vollständigen Vierecks geben die Construction von 
tPx,P, wenn das Paar x,°1;“ bekannt ist. Hierzu verbinde ich einen 
Punkt v in einer durch g gehenden Ebene mit x,%, 1,“ und ım,, wobei 
ich m, als das auf der endlichen Strecke x,*x,* liegende Doppelelement 
von M voraussctze, durch Gerade und ziehe durch m, eine Gerade, 
welche om,, 0%,%, 0%9° resp. in r, 8, t trifft. Ist x,fx,? gefunden, so 
schneiden sich tx,?f und 31, auf m,v. Verbinde ich t mit den Punkten 
von 9, 3 mit den zu ihnen für 2 conjugirten Punkten, so erhalte ich 
in t und 9 projectivische Strahlbüschel von gleichem Drehungssinne, weil 
B elliptisch ist, und 8 und t auf derselben Seite von g liegen. . Die Strabl- 
büschel 3 und t schneiden, da ihre Mittelpunkte auf verschiedenen Sei- 
ten von ım,o liegen, diese Gerade in zwei ungleichlaufenden projeectivi- 
schen Punktreihen, die bekanntlich stets zwei entsprechende Punkte 
gemeinsam haben. Jedes dieser Doppelelemente liefert, mit t und $ ver- 


1) Schroeter, Kegelschnitte, 8. 56 u. 57. 
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bunden, ein zu x,*%,° in der geforderten Weise zugeordnetes Paar von 
B und dadurch ein Punktsystem ?. Es giebt also zwei Punkt- 
systeme ?P! und ?P?, für welche A und 2 polar sind. 

Die nähere Betrachtung der auf m,o befindlichen Punktreihen giebt 
die Eigenschaften von P! und ??. Es schneiden nämlich die Strahl- 
büschel t und 3 auf m,o zwei Punktreihen in involutorischer Lage aus. 
Dem Strahl tm, entspricht 3m,, tm, ebenso 3m,; in den Punktreihen auf 
ım,o entsprechen sich daher die Punkte m, und r gegenseitig, Da hier- 
nach ein Paar gleicher entsprechender Strecken verkehrt auf einander 
liegen, so haben die Punktreihen involutorische Lage. Die Doppelelemente 
d,, d, des durch diese ungleichlaufenden Punktreihen erzeugten hyperbo- 
lischen Punktsystems D liefern durch ihre Verbindungslinien mit 3 und t 
die x,%%* für Pl und P? zugeordneten Paare von B. Da m,r ein Paar 
von Dist, liegen d,d, zu m,r harmonisch. Das Punktsystem P!, welches 
der auf der endlichen Strecke m,r liegende Punkt d, liefert, ist stets 
hyperbolisch; denn der durch d, zu 1, gehörige Punkt x,f liegt stets 
auf der endlichen Strecke m,1,, der zu x,* gehörige r,? ausserhalb der- 
selben, so dass x,“ı,® und x,*r,? sich nie trennen können. d, liegt auf 
m, or; liegt er auf m, ©, so liegen y,‚Py,f, das zugehörige Paar von 2 
für P?, auf der Strecke 1,°1,%; liegt d, auf oor, so liegen y,#y,f ausser- 
halb der Strecke x,%1,“. In beiden Fällen trennen sich die Paare r,*y,P 
und 1,“y,P; das durch sie bestimmte Punktsystem P? ist elliptisch. 

Da die Punkte d,d, zu m,r' harmonisch liegen, so müssen ihre Pro- 
jeetionen von t nach g, d.h. die Punkte x,?y,? zu den Projectionen von 
m, und rt, zu mm, harmonisch liegen. Da x,f und y,f für ?l und ?? 
die conjugirten Punkte zu x,* sind, und wir diesen beliebig auf y wählen 
können, so haben wir den Satz: 

Die conjugirten Punkte eines Punktes x auf g für Pl und 
P2 sind ein Paar von M. 

Ist x Doppelelement von ?!, so ist hiernach der conjugirte Punkt 
für P? zu x auch der conjugirte Punkt für M, also das andere Doppel- 
element von ?l, Plist das gemeinschaftliche Paar von /? und 
M. Ebenso gilt ?? als Paar von P! und M. | 

Aus diesen Beziehungen ist klar, dass P? durch M und P! bestimmt 
ist. Suchen wir also zu einem weitern Punktsystem C auf g, für welches 
M ein Paar ist, für ?P! das polare Punktsystem D, indem wir wieder zu 
den Paaren von € für P! die conjugirten Punkte suchen, so sind © und 
D auch für P? polar, 


S a 
Für die folgende Untersuchung mögen grosse lateinische Buchstaben 
Flächen zweiter Ordnung, die entsprechenden grossen griechischen die- 
selben Flächen als Flächen zweiter Classe, kleine lateinische — Geraden 


380 Ueber die Flächen zweiten Grades etc. 


ww en ILL II IL TE CE LT ME KL KL HM MS BL ML LT LI ID DIDI DIN DIN NIIT Le 





als Punktreihen, kleine griechische als Ebenenhüschel, grosse deutsche 
— Ebenen, kleine deutsche -— Punkte bezeichnen. 

Zwei Flächen zweiten Grades oder allgemein zwei räumliche Polar- 
systeme A und / haben ein gemeinsames Quadrupel harmonischer Pole!) (M). 
m m,m,m, seien die Ecken des Tetraeders (M), m;« die Kante m; mx, 
M; die m; gegenüberliegende Ebene, wi die Kante (M;, Mı), so dass 
Mill, etc. Ist ferner R ein räumliches Polarsystem, so inducire A 
auf M; das ebene Polarsystem AR;, auf m;, das Punktsystem AR;r,, im 
Punkte m; das Polarsystem P;, in der Kante u;. das Ebenensystem P;r. 

Sucht man zu A für P das Polargebilde, so erhält man ein neues 
Polarsystem B. Das Tetraeder (M) ist in sich polar, also auch für B 
ein Quadrupel harmonischer Pole. 

Einem Punkte x auf m;; entspricht für P polar eine Ebene X durch 
ir, X bildet mit (X, m;x) ein Paar von P;x. Dem Punktsystem 4;; ent- 
spricht polar B;., und da B;. mit 2; perspectivisch liegt, sind 4;, und“ 
B;r zu einander polar für ?;k. 4 und B indueiren auf den Kanten von 
(M) gleichzeitig elliptische oder hyperbolische Punktsysteme. 


Sind umgekehrt 4 und B gegeben, so kann man nach Polarsystemen 
P fragen, für welche 4 und B polar sind. Unter der Voraussetz- 
ung, die hiermit gemacht werde, dass Polarsysteme P, in denen einem 
reellen Punkte nicht stets eine reelle Polarebene entspricht, von der 
Untersuchung ausgeschlossen sind, liefert die vorhergehende Betrachtung 
als nothwendige Bedingung der Lösbarkeit allgemein, dass 4; und 2;, 
gleichzeitig hyperbolisch oder elliptisch sind. | 


Diese Bedingung giebt bei allgemeiner Lage von 4 und PB nach den 
drei Graden der Realität von (M) folgende lösbaren Fälle der Aufgabe: 

Sind alle Ecken von (M) reell, so müssen { und 2 sein entweder 
imaginäre Ellipsoide oder einschaalige Hyperboloide, welche dieselben 
zwei Paar Kanten von (M) in reellen Punkten schneiden, oder nicht- 
geradlinige Flächen, welche dasselbe Tripel von Kanten in reellen Punk- 
ten treffen, also dieselbe Ecke von M im Innern haben. Sind nur zwei 
Ecken von M reell, so müssen 4 und 2 gleichzeitig geradlinige Flächen 
sein oder nicht. Sind alle Ecken imaginär, so ist die Aufgabe stets lös- 
bar. Dass die hier angeführten Bedingungen für die Lösbarkeit aus- 
reichend sind, zeigt die nachfolgende Lösung. 

In jedem Falle sind von (M) zwei Gegenkanten reell?), sie seien 
Mj9, und m,,; an die auf ihnen befindlichen Punktsysteme knüpft sich, ° 
wenn die Bedingungen der Lösbarkeit erfüllt sind, die in allen Fällen 
giltige Lösung. 





1) Vergl. Beyer, Inaugural-Diss., Breslau 1868. 
2) ÖÜremona, Oberflächen, S, 222. 
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Zunächst construire ich ($ 1) die Punktsysteme Pl,,, P2,,, für welche 
4, und 2,, reciprok sind, und die ebenso zu 4,, und B,, gehörigen 
Punktsysteme ?!,,, P?,,. Die Flächen, für welche m,, und m,, conjugirte 
Gerade und irgend ein Paar jener Punktsysteme, z.B. Pi,,, P*,,, die auf 
m,, und m,, indueirten Punktsysteme sind, bilden ein Flächenbüschel 
zweiter Ordnung (?,, ?F3,). Die Grundeurve von (Pi,,, PF,,) zerfällt 
in vier reelle, punktirt-imaginäre oder völlig imaginäre Geraden. Solcher 
Flächenbüschel sind im Ganzen vier möglich, ihnen müssen nach $. 380 
die gesuchten Flächen ? angehören. 

Polarisiren wir 4 für irgend eine Fläche aus (P’,,, P",,), so erhalten 
wir nicht B, sondern eine Fläche B’, welche nach 8. 379 mit B die Sy- 
steme Ba, Ba4, Bis; B;4, also vier Gerade, die allerdings nicht reell zu 
sein brauchen, gemeinsam hat. Wählen wir die Fläche aus (Pi,, P*,,) 
so, dass einem System von Pol x und Polare X für 4 ein gleiches Sy- 
stem für B entspricht, so sind B’ und B identisch. 

Ist g die durch x gehende Gerade, die m, und m,, trifft, und n die 
Verbindungslinie der Schnittpunkte von X, der Polare von x für 4, und 
mM; und m;,, so begegnen g und n den Kanten m,, und m,, in Paaren 
von A4,, und A,;,. Die Polaren von x für (Pi,,, P*,,) schneiden sich in 
einer Geraden 7, wo n die Punkte verbindet, die zu (g, m,,) und (9, m,,) 
für Pi, und PF,, conjugirt sind. Die Pole von & für (P?,,, P*,,) liegen ebenso 
auf einer Geraden 9’, die durch die Punkte geht, die zu (n, m,,) und (n, m;,) 
für Pi, und Pf,, eonjugirt sind. Da nun 4,, und A, für Pfig, Az, und 
B,, für P*,, zu einander polar sind, bilden (g', m,) und (n, m,,) ein 
Paar von B,,, (9, m,,) und (n', m,,) ein Paar von B,,. Die Polaren der 
Punkte auf g’ für 3 gehen also auch durch 7'. 

Den Punkten auf g’ sind dadurch die Ebenen durch n auf zwei- 
fache Weise zugeordnet; einem Punkte x’ auf g° entspricht erstens &, 
die Polare von x’ für 3, zweitens %, die Polare von r für diejenige 
Fläche aus (PÜ,, PF,,), für welche y’ der Pol von & ist. Wir erhalten 
daher in 7 zwei projectivische Ebenenbüschel und somit zwei Doppel- 
elemente &, und &,. Ist e&; der Punkt auf g,, dem 6; zugeordnet ist, 
so sind Pol und Polare x, X für A, x, &; und &, & für. dieselbe Fläche 
P aus (Pi, Pk), &, & für B. Sucht man also zu x, & für P Polare 
und Pol, so erhält man «;, &;, ein System von Pol und Polare von 2; 
A wird durch ? dual in B transformirt. Jedes der Doppelelemente &,, &, 
bestimmt mit x als Pol eine Fläche ? im Büschel (?,,, P*,,). Da wir hiernach 
in jedem Büschel zwei Flächen der verlangten Art erhalten, gilt der Satz: 

Es giebt acht Flächen, für welche zwei Flächen A und B 
polar zu einander sind. 

Unsere Construction dieser Flächen giebt sofort eine Eigenschaft; in 
den Asymptotenpunkten eines der Punktsysteme P’,, berühren sich vier 
Flächen P.. 
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Die nähere Betrachtung der in n' vorhandenen projectivischen Ebe- 
nenbüschel liefert eine weitere Eigenschaft der acht Flächen ?. 

Dem Punkte (g’, m,,) entspricht für 3 als Polare die Ebene (7', m,,); 
ferner ist (g’, m/s) der Pol von X für das Ebenenpaar in (?i,,, P*,,), das 
m,, als Doppelkante besitzt; die Polare von x für diese Fläche ist die 
Ebene (m, m,); der Ebene (n7, m,,) in dem durch Z bestimmten Ebenen- 
büschel entspricht also in dem durch (Pi ,, /*,,) bestimmten Büschel die 
Ebene (n', m,); ebenso entspricht der Ebene (n', m,,) des ersten Büschels 
im zweiten Büschel die Ebene (7, m,,). Da sich hiernach die Ebenen 
(7, m,,) und (m, m,,) in den Büscheln 7 gegenseitig entsprechen, fällt 
ein Paar gleicher Winkel verkehrt in einander und die Ebenenbüschel 
haben involutorische Lage. Die Doppelelemente dieses Ebenensystems 
sind &,,&,, sie liegen harmonisch zu den Ebenen (7, m,,) und (m, m,,). 
Da &,, &, die Polaren eines beliebigen Punktes x sind, so erhalten wir 
den Satz: 

Die Polarebenen eines Punktes für zwei Flächen 2, die 
(Piio, Pa) angehören, schneiden sich in einer m, und m,, tref- 
fenden Geraden m’ und sind zu den Ebenen (n, m,,) und (m), m,,) 
harmonisch. | 

Hierdurch ist zunächst klar, dass zwei solche Flächen, sie seien P’ 
und ?”, sich gegenseitig bestimmen. Sucht man also zu einer Fläche A, 
der (M) ein conjugirtes Tetraeder ist, für P’ die Polarfläche X, so sind 
R und X auch für P” polar. Construirt man zu allen Flächen 2 im Bü- 
schel (4, B) für P’, also auch für P”, die Polarflächen X, so erhält man 
die Flächen der Schaar (B, A); zugleich ist dadurch (B, A) projeetivisch 
auf (A, B) bezogen. Da (M) für jedes. Paar A, 2 sich selbst conjugirt 
ist, so sind die zu Ra, 8, und A,,, S;, gehörigen Punktsysteme ?,, und 
P,, mit den vier bei A und B gefundenen Pi, und ?k,, identisch ($ 1). 
Die übrigen sechs Flächen ?, für welche % und %& dual sind, müssen 
demnach den drei noch übrigen Büscheln (?',,, P*,,) angehören. 

Es sei nun 2” eine dritte Fläche, für die 4 und 3 polar sind, und 
(F%,,, P°,,) das Büschel, dem P”’ angehört. Die Polare von x für R in 
(4, B) sei X, die Pole von X für (P®,,, P*},) liegen auf einer Geraden 
g, die m,, und m,, trifft; die Polaren der Punkte von y’ für die zu R 
gehörige Fläche X bilden ein Ebenenbüschel, dessen Axe n ebenfalls m,, 
und m,, trifft. Ist g wieder die Gerade, die durch x geht und m,, und 
m;, begegnet, so müssen, da R und 2 für zwei Flächen in (2’%,,, P%,,) 
polar sind, die Punkte (n, m,,) und (m, m,,) zu (9, m;,) und (g, m,,) für 
Pe, und 7®,, conjugirt sein (8. 381). n ist also ohne Rücksicht auf R 
und 2% allein durch x, 78%, und 7°,, bestimmt, n° bleibt ungeändert, 
wenn AR und % varliren. 

Die Polaren von x für das Büschel (4, 2) bilden ein zu (A, 2) und 
(B, A) projectivisches Ebenenbiüschel, die Pole der Ebenen dieses Büschels 
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für P” eine projectivische Punktreihe f. Die Polare eines Punktes y 
auf / für die zugehörige Fläche in (B, A) geht durch n', weil P’”’” dem 
Büschel (7®,,, Z°,,) angehört; durch 7 gehen also die Polarebenen aller 
Punkte auf f für die zugehörigen Flächen in (B, A). Im Allgemeinen 
erhält man, wenn man zu den Punkten einer zu (B, A) projectivischen 
Punktreibe für die zugehörigen Flächen die Polaren sucht, eine projec- 
tivische Developpable dritter Olasse oder eine einzige Ebene; in unserem 
Falle könnten die Polaren der Punkte von f ein projectivisches Ebenen- 
büschel oder eine einzige Ebene sein. Hier ist das Letztere der Fall; 
denn da durch ?” sowohl A in B, als B in A transformirt wird, so muss 
&, die Polare von x für 2”, als eine zwei Punkten von f, den Polen 
von & für B und A, zugeordnete Ebene betrachtet werden. Dies ist 
aber nicht möglich, wenn sich in 7 ein zu / projectivisches Ebenen- 
büschel befinden soll. Hieraus folgt, dass & allen übrigen Punkten von /, 
allen Elementen von (B, A) und (4, Z) als zugeordnet zu betrachten ist. 

Suchen wir daher für X in (4, 5) zu x die Polare &, zu & für 2” 
den Pol e, zu e für Z in (B,A) die Polare &, so ist & die Polare von 
x für P”. Sind umgekehrt e der Pol von & für 2”, € die Polare von 
x für 2”, wo x, X wieder Pol und Polare für R sind, so sind e und & 
Pol und Polare für £&. AR geht also durch Polarisation für 2” in X über. 
Dies giebt allgemein den Satz: 

Eine Fläche im Büschel (4, B) hat für die acht Flächen, 
für welehe 4 und B polar sind, dieselbe Polarfläche in der 
Schaar (B,A). . 

Da hiernach 4 und B vor R und 2 keinen Vorzug haben, können 
wir auch die letzteren als Ausgangspunkt wählen. Die unendlich vielen 
Büschel (R, S) und Schaaren (X, P) stehen zu den Flächen P in dersel- 
ben Beziehung wie (4, B) und (B, A). 

Dieselbe Schlussfolge, die wir auf dieser und der vorhergehenden 
‚Seite anwendeten, um zu zeigen, dass 2 und 2 für alle Flächen / polar 
sind, lässt sich benützen, um zu zeigen, dass eine Fläche im Büschel 
(4, S) zu einer Fläche in (B, P) für die acht Flächen P polar ist. Da- 
raus folgt, dass allen Flächen des Bündels (4, B, 5) die Eigenschaft 
zukommt, für die Flächen ? dieselbe Polarfläche zu besitzen. Zieht man 
noch 8’ hinzu, die einer weitern Fläche R’ in (4, B) polar für die Flä- 
chen ? zugehört, so ist S’ im Allgemeinen nicht eine Fläche des Bündels 
(4, B, 8), und jene Eigenschaft erweitert sich auf alle Flächen des Ge- 
büsches BIRD BIST, 

Ein weiteres Fortschreiten ist nicht möglich; denn für jede der 
Flächen 4, B, S, S’ ist (M) ein Quadrupel harmonischer Pole, und um- 
gekehrt alle Flächen, für die (M) ein solches Quadrupel ist, bilden ein 
Gebüsch, so dass das abgeleitete Gebüsch (4, B, S, S’) und das mit (M) 
gegebene identisch sein müssen. 
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Dies giebt den allgemeinen Satz: 

Eine Fläche A, der (M) ein sich selbst conjugirtes Te- 
traeder ist, hat für alle Flächen ?P, für welche A und B polar 
sind, dieselbe Polarfläche. 


Specielle Flächen R sind die Flächen ? selbst. Da nun eine Fläche 
P ihre eigene Polarfläche ist, so gilt der Satz: 

Eine Fläche P ist für alle Flächen P ihre eigene Polar- 
fläche. 

Aus diesem Satze folgt sofort eine linien -geometrische Eigenschaft 
der Flächen ?/. Hat eine dieser Flächen, z.B. P’, reelle Punkte, so ist. 
die Polare & eines ihrer Punkte e für eine andere Fläche, z. B. ?”, 
Tangentialebene von ?'; die Verbindungslinien von e mit den Punkten 
der Geraden, in denen ?’ von & geschnitten wird, treffen ?’ in Punkt- 
paaren, die für P” conjugirt sind. Im Allgemeinen ist die Singularitä- 
tenfläche des Complexes der Geraden, die eine Fläche zweiter Ordnung 
in Punktpaaren treffen, die für eine andere Fläche zweiter Ordnung con- 
jugirt sind, eine Fläche vierter Ordnung; für die Flächen ?P und 7 
zerfällt diese in /’ und 7” selbst. 

Die Flächen, denen (M) ein conjugirtes 'Tretraeder ist, bilden ein in 
sich duales System. Man kann seine Flächen zweiter Ordnung auf seine 
Flächen zweiter Classe eindeutig beziehen; dies ist durch die Flächen ? 
geschehen. Die acht Flächen / repräsentiren darin die sich selbst ent- 
sprechenden Elemente. 


Mit einem Paare sich für die P entsprechender Flächen, z. B. mit 4 
und 2, sind eine Reihe invarianter Gebilde verbunden; diese sind auch 
für die Flächen ? polar. Sucht man zu C, der Polarfläche von A für 
B, die Polarfläche C’ für P, so ist C’ die Polarfläche von B für A. Die 
Fläche zweiter Ordnung, von deren Punkten aus an A Tripel von Tan- 
gentialebenen gehen, die für 3 conjugirt sind, hat für P als Polarfläche 
den Ort der Ebenen, die für 4 conjugirte Punkttripel auf B enthalten. 
Ebenso sind die Flächen, die hieraus durch Vertauschung von A und B 
hervorgehen, und die durch A und B bestimmten Complexe für P polar. 


Den Flächen eines in unserem Gebüsch enthaltenen Bündels zweiter 
Ordnung entsprechen für die Flächen ? die Flächen eines linearen 
Systems zweiter Classe von zweifacher Unendlichkeit; die Polaren der 
gemeinsamen Punkte des Bündels zweiter Ordnung sind die gemeinsamen 
Ebenen des Systems zweiter Classe. Einem Punkte, der den Flächen 
des Bündels gemeinsam ist, entsprechen für die acht Flächen ? acht 
verschiedene Polaren; diese sind für das System zweiter Classe die ge- 
meinsamen Ebenen. Da man nun einen beliebigen Punkt x als Grund- 
punkt eines zum Gebüsch gehörigen Bündels zweiter Ordnung auffassen 
kann, so gilt der Satz: 
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Die Polaren eines Punktes x für die Flächen ? sind die 
gemeinsamen Ebenen eines linearen Systems zweiter Olasse 
von zweifacher Unendlichkeit; für alle Flächen dieses Sy- 
stems ist (M) ein sich selbst conjugirtes Tetraeder. 

Da die Flächen ? in sich dual sind, so gilt auch der duale Satz. 
Ein specieller Fall von diesem ist: 

Die Mittelpunkte der Flächen ? sind die Grundpunkte 
eines Flächenbündels zweiter Ordnung, dessen Flächen (M) 
als sich selbst conjugirtes Tetraeder besitzen. 

Eine Fläche des durch (M) bestimmten Gebüsches ist durch drei 
Punkte gegeben; die 24 in Bezug auf die Flächen ? für drei beliebige 
Punkte des Raumes genommenen Polaren sind Tangentialebenen dersel- 
ben Fläche zweiter Ulasse. 

Eine Fläche des Gebüsches ist auch durch eine Gerade g bestimmt; 
die conjugirten Geraden einer Geraden g für die Flächen ? sind acht 
Gerade einer Fläche zweiten Grades. Diese acht Geraden liegen auf 2, 
wenn g auf 4 liegt. Die näheren Beziehungen dieser Geraden zum Te- 
traeder und zu den Flächen 4 und 2 geben Aufschluss über die nähere 
Art der Transformation von A und P in einander; doch wird diese Un- 
tersuchung besser für die einzelnen Fälle gesondert geführt. 

Mit Hilfe der abgeleiteten Eigenschaften ist es leicht, Systeme von 
Flächen P zu construiren. Mit dem Tetraeder (M) ist ein Flächengebüsch 
gegeben; die eindeutige Beziehung zwischen seinen Elementen ist gegeben, 
sobald eine Fläche ? bekannt ist. Dies zeigt, dass durch ? und ein zu 
P conjugirtes Tetraeder (M), über dessen Realität Nichts vorausgesetzt 
zu sein braucht, die übrigen Flächen ? bestimmt sind. Ein System von 
Flächen ? in specieller Lage erhält man, wenn man von den Hauptaxen 
einer Fläche zweiten Grades ausgeht.!) 

In geometrischen Untersuchungen im Raume treten sie bei allen 
Fragen auf, deren entsprechende in der Ebene auf harmonisch - zugeord- 
nete Kegelschnitte führen. Z. B. ist die Aufgabe, zwei reciproke Räume 
in polare Lage zu bringen, mit einem solchen System von acht Flächen 
verknüpft. ?) 


Sa 
Sind alle Ecken, Kanten und Ebenen von (M) reell, so treten die 
Eigenschaften der Flächen ? in grösster Vollständigkeit reell auf. 
Eine der in $ 2 allgemein construirten Flächen P- besitzt, wie (8. 382) 
nachgewiesen ist, die Eigenschaft, A in B zu transformiren. Einem 
E ; j re ZU 
1) Die Gleichungen dieser acht Flächen sind in der Form + Pr + = + = —1 


enthalten. 
2) Vergl. Schroeter, Crelle Bd. 77, 8. 120 u. 142. 
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Punkte x auf my, entspricht für P als Polare eine Ebene & durch ur, 
und X trifft mya in dem zu x für Pr conjugirten Punkte. Da nun bei 


der Transformation Ay, in B,, übergeht, und 3,, mit By perspectivisch . 


liegt, so ist Pxı ein Punktsystem, durch das 4,; und B,, polar in ein- 
ander übergelien. Eine Fläche P löst also nicht nur in den bei ihrer 
Construction zu Grunde gelegten Kanten m,, und m,, das Problem der 
Polarität, sondern in allen sechs Tetraederkanten. Die Paare von 
Punktsystemen, die in den sechs Kanten von (M) das Pro- 
blem der Polarität lösen, gehören zu je sechs auf achtfache 
Weise je einer Fläche zweiten Grades an. 

Auf Grund dieser Eigenschaft schliesst sich die Discussion der Flä- 
chen P bei reellem (M) am einfachsten an die Punktsysteme auf den 
Kanten an. Zur Bestimmung der ? wähle ich die auf den Kanten der 
Ecke m, liegenden Punktsysteme. Sind Pl,,, Plz, P!,, die hyperboli- 
schen, P25, P2is, P?, die elliptischen Punktsysteme, die das Problem 
der Polarität auf m,,, mj3, m;, lösen, so bestimmen, da mm; m, für 
alle ? ein conjugirtes Tripel ist, irgend drei jener Punktsysteme, von 
denen auf jeder Kante je eins liegt, eine Fläche ?. Bezeichnen wir 
mit 00” die Fläche, welche die Punktsysteme P®,, P%s3, PY, Inducirt, 
so sind die acht Flächen: 

p222 pzı1 pi2ı pii2 pıı1 p122 p2ı2 p221, 

Die Fläche ?**« ist wirklich mit einer Fläche ? des $ 2 identisch; 
denn die Fläche B’, in die 4 durch ?**« übergeht, hat mit B das con- 
jugirte Tetraeder (M) und B,,, Bis, Bj, gemeinsam, ist also mit B iden- 
tisch. ?**# indueirt also auch auf my,, m,,, m, Punktsysteme, welche 
auf diesen das Problem der Polarität lösen, so dass wir zu denselben 
acht Flächen ?**“ gelangen, wenn wir von einer andern Tetraederkante 
als m, ausgehen. 

Von den Flächen P**« ist P222 ein imaginäres Ellipsoid, weil es auf den 
Kanten einer Ecke von (#) elliptische Punktsysteme induecirt. PU, pl2, 
P!2 sind einschaalige Hyperboloide, denn nur diese haben die Eigenschaft, 
auf zwei Kanten eines conjugirten Tripels hyperbolische, auf der dritten 
ein elliptisches Punktsystem zu indueiren. Die drei Flächen PM, PA, 
P'!2 schneiden abwechselnd zwei Paar Gegenkanten von (M) in reellen, 
das dritte Paar in imaginären Punkten, so dass eine von ihnen indivi- 
dualisirt ist, wenn das Paar, das sie nicht reell trifft, angegeben ist. Die 
analoge Betrachtung zeigt, dass die übrigen vier Flächen nicht -gerad- 
linige Flächen zweiten Grades sind; dabei kann man diese Flächen unter 
einander dadurch individualisiren, dass man eine Fläche der Ecke von 
(M) zuordnet, deren Kanten von ihr reell getroffen werden, die also in 
ihrem Innern liegt, während die übrigen Ecken ausserhalb der Fläche 
liegen. Unter den Flächen Z!H, p12 p212 p221 können nicht zwei El- 
lipsoide sein. Zwei solche Flächen haben nämlich stets zwei reelle Punkte 


s 
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einer Kante gemeinsam, die zu den Ecken der Kante harmonisch liegen, 
so dass eine Ecke stets auf der endlichen, durch die gemeinsamen Punkte 
begrenzten Strecke lieg. Wären beide Flächen Ellipsoide, so müsste 
diese Ecke im Innern beider liegen, was unmöglich ist. Dagegen kön- 
nen sowohl vier zweischaalige Hyperboloide, als auch drei zweischaalige 
Hyperboloide und ein Ellipsoid unter den Flächen 7%” vorkommen; 
dies folgt daraus, dass der eine Fall sich aus dem andern durch col- 
lineare Transformation herleiten lässt. 

Hiernach gilt der Satz: 

Ist das gemeinsame Quadrupel (M) harmonischer Pole 
zweier Flächen zweiten Grades 4 und B reell, so giebt es 
ein imaginäres Ellipsoid, drei einschaalige, drei zweischaa- 
lige Hyperboloide und ein reelles Ellipsoid oder zweischaa- 
liges Hyperboloid, für die A und B Polarflächen zu ein- 
ander sind. 

Aus dem Verhalten der Flächen 7%” zum Tetraeder (M) folgt 
nebenbei, dass keine zwei dieser Flächen als Polargebilde eines reellen 
räumlichen Polarsystems aufgefasst werden können. 

Die acht Flächen ?%°° zerfallen in zwei Gruppen zu je vier: 

I) p222 pzu pızı pu2, 
1) pi pı22 p2ı2 pa2ı 

I) ist dadurch charakterisirt, dass ihre Flächen auf einem Paar con- 
jugirter Geraden gleichartige, II) dadurch, dass ihre Flächen auf zwei 
solchen Geraden ungleichartige Punktsysteme induciren. Die Nothwen- 
digkeit dieser Gruppirung zeigt die ganze folgende Untersuchung. 

Geht man von einer Fläche I) aus, so erhält man eine Fläche II), 
indem man das Punktsystem auf einer durch m, gehenden Kante ändert; 
2. B. erhält man so Pl aus P?2, Dabei bleiben die Punktsysteme auf 
zwei Kanten einer Ebene, hier M,, ungeändert; dies ist- mithin auch für 
das ganze in M, befindliche Polarsystem der Fall. /2# und P!? haben 
also das gleiche Polarsystem in M,, infolge dessen auch das gleiche 
Polarsystem im Punkte m,; sie berühren sich in einem imaginären Kegel- 
schnitte der Ebene M,. Geht man von Pl? statt von P#? aus, so 
erhält man die Berührung in einem reellen Kegelschnitte. Diese Eigen- 
schaft besteht auch ersichtlicherweise für zwei Flächen aus I) und II), 
die nur durch Aenderung der drei Punktsysteme auf ms; 3, m, aus 
einander hervorgehen. Dies giebt den Satz: 

Irgend zwei Flächen aus verschiedenen Gruppen be- 
rühren sich in einem einer Tetraederebene angehörigen Ke- 
gelschnitte. 

Die sämmtlichen Curven, in denen die Ebenen von (M) von den 
Flächen ?$°? getroffen werden, werden schon allein von den Flächen 
einer Gruppe ausgeschnitten. 


388 Ueber die Flächen zweiten Grades etc: 


a 





ee ee ee a a ee 





mW WU I U ANAAAMMAAAAAAALMIT LIU UIID I DS LI II BILL IL ME LNIDD EN 


Irgend zwei Flächen derselben Gruppe induciren auf zwei Gegen- 
kanten dieselben Punktsysteme. Bei zwei einschaaligen Hyperboloiden 
sind diese hyperbolisch, die Verbindungslinien ihrer Asymptotenpunkte 
liegen ganz auf den Flächen; bei einem einschaaligen Hyperboloid und 
dem imaginären Ellipsoid sind beide Punktsysteme elliptisch, die Ver- 
bindungslinien der Asymptotenpunkte ganz imaginär; bei zwei Flächen 
der Gruppe II) ist eins der Punktsysteme elliptisch, das andere hyper- 
bolisch, die Verbindungslinien der Asymptotenpunkte punktirt-imaginär, 
die Flächen berühren sich in den reellen Asymptotenpunkten und haben 
in den gemeinsamen Tangentialebenen dieser Punkte dieselben Polar- 
systeme. 

Dies lässt sich in den Satz zusammenfassen: 

Irgend zwei Flächen derselben Gruppe schneiden sich 
in vier reellen, punktirt-imaginären oder ganz imaginären 
Geraden. | 

Die Schnitte der T'etraederebenen mit den Flächen 997 liefern wei- 
tere Eigenschaften. 

Sind x, & Pol und Polare für 4;, so sind ihre Polargebilde in Be- 
zug auf die Fläche 707 eine Polare und Polgerade für B;; diese treffen 
M; in Polare und Pol «, r für Z;; da (M) für 4, B, P%°7 gleichzeitig 
conjugirtes Tetraeder ist, so sind x, & und y’, x auch Pol und Polare 
für PP”, P$°” ist daher ein ebenes Polarsystem, für das 4; und 2; po- 
lar sind. Die acht Flächen ?P°? schneiden die Ebenen von (M) in vier 
harmonisch zugeordneten Kegelschnitten, die für die Schnitte von A und 
PR dieselbe Bedeutung haben, wie die /%°° für 4 und B selbst. Berück- 
sichtigen wir noch die dualen Eigenschaften, so gilt der Satz: 

Die Flächen ?®°’ lösen die Aufgabe der Polarität für die 
Flächen A und 2, für ihre Polarsysteme in den Ebenen und 
Ecken von (M) und für ihre Punkt- und Ebenensysteme in 
den Kanten von (M). 

Aus den Eigenschaften der harmonisch -zugeordneten Kegelschnitte 
folgt, dass die Asymptotenpunkte der auf den Kanten einer Ebene M; 
gelegenen hyperbolischen Punktsysteme P!,, die Ecken eines vollstän 
digen Vierseits bilden. Z. B. geht die Gerade, die einen Asymptoten- 
punkt von Pl, und einen von Pl,, verbindet, durch einen Asymptoten- 
punkt von Pl,.. Nimmt man also auf drei durch eine Ecke gehenden 
Kanten von (M) je einen Asymptotenpunkt und verbindet dieses Tripel 
durch eine Ebene ©, so trifft © die Kanten der Gegenebene in drei 
Asymptotenpunkten. Theilt man die sechs Asymptotenpunkte der drei 
Kanten so in zwei Gruppen zu drei, dass keiner Gruppe zwei Punkte 
derselben Kante angehören, so erhält man zwei Verbindungsebenen der 
Punkte je einer Gruppe, und diese Ebenen schneiden sich in einer Ge- 
raden der Gegenebene. Da man nun die drei Paare von Asymptoten- 
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punkten auf 2.2.2 Arten zu drei so combiniren kann, dass keine zwei 
derselben Kante einer Gruppe angehören, so erhalten wir acht Verbin- 
dungsebenen, von denen jede sechs der zwölf Asymptotenpunkte der 
Punktsysteme ?',,s enthält. Ein Paar Asymptotenpunkte liegt zu den 
Eeken der zugehörigen Kante harmonisch, lässt sich also als eine spe- 
cielle» Fläche zweiter Olasse auffassen, für welche (M) ein. conjugirtes 
Tetraeder ist. Die betrachteten Verbindungsebenen können daher als 
die acht gemeinschaftlichen Tangentialebenen der drei Flächen zweiter 
Classe Pl,, Pl, Pt, angesehen werden. Es giebt infolge dessen ein 
zweifach-unendliches System von Flächen zweiter Classe, für die jene 
acht Ebenen Tangentialebenen und (M) ein conjugirtes Tetraeder ist; 
specielle Elemente dieses Systems sind die sechs Paare von Asymptoten- 
punkten auf den Tetraederkanten. 

Die duale Betrachtung liefert ebenso acht Punkte, diese sind zu jenen 
acht Ebenen für die Flächen 2°” die Pole. 

Mit den Punktsystemen auf den Kanten von (M) ist die Construc- 
tion des Poles e einer Ebene & für eine Fläche P%? gegeben; man sucht 
zu den Schnittpunkten von & mit den Kanten für die auf diesen indu- 
eirten Punktsysteme die conjugirten Punkte und verbindet den so auf je 
einer Kante erhaltenen Punkt mit der Gegenkante durch eine Ebene; 
drei durch eine Ecke gehende Verbindungsebenen schneiden sich in einer 
Geraden, die sechs Verbindungsebenen in e, dem Pole von &. Sind 
P*i4 und Pe°° Flächen aus verschiedenen Gruppen, so haben sie die 
Punkte auf den drei Kanten einer Ebene M; gemeinsam, e und ed, die 
Pole von & für Pe” und ?**« Jiegen mit m; in einer Geraden. Der 
Satz, dass die conjugirten Punkte eines Punktes x auf my; für Plyı und 
P?,, ein Paar von m.m, sind, zeigt, dass e, e' zu m; und dem Schnitt- 
punkte von ee’ mit Wi; harmonisch liegen. Nehmen wir noch das Resultat 
der analogen Betrachtung für zwei Flächen derselben Gruppe hinzu, 
so folgt: 

Die Pole einer Ebene & für zwei Flächen verschiedener 
Gruppen liegen zu einer Ecke von (M) und ihrer Polare, für 
zwei Flächen derselben Gruppe zu einem Gegenkantenpaar 
harmonisch. 

Einen Theil des dualen Satzes erhielten wir schon $. 382. 

An die gegenseitige Reproduction der Flächen ?8°?, die übrigens 
aus dem soeben angeführten Satze sofort folgt, knüpfen sich noch einige 
Eigenschaften. 

Hat eine Fläche, z. B. ?°°, reelle Punkte und ist & eine ihrer 
Trangentialebenen, so ist e der Berührungspunkt und e', der Pol von & 
für eine Fläche P**“ der andern Gruppe, derjenige Punkt von Pe”, 
in dem sie die Gerade em; zum zweiten Male trifft, wenn 20” und P*« 
ihre gemeinschaftliche Curve in M; haben. Umgekehrt trifft jede Gerade 
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durch m; eine der Flächen P**#* und P®°* in zwei Punkten, die für die 
andere conjugirt sind. Eine Ebene durch m; schneidet P**# und Pee* 
in zwei sich doppelt berührenden Kegelschnitten von solcher Lage, dass 
alle durch nm; gehenden Geraden diese Kegelschnitte in vier harmoni- 
schen Punkten treffen; zwei solche Kegelschnitte stehen also in derselben 
Beziehung, wie zwei harmonisch -zugeordnete Kegelschnitte.!) Die ge- 
meinschaftlichen Tangentialebenen schneiden die Flächen in vier harmo- 
nischen Geraden, von denen allerdings stets ein Paar imaginär ist. 

Unter den durch P@°* und P**«“ definirten Liniengebilden betrachte 
ich noch die Congruenz der Geraden, die gleichzeitig dem Reye’schen 
Complex und dem Complex der Geraden angehören, deren Schnittpunkte 
mit P*?« für P00* conjugirt sind. Im Allgemeinen ist dies eine Con- 
gruenz vierten Grades, welche die singulären Geraden des' zweiten Com- 
plexes repräsentirt.?) In unserem Falle redueirt sie sich auf die Con- 
gruenz (1,0) der durch m; gehenden Geraden und die Congruenz (2, 2) 
der Geraden, die P**“ und ?®0* in ihren gemeinschaftlichen Punkten 
berühren. 

Da der Reye’sche Complex auf den Punktraum abgebildet ist, so 
ist dies auch mit den singulären Geraden der Fall. Im Allgemeinen 
erhält man dadurch eine merkwürdige Fläche vierter Ordnung;?) in un- 
‚serem Falle zerfällt diese in die doppelt zu zählende M; an den ge- 
meinsamen Tangentialkegel von P**# und Peoz, 

Die analoge Betrachtung für zwei Flächen ?P®°” und P**« aus der- 
selben Gruppe liefert folgende Resultate: 

Eine Ebene durch eine der beiden Kanten, in denen P%°” und P*4u 
dieselben Punktsysteme indueiren, schneidet diese Flächen in harmonisch- 
zugeordneten Kegelschnitten; die singulären Geraden der P@°* und P**# 
harmonisch treffenden Geraden bilden eine Congruenz (1,1), deren Leit- 
geraden eben die Kanten sind, in denen beide Flächen dieselben Punkt- 
systeme induciren, 

S. 385 hat sich ergeben, dass die conjugirten Geraden einer Geraden 
r für die acht Flächen FP@°? auf einer Fläche zweiten Grades liegen. 
Sind 6, und o, die conjugirten Geraden zu r für zwei Flächen derselben 
Gruppe, so bilden sie mit dem Paar Gegenkanten, auf denen jene Flä- 
chen dieselben Punktsysteme induciren, vier harmonische Gerade einer 
Regelschaar; denn die Verbindungslinie der Fole einer durch r gehenden 
Ebene für die Flächen treffen diese Kanten in zwei zu den Polen har- 


1) Im Allgemeinen giebt es bei zwei Flächen zweiten Grades nur 16 solcher 
Ebenen. 

2) Voss, Math. Ann. Bd. 10, S. 143. 

3) Die Fläche hat vier Doppelpunkte von der speciellen Art, dass eine Gene- 
ratrix des Tangentialkegels in einem Doppelpunkte in diesem mit der Fläche vier 
Punkte gemein hat. 
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monisch liegenden Punkten. Sind 6, und 6, die conjugirten Geraden für 
zwei Flächen aus verschiedenen Gruppen P*4« und Pe°7, so haben sie 
in der Ebene M;, in der die Berührungseurve von P**« und ?7 Jiegt, 
einen gemeinsamen Punkt; denn der Ebene (r, m;) entspricht für beide 
Flächen derselbe Punkt in M; als Pol. Die gemeinsame Ebene von o, 
und o, ist die gemeinsame Polarebene des Punktes (r, M;). Aus der 
Eigenschaft, dass die Polaren eines beliebigen Punktes von r sich auf 
M; schneiden und zu M; und der Ebene, die ihren Schnitt mit m; ver- 
bindet, harmonisch liegen, folgt, dass o, und o, zu der Verbindungslinie 
ihres Schnittpunktes mit m; und der Schnittlinie ihrer Ebene mit M; har- 
monisch liegen. Von den acht zu r conjugirten Geraden gehören die 
für eine Gruppe von P**# conjugirten einer Regelschaar, die übrigen der 
andern Regelschaar einer Fläche zweiten Grades an. 

Hieraus folgt der Satz: 

Sind 4 und Z geradlinige Flächen, (a,), (a) und (b,), (b,) 
ihre Regelschaaren, 8o führt eine Gruppe der Flächen P* 
(a,) in (b,) und (a,) in (d,), die andere Gruppe (a,)in (b,) und («,) 
in (d,) über. | 

Im Besondern können auf A und 2 Gerade liegen, welche die Curve 
(4, B) berühren. Eine auf 4 liegende Tangente von (A, B) muss durch 
P*4s in eine auf B liegende übergehen; denn einer Geraden auf A, die 2 
“ berührt, muss eine Gerade auf BZ, die A berührt, entsprechen. Hieraus 
ergiebt sich, dass mit einer Tangente von (4, B) auf A acht Tangenten 
auf B und damit auch auf A im Ganzen acht vorhanden sind. Es giebt 
also auf A und 2 gleichzeitig keine oder acht reelle Tangenten von 
(4,B).!) Da C, die Polarfläche von 4 für 2, durch die Berührungs- 
punkte der auf A liegenden Tangenten geht, so folgt, dass C die Curve 
(4, B) entweder in 0 oder 8 reellen Punkten schneidet; das Gleiche gilt 
für die Polarfläche von 2 für 4. 

Ist a der Punkt, in dem eine auf A liegende Tangente 2 berührt, 
B die Tangentialebene an 4 in dem Berührungspunkte einer auf 2 liegen- 
den Tangente von A, so sind a und ® Pol und Polare für eine Fläche 
P*iu, Legt man durch a eine Gerade, die ein Paar Gegenkanten von 
(M) trifft, so müssen ihre Treffpunkte zu den Schnittpunkten von ® mit 
den Kanten für ein Paar Punktsysteme ?’,s conjugirt sein.*) 


S 4. 
Für die Untersuchung dieses Paragraphen seien vom Tetraeder (M) 
nur zwei Ecken m, und m, reell, dann sind weiter M,, Mg, Mia, Myı 
reell. Da m, und m, imaginär sind, wird m,, von A und 2 stets in 


1) Cremona, Oberflächen, S. 223. 
2) Vergl. Schroeter, Kegelschnitte, S. 397 fg. 
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reellen Punkten geschnitten; die Aufgabe ist lösbar, wenn m,, von 4 und 
B gleichzeitig in reellen Punkten getroffen wird oder nicht. Die Diseus- 
sion knüpft sich in diesem Falle am einfachsten an die in WM, und M, 
gelegenen Kegelschnitte. M, enthält m,,, schneidet also Aund Bin den 
reellen Curven A, und B,. Von dem Tripel conjugirter Punkte in M, sind 
m, und n;, Pol und Polare, die übrigen Elemente sind imaginär. Die Flä- 
chen ? müssen aus demselben Grunde wie in $3 je einen der Kegel- 
schnitte enthalten, für welche A, und 2% polar sind. Im diesem Falle 
giebt es nur zwei solcher Kegelschnitte, /,! und ?,?, von denen der eine 
P,! Ellipse, der andere ?,? Hyperbel ist; 2)! und ?,? berühren sich in 
zwei reellen Punkten von m,,.!) Da die Punktsysteme Pl,, P2,, zu mm; 
conjugirt sind, lässt sich eine Fläche / bestimmen, wenn man ausser der 
Bedingung, dass (M) conjugirtes Tetraeder sein soll, von ihr verlangt, 
dass sie einen Kegelschnitt Pi; und ein Punktsystem ?*, enthält. Da 
auf diese Weise jeder Kegelschnitt ?Ü, zwei Flächen ? liefert, erhalten 
wir als Lösung unserer Aufgabe in diesem Falle vier Flächen, Diese 
vier Flächen schneiden auch M, in den Kegelschnitten ?,! (Ellipse) und 
P,?® (Hyperbel), für welche 4, und D, polar sind. Die Kegelschnitte ?}!, 
P?, Ps, P% gehen durch dieselben Punkte von m,,. 

Von diesen Flächen sind die beiden, welche das hyperbolische Punkt- 
system ?l,, enthalten, einschaalige Hyperboloide, weil sie auf m, und 
m;; hyperbolische Punktsysteme induciren.- Diejenige dieser Flächen, 
welche durch die Ellipse ?/\! geht, enthält ihrer Natur nach in der zu M, 
conjugirten Ebene WM, die Hyperbel ?P,?, sie sei hiernach bezeichnet durch 
PM; das zweite einschaalige Hyperboloid geht ebenso durch P,? und P,! 
und sei durch ??! bezeichnet. Die analog bezeichnete Fläche PU ist 
Ellipsoid, weil sie zwei conjugirte Ebenen in Ellipsen schneidet, ?# 
zweischaaliges Hyperboloid, weil sie auf m,, und m,, ungleichartige Punkt- 
systeme inducirt und Hyperbeln enthält. Dies liefert den Satz: 

Sind von dem conjugirten Tetraeder zweier Flächen 4 
und B nur zwei Ecken reell, so giebt es zwei einschaalige, 
ein zweischaaliges Hyperboloid und ein Ellipsoid, für die 
A und 2 polar sind. 

P%, P?! schneiden sich in vier reellen, Pl!, P22 in vier punktirt- 
imaginären Geraden; eine der Flächen ?!2, ??! berührt 21! und 2/2 in 
je einem Kegelschnitte. Aus diesem Verhalten erkennen wir, dass von 
den acht Polarsystemen ?, die sich bei vollständig reellem Tetraeder (M) 
ergeben, in jeder Gruppe zwei imaginär geworden sind. Für die Flächen, 
die reell geblieben sind, gelten alle in $ 3 abgeleiteten Eigenschaften. 
Z. B. besteht der Satz: Sind A und BZ einschaalige Hyperboloide, 
(a,), (a) und (b,), (b,) die Regelschaaren von Aund ZB, so führen 


1) Schroeter, Kegelschnitte, S. 396 fig. 
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P®, P?! (a,)in (b,), (a,) in (d,) und Pl, P2 (a) in (b,), (a,) in (b,) über. 
Auch die Eigenschaften der auf 4 und B liegenden Tangenten von (4, 2), 
deren es in diesem Falle in jeder Regelschaar zwei giebt,!) folgen auf 
dieselbe Weise wie in $3. 





S5. 


Sind alle Ecken des zu 4 und B gehörigen Tetraeders (M) imaginär 
und nur m, und m,, reell, so sind A und D stets einschaalige Hyper- 
boloide, die m,,, m,, in reellen Punkten treffen, und die Aufgabe ist 
stets lösbar. 

Die Lösung des Problems für die Punktsysteme A,, 2, und A,,, 
B;, liefert in diesem Falle zwei Paare von hyperbolischen Punktsystemen 
Pli9, Ps und Pl,, P2,; die durch sie bestimmten Flächenbüschel 
(P'o, P*,,), denen die gesuchten Flächen P angehören sollen, haben also 
vier reelle Geraden als Schnitteurve. Die Polaren eines Punktes y+ auf 
4A für (Ps, P*,,) bilden. ein Ebenenbüschel; die Axe n dieses Ebenen- 
büschels trifft m,, und m,, und ist durch den Punkt r und durch Pi, 
und ?k,, gegeben; durch x geht eine Gerade g, und die conjugirten 
Punkte zu (g, m,,) und (g, m,,) sind für Pi, und ?f,, die Punkte (7, m,,) 
und (n, m,,). Die Polare von x für eine der gesuchten Flächen ? muss 
B berühren. Je nachdem es nun durch 7 reelle oder imaginäre Tan- 
gentialebenen an 2 giebt, liefert das Büschel zwei oder keine reellen 
Flächen P. 

Es zeigt sich, dass nur zwei dieser Büschel reelle Flächen ? liefern. 

Von zwei Büscheln nämlich, die eins der Punktsysteme ?',, gemein- 
sam haben, z.B. von (Pl,,, Pl,,) und (Pl,,, P?,,), kann nur das eine reelle 
Flächen ? enthalten. Die Axen n, und », der Polarenbüschel von x 
für diese Flächenbüschel haben einen Punkt gemeinsam, den conjugirten 
Punkt zu (g, m,,) für Pl,,; die Punkte (m,, m,,) und (n,, M;,), die con- 
jugirten Punkte zu (g9,m;,) für Pl,, und P?2,,, bilden ein Paar des durch 
die Paare A,, und 2,, bestimmten Punktsystems.?) Die Ebene €, in 
der nn, m,, liegen, schneidet 4 und Z in zwei Kegelschnitten, für welche 
m,, die Polare des Punktes (n,, n,) ist. Da das durch 4,, und 2,, be- 
stimmte Punktsystem elliptisch ist, liegt einer der Punkte (p,, m,;,) und 
(n'g, M;,) innerhalb, der andere ausserhalb der Schnittcurve von 3 und 
GC; es trifft also stets eine und nur eine der Geraden y, und n, diese 
Schnitteurve oder B selbst in reellen Punkten. Folglich gehen auch nur 
durch eine der Geraden und stets durch eine reelle Tangentialebenen von 
B, und nur eins von den Büscheln (P!,, Pt,,) und (Pl, P?,,) liefert 
reelle Flächen ?., Da dies von zwei beliebigen Büscheln, die auf einer 


1) Cremona, Oberflächen, S. 221. 
2) Schroeter, Kegelschnitte, S. 57. 
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Kante ein Punktsystem gemeinsam haben, gilt, so enthalten nur zwei 
Büschel, sie seien (?},,, Pt,,) und (P?,,, P?s,), reelle Flächen P, und es 
giebt stets vier und nur vier Flächen, für welche 4 und 2 polar zu ein- 
ander sind. Die Construction zeigt, dass diese vier Flächen einschaalige 
Hyperboloide sind, von denen zweimal zwei ein räumliches Vierseit ge- 
meinsam haben. 

Wir haben hiermit das Resultat: 

Wenn von dem conjugirten Tetraeder zweier Flächen 
zweiten Grades alle Ecken imaginär sind, so giebt es vier 
einschaalige Hyperboloide, für welche jene Flächen zu ein- 
ander polar sind. 

A und B schneiden sich, wenn die Ecken von (M) imaginär sind, 
stets in einer reellen Curve (4, DZ); es giebt vier Gerade auf 4, die 
(4, B) berühren, sie gehören derselben Regelschaar von A an; das Gleiche 
gilt von 2.1) Sind a,n,a,a, die Punkte, in denen die auf A liegenden 
Tangenten 3 berühren, so giebt es unter diesen zwei Paare, deren Ver- 
bindungslinien die Kanten ,, und m;, treffen; diese Paare seien 4,4, 
und q,a,; ebenso seien B,B,B;B, die Tangentialebenen von A, welche 
durch die auf 5 gelegenen 'TTangenten gehen, und zwar mögen sich B, 8, 
und B,B, in Geraden schneiden, die m,, und m,, begegnen. 

Es muss dann 9; für eine und nur eine Fläche ?® die Polare von 
a; sein; ferner müssen für P® zwei Punkten a;, a, deren Verbindungs- 
linie dem reellen Gegenkantenpaar begegnet, zwei Ebenen ®,, B, ent- 
sprechen, von deren Schnittlinie dies der Fall ist. Berücksichtigt man 
dies, so erhält man für die Flächen ?!, P2, P°®, P* folgende Zusammen- 
gehörigkeit von Pol und Polare: 


Für: | Pol. | Polare. 


a u 





P! | va | BB Bd; Bu 
IP | uvam | BB Bud; 
P | vun | BB Bd Be 
P | un, | BB BP, 


Diese Zusammenstellung zeigt sofort die Eigenschaft der gegensei- 
tigen Reproduction der Flächen ?. 

Da die Tangenten von (4, 2) auf 4 und B nur je einer Regel- 
schaar angehören, so werden 4 und B durch die Flächen ?® nur so 


1) Cremona, Oberflächen, $. 222. Ist C die Polarfläche von A für B, so 
liefert die Untersuchung der drei geradlinigen Flächen vierter Ordnung, welche 


Mı2, M;, und je eine der Curven (A, B), (B, C), (4, C) enthalten, einen andern 
Beweis dieses Satzes. 
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dual in einander transformirt, dass (a,) in (b,) und (@,) in (b,) über- 
gehen, wenn (a,), (a,), (d,), (d,) wieder die Regelschaaren von A und 
B bedeuten. 

Diese Eigenschaften zeigen, dass von den acht Flächen ?, die bei 
vollständiger Realität von (M) auftreten, in diesem Falle die ganze Gruppe 
I) reell geblieben ist, wobei allerdings aus dem imaginären Ellipsoid ein 
einschaaliges Hyperboloid geworden ist. Die Paare P!, P? und P?, P& 
haben ein reelles, zwei beliebige andere Flächen ein imaginäres Vierseit 
gemeinsam. In den Complexen der Geraden, die eine Fläche /! in 
conjugirten Punkten einer andern ?* treffen, bilden die singulären Ge- 
raden wieder Congruenzen (1,1). Die Leitgeraden dieser Oongruenzen 
sind für die Paare Pl, P? und P®, Pt reell, nämlich m,, und m,,, für 
ein anderes Paar sind die Leitgeraden imaginär, zwei imaginäre Gegen- 
kanten von (M). 
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XV. Ueber einen Satz aus der Theorie der algebraischen Curven. 


Das aus mn Punkten bestehende Schnittpunktsystem einer alge- 
braischen Curve 9=0 der m!®" Ordnung mit einer solchen Y=0 der 
n'e® Ordnung bildet bekanntlich ein Punktsystem besonderer Art, sowohl 
was die Lage der Punkte in der Ebene, als auch ihre Lage auf einer 
der beiden Ourven betrifft. Nur bei specieller Wahl der mn Punkte in 
der Ebene geht durch sie eine Curve Y=( der n!“" Ordnung (nr <m), 
und es sind weitere Bedingungen zu erfüllen, wenn sich durch dieselben 
Punkte andere Curven m#*" Ordnung, als solche, welche in - und eine 
beliebige Curve (m —.n)'“" Ordnung zerfallen, sollen hindurchlegen lassen. 

Curven höherer Ordnung u („> m) durch die'mn Schnittpunkte 
zweier gegebenen OCurven g=(0, y=( existiren stets, denn alle in der 
Form 

1) Ay+By=0 
enthaltenen Curven haben offenbar die verlangte Eigenschaft, welche 
Werthe auch die Constanten in den Ausdrücken (u —m)'*, (u—n)'*" Ord- 
nung 4, D haben mögen. Es fragt sich, ob umgekehrt die Schaar der 
Curven 1) identisch ist mit der Gesammtheit der durch die mn Punkte 
gehenden Curven u! Ordnung, oder ob es auch Curven der letzteren 
Art giebt, welche nicht in die Form 1) gebracht werden können. 

Der Satz, welcher aussagt, dass, unter gewissen Bedingungen, die 
fraglichen Curven sämmtlich der Schaar 1) angehören, ist, wegen seiner 
vielfachen Anwendungen, von grosser Wichtigkeit. Streng bewiesen ist 
derselbe, unter Angabe der Giltigkeitsbedingungen, zuerst von Noether 
(Math. Ann. Bd. 6). Zu einem Beweise kann man auch auf folgendem 
Wege gelangen. 

Die Curven @ und % werden als nicht zerfallend vorausgesetzt; ihre 
Schnittpunkte «U, x, ... «'”7) seien zunächst einfache Punkte für jede 
der Curven, und es sei u<m+.n. 

Die linke Seite von 1) setzt sich zusammen aus den folgenden Aus- 
drücken u'° Ordnung, je mit einer willkürlichen Constanten multiplieirt: 
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2) ae" pla), Ting plR), ... at pl), 
Bee ehe), TR able), 
deren Anzahl = 
(mt) (u—m+2) 
2 
Die Ausdrücke 2) sind von einander linear unabhängig; denn wegen 
w<m-+n ist es nicht möglich, den Constanten in A und 2 solche, 
wenigstens zum Theil von Null verschiedene Werthe zu ertheilen, für 
welche A9 + Bw identisch verschwindet. 
In 1) sind nicht alle in der Ebene möglichen Curven u‘ Ordnung 
enthalten; den Ausdrücken 2) kann man also eine gewisse Anzahl Ö 
linear unabhängiger Ausdrücke u‘ Ordnung 


Al)» X (®), ... 1) 


en) 


derart hinzufügen, dass 

3) Fea)=an(&) +... +0r,(&) +AYp(&) + Byle)= 
die, allgemeinste Curve u‘ Ordnung darstellt. Die Form 3) kann man 
geradezu (für die gegenwärtige Betrachtung) als Normalform ansehen, in 
welche sich jede Curve u‘ Ordnung bringen lässt. 

Die Curven y bilden für sich eine Schaar 

4) Rt R) +... Fasryle)=0, 
welche keine Curve enthält, deren Gleichung in der Form 79 + Ky=0 
darstellbar wäre. 
Für die Zahl ö findet man 
BtHda+D) W-m+Na—-m+2) (n—-nr+1)(u—n+2) 
2 2 2 
(m+n— u—1)(mt+n—u-—2) 
er 


0 
=mn— 


Will man aus der -fach unendlichen Schaar aller in der 


w(u +3) 
2 


Ebene existirenden Curven u#t° Ordnung diejenigen herausheben, welche 
durch die mn Punkte gehen, so hat man den Parametern in 3) die Be- 
dingungen 
BOTEN ee EZ) 

aufzuerlegen, d. h. &,, a, ... ag haben den mn Bedingungsgleichungen 


&, hı (U) + ad) +...+ 094,20) —(, 
5) “ TH (c®)) + “ol aM) PR “on 22 in 


% ‚(at ») + Wyfe (ei mn) u ar (atmm) —0 
zu genügen. 
Durch die mn Punkte gehende Curven u" Ordnung, welche nicht 
der Schaar 1) angehören, giebt es also dann und nur dann, wenn es 
möglich ist, den Gleichungen 5) zu genügen, durch Werthe der «, die 
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nicht sämmtlich Null sind, wenn also die mn —ö-+1 Bedingungsgleich- 
ungen | 
u (z") Ba) 2. 1a) 


6) en 


N) ad) ... gg =®) 
| dı (x) (29) ee (x) a 
(A=d,6ö-+l,...mn) 
erfüllt sind. 

So lange also die mn Punkte x), x9, ... z{mm), welche die einfachen 
Schnittpunkte von p mit y sind, nicht weiteren besonderen Bedingungen 
genügen, verschieden von denjenigen, welche das Schnittpunktsystem 
als solches charakterisiren, ist die Gleichung jeder durch d der mn Punkte 
gehenden Curve a! Ordnung von der Form Zy+ KÄy=0. 

Die Zahl der linear unabhängigen Curven „'" Ordnung, welche 
durch die mn Punkte gehen, ist mithin 


e+Dw+2)_, 
"aueR En 
(„+1)(u+2) 
2 
man nach der Anzahl mn der für die Coefficienten von F gegebenen Be- 
dingungen erwarten sollte. Man hat hier eine Lösung eines speciellen 
Falles der folgenden Aufgabe: - 
In der Ebene r Punkte so zu bestimmen, dass sich durch dieselben 
{+1—r-+e (statt t+1—r) linear unabhängige Curven der gegebenen 
linearen oo! -Schaar 


f=BAhd +... + Ber /rı@)=0 
legen lassen. 


Von je r—z-+1 der Gleichungen (a) =0,... f(x )=0 muss 
jede eine Folge der r —e übrigen sein, was 
e((!+1—r+e) 
Bedingungen zwischen den 2r Coordinaten der r Punkte giebt. 
Diese Zahl ist jedoch, dem Obigen zufolge, nicht allgemein giltig. 
Denn nimmt man für f die Schaar aller Curven a" Ordnung und wählt 


also > — mn, wenn m+n—u>2; d.h. sie ist grösser, als 


man die Zahlen mn so, dass 
m+n—2>u>m>n, 
dass ferner 
mn—6 >: mnD>r, 
so braucht man nur die Bedingungen dafür auszudrücken, dass die mn 
Punkte ein vollständiges Schnittpunktsystem bilden. 


Die vorigen Betrachtungen müssen modificirt werden, wenn unter 
den Schnittpunkten von p mit % mehrfache Punkte vorkommen. Ist x% 
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qh-facher Punkt von 9, r„-facher Punkt von y, so ist die Anzahl der 
der Lage nach verschiedenen Schnittpunkte 

mn — (4-2) - (gr -1N)—-... - (Hrn —1), 
vorausgesetzt, dass nicht Zweige von = solche von 9=( berühren. 
‘ Diese Zahl darf nicht grösser werden als dö—1, wenn in der Schaar 4) 
Curven enthalten sein sollen, welche durch sämmtliche Schnittpunkte von 
p mit ı) gehen. Wenn solche Curven wirklich existiren, ist ihre Man- 
nigfaltigkeit 

6 —1L- [mn — (ar, -D- (gr 1) - ...]; 

d.h. so viele Verhältnisse der @ bleiben unbestimmt. Wegen ö< mn ist 


diese Zahl höchstens = (gr, 1) +... + (am —-1)—1. 


Man suche jetzt die noch unbestimmt gebliebenen Parameter in der 
Gleichung F(x)=0 der Curve u‘ Ordnung so zu bestimmen, dass # 
in «U einen (9,+r,—1)-fachen, in x«® einen (9,+r,—1)-fachen, ... 
in «'% einen (9,+r»—1)-fachen Punkt erhält. Bezeichnet man zur Ab- 
kürzung mit /;(x,y) einen in x, y homogenen Ausdruck i'* Ordnung, 
und nimmt man etwa den Punkt x“) zum Anfangspunkt nicht homogener 
Coordinaten, so wird Ben 


7 a (Av +: 4, (X, y) +..+ Ar_2(&, y) +...) (94(&, y) -- Pa+ılz, y) a 
+ (B, +2, er, Y)-b...+ B,- 2, y) Bi 2 ..) (Pr (&%, y) + Ur+i1 (x, Y)=4.). 
Sollen nun in F die Terme erster, zweiter, ... (r+g--2)'°" Dimen- 
sion in x, % fehlen, so giebt dies 


(4+r—1)(g-+r) 


neue Bedingungen. 2 

Auf den Punkt x® als Anfangspunkt («’=0, y=0) bezogen, sei 

4=4,+4,(e,y)+.., B=B,+PB,(e,y)+...; 

die neuen Üoefficienten werden sich linear aus den ursprünglichen Oo- 
effieienten von A, bezw. B zusammensetzen; ohne auf die Art dieser 
Zusammensetzung näher einzugehen, kann man dieselben, soweit sie hier 
in Betracht kommen, gegenüber denen in 7) auftretenden, als neue un- 
abhängige Parameter auffassen. Aehnliches gilt für die Coefficienten der- 
jenigen Gleichungsformen der Curve 7, welche sich der Reihe nach auf 
die Punkte x®), ... x'% als Anfangspunkte beziehen. 


una. „\atr-Du+n_\ 
r 


—1 


neuen Bedingungen zu erfüllen, hat man zu verfügen 
1. über die noch unbestimmt gelassenen Verhältnisse der «; 
2. über die Parameter in den jedesmaligen Ausdrücken Ay, 443 ... Ar-. 2; 
3. über die Parameter in B,, BB, --- 4—2; 

im Ganzen also über höchstens 
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(ar 142 I 4 SD 54-421 
Parameter. Da diese Zahl kleiner ist als die der Bedingungen, so kann 
letzteren nur dadurch genügt werden, dass sämmtliche «&, Ay, 4, »»: 
Ar—2, Boy Bis -:- Pg-2 verschwinden; man wird daher wieder auf die 
Gleichungsform er Ky=0 geführt “vergl. Noether, 1. c.). 

In dem bisher ausgeschlossenen Falle u >m-+n sind die Ausdrücke 
2) nicht von einander linear unabhängig. Die zwischen ihnen bestehen- 
den Relationen erhält man, wenn | 
g=L&chnet neo, Ya LEyrsıtügtt, 
aus den Identitäten | 
Te 20 2. Schper 


Kar. yle) — 220°. Lyra af. plp)=0, 


I oe+o+r=u—m—n. 


Von einander unabhängig sind also nur 
(v—m+1)(u—m+2) , (u—r+l)u—n+2) (u-m—n+l)u—m—n+2) 
U I DEN LE LITE FE IE aan / ATI IE IT LEINEN ER m u T Tre a Ee 
2 2 2 

 k+D)W+2 
x 2 
welche auch <mn sein konnte, tritt die Zahl mn. Die vorigen Sätze 
bleiben daher giltig. 


Kiel, im Juli 1877. | Dr. H. Key. 





— mn jener Ausdrücke; an die Stelle der früheren Zahl 6, 


XVI. Ueber die partielle Summation. 


Es bedeuten 
0,0, or“ Ca—i Oala-+i .ove®s on —1 apRb-+1 een 


PıP; .n Pa-ıPaßa+ı + B-ıPaßs+ı.-- 


zwei beliebige Grössenreihen und es sei 
n 


One > Kr MOM 
Dann ist identisch 


b b b b 
Dana =, (0 50-1) Br = Zsußn — sn 1Pn 


b 
— sn (ßn — Ba+rı) + soßo +1 — Sa-ıßa, 


eine Formel, welche die partielle Summation genannt wird. 


1) 


Sie bleibt richtig, wieviele Grössen «ß man auch in das Intervall 
a@...b einschalte, und führt daher zur partiellen Integration, wenn man 
den Uebergang von Summen zu Integralen in der gewöhnlichen Weise 
ausführt. Man theilt also das Intervall b—«a in A Theile ö, ö,...d, und 
bestimmt | 
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nn =6n.Pla+d, +... +60), Pr=Wrla+td,+:..+0n) 
durch die den Tbeilpunkten entsprechenden Werthe zweier integrabeln 
Functionen @ und %. Nach Substitution dieser Werthe in die obige 
Formel 1) lässt man die Grössen ö so gegen (0 convergiren, dass ihre 
Summe gleich 5—a bleibt. Da zuletzt noch y(b-+6) mit Yy(b) vertauscht 
werden muss und man 


Yylarıt.. ta) rat +... Hr) _ 


lim - 
Ok 1 


Ze ler d.h 0R) 


zu setzen hat, um zu der En et Be der partiellen Integration 
| b 


Serra |(efra)[lefper)ee 


zu gelangen, so erkennt man, dass ale nur anwendbar, wenn y einen 
Differentialquotienten besitzt. 

Ausser für diese bekanntere Anwendung kann man sich aber der 
partiellen. Summation auch zur Ableitung verschiedener anderer Sätze aus 
der Theorie der bestimmten Integrale und den damit zusammenhängen- 
den Gebieten der Analysis bedienen. 

1. Denkt man sich z. B. unter den ß Summen von Grössen y, Pn= 

n 


> Ym, wo k<.a, bestimmt dann wieder @ und y durch diejenigen Werthe 
k 


zweier integrabeln Functionen @ und /, die den Theilpunkten des Inter- 
valls b—a entsprechen — ganz in der oben angeführten Weise — und 
geht zur Grenze über, so ergiebt sich der Satz von Herrn Du Bois- 
Reymond: 

b. nur b b 


ef, vaz)aa+/faz.| par, 
a ad 000 a 5 


für den Herr Thomae in dieser Zeitschr. (20, S. 475) zwei Beweise an- 
gegeben. 


2. Enthält die Reihe der « keine negativen Werthe — entsprechende 
Schlüsse gelten auch, wenn sie keine positiven enthält —, so erkennt man 
aus der Formel 1), dass 

(ss — Sa—ı) B> Zanfn > (9 —Sa-ı)P; 
wo Bß Maximum und Minimum der ß„ bedeuten. Der Uebergang zu 
Integralen führt zu dem bekannten Mittelwerthsatze (p und w integrable 
Functionen) 
b b b 


Bilpod&z>Iyyvda>Pf|ypdx 
ad a a 


oder, falls Y stetig, 
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b b 
Soras=unfoaz, 
a a 
wo %m ein Mittelwerth der Function Y ist. Nach der für die « getrof- 
fenen Beschränkung darf p von a bis 5b keinen Zeichenwechsel erleiden. 
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3. Es liegt nahe, statt wie unter 2) für die f„, nun auch für s„ Maxi- 
mum und Minimum Ss einzuführen. Dies führt zu dem Mittelwerthsatze 
des Herrn Du Bois-Reymond (Crelle 69, 8. 81), für den Hankel 
(diese Zeitschr. 14, 8. 436) und Herr G. F. Meyer (Math. Ann. 6, 
S. 313) Beweise gegeben. Steigt die Reihe der P„ nie im Intervalle «a... b 
— und Entsprechendes gilt, wenn sie nie fällt —, so ist 


b—1 
S(Be— Br) > Dan Bn — o-1ßa + Sa-1 Bu > s(Ba—Ba). 


Der Grenzübergang zu bestimmten Integralen liefert die Formel 
y 


Ss[py()— Ylb)) >| py dr — vl) I pdx 


a 
+ via) [oaz >stwto - w(b)] 
und hieraus das Du Bois’sche Resultat 
b b 


u 
Sowar= ve dc + vb) pda, 
a Q u 
wo p% integrable Functionen sind, Y nicht wachsen oder nicht abnehmen 
darf und u einen Mittelwerth zwischen a und 5 bedeutet. 

Diese Anwendungen ‘dürften hinreichend zeigen, dass der Satz der 
partiellen Summation geeignet ist, um in sehr naturgemässer Weise Re- 
»sultate der Integraltheorie aus den Fundamenten der letzteren abzuleiten. 


Dresden. G. Herm. 


XVII. Beweis des Euler’schen Bildungsgesetzes für die Näherungs- 
werthe von Kettenbrüchen. 


Im Folgenden soll ein Beweis des von Euler gegebenen Bildungs- 
gesetzes für die Näherungswerthe der Kettenbrüche gegeben werden. 
Während man sich von der Richtigkeit dieses Gesetzes für specielle 
Zahlenwerthe leicht überzeugen kann, scheint ein allgemeiner Beweis 
desselben noch nicht versucht worden zu sein, namentlich nicht ein sol- 


cher, welcher, wie der folgende, mit dem Symbol des Gesetzes selbst 
operirt. 
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„Bezeichnet man mit [abed...] dieSumme der Ausdrücke, 
welche aus dem Producte abed... dadurch hervorgehen, dass 
man auf alle möglichen Arten eine gerade Anzahl zusammen- 
stehender Factoren weglässt, so ist der echte Kettenbruch & 
mit den Nennern a, b, c,d,... 

wu bed..] « 
[eded...] 

Hierin ist unter einem echten Kettenbruche derjenige zu verstehen, 
dessen Zähler sämmtlich gleich 1 sind. Für ein Product, aus welchem 
sämmtliche Factoren weggelassen werden, ist 1 zu setzen, und als „ge- 
rade Anzahl“ gilt natürlich auch die Null. 

Beweis. Bezeichnen wir zur grösseren Bequemlichkeit die succes- 
siven Nenner des Kettenbruches mit a,, @d,, Q,, ..., so lässt sich zunächst 
zeigen, dass der Satz für die ersten 1, 2, 3, 4 Näherungsbrüche gilt. 
Denn es ist 1 1 1 


a u’ a+1 4, 
4, Ma+1' 
1 1 
a+] a-+1 
Bern ii a+]1 
Er I 
GG 09 t az A, E 


A 
ERBE Te Tiere A SOME 
949,940, +09, -+aa,+aza, +1" 

Wenn nun der oben angeführte Satz unter der Voraussetzung, dass 
er bis a„ gilt, auch noch bis a„+ı richtig ist, so gilt er allgemein. Es 
genügt, den Beweis für den Nenner zu führen, da derjenige für den 
Zähler ganz analog ist. 

Man kann zuerst alle Glieder, die in dem Ausdrucke [a, a, .... «,] 
enthalten sind, in zwei Gruppen bringen, deren eine 


fajay.2: 4n_14,) 
alle Glieder umfasst, welche den letzten Factor «a, enthalten,* während 


die andere Barack al 


diejenigen Glieder enthält, denen der letzte (und infolge dessen auch 
der vorletzte) Factor fehlt. Es ist also 

Pe ER ne din) Tr ia0 220.2) 
oder ERS E Eat 


An+i1 An+1 
zweite Gruppe offenbar ungeändert. Die erste geht über in 





Setzt man nun „+ statt a„, so bleibt die 


* Derselbe ist zum Zeichen, dass er nicht fehlen darf, mit einem wagerech- 
ten Striche versehen. 
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Ay Au+1 Ri | 


la, Ag... An—1 





An+1 
Also ist | 
And 1 And 1 
E akt; mE | — [a Ba tt | + [a,a,...a,_.] 
Ay +1 An+1 
1 | —— 
= (fa, Ag... Annan rı) + [Rp -- ni] + [aa ... on 24 +1))- 
n-+1 


Der erste Summand in der Klammer rechts enthält nun alle Glieder, 
denen keiner der Factoren «@„, @„+ı fehlt; der zweite Summand alle jene, 
denen beide Factoren a, und a„+ı, der dritte alle jene, denen a„_ı und 
An fehlen. Es ist nun leicht zu sehen, dass die drei Summanden zusam- 
men genau den Ausdruck 

[a, a5... an +1] 

repräsentiren. Denn fassen wir die beiden letzten Factoren dieses Aus- 
drucks, «n und @„+ı1, ins Auge, so sind nur folgende Fälle möglich: 
1. Keiner dieser beiden Factoren fehlt (erster Summand). 2. Es fehlt 
„+1; dann fehlt nothwendig auch «„, weil nur eine gerade Anzahl 
zusammenstehender Factoren weggelassen wird (zweiter Summand). 3. Es 
fehlt a„, nicht aber a„41; dann fehlt nothwendig auch a„_ı, aus dem- 
selben Grunde wie vorher (dritter Summand). 

Demnach ist in der That | 

Be at TZ | 1 
An-+1 An+1 





[e, 9.20 rılı 


Ebenso im Zähler: 


An An +1 +1 1 
Ude 0 A — ee Ayla s:e 5 
| aur An +1 | a BR til; 





mithin: 
[0 
Ay+1 [990g ..- An’rı] 
[ Hl] [ai Ba: 
a, dy 22.  ——— : 
Ani 
Demnach ist bewiesen, dass der eingangs aufgestellte Satz, wenn 
für n, so auch für n-+-1 gilt. Nun gilt er für n=1, 2, 3,4, also all- 
gemein. 


Waren, Januar 1877. V. SCHLEGEL. 


* Der über 1 stehende Strich geht beim Multiplieiren auf a,—ı nicht über, 
weil, wenn a„_ı verschwindet, ein anderer Factor der letzte wird. 
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Gräko-indische Studien. 


Von 
MORITZ ÜANTOR. 


Dem Istituto Lombardo in Mailand vorgelegt am 9. November 1876.. 
(Hierzu Taf. I, Fig. 1— 6.) 


Unser Wissen von der griechischen und von der indischen Sprache 
und Literatur ist ein sehr verschiedenes. Während die griechische 
Sprache seit dem Zeitalter der Renaissance in reichlich vier Jahrhunder- 
ten sich in der europäischen Schulbildung einen gesicherten Platz ge- 
wann, so dass Niemand, der überhaupt den Wissenschaften obliegt, ihrer 
Kenntniss entbehrt, hat die indische Sprache bis heute kaum mehr als 
ein Jahrhundert lang die Aufmerksamkeit einer beschränkten Anzahl von 
besonderen Fachgelehrten auf sich gezogen. Während die griechische 
Literatur in alten, ihrem Datum nach meistens bis auf wenige Jahr- 
zehnte genau festzustellenden Werken vor uns liegt, ist die uns be- 
«kannte indische Literatur entweder verhältnissmässig neu, oder die An- 
gaben über ihre Entstehungszeit schwanken um Jahrhunderte. Ein 
Vergleich zwischen griechischer und indischer Literatur hat durch diese 
andeutungsweise hervorgehobenen Schwierigkeiten etwas Missliches. Er 
konnte gleichwohl nicht umgangen werden. 

Eine Möglichkeit einer Einwirkung von indischer und griechischer Cul- 
tur aufeinander ist nachgewiesen. Schon im XVII. Jahrhundert v. Chr, 
heisst in einem egyptischen Texte der Affe kafu in Uebereinstimmung 
mit dem indischen Worte kapi.!) Der Name iuki, welchen die Hebräer 
zu Salomon’s Zeiten dem Pfau gaben, ist tamulisch.?) Uralte Handels- 
beziehungen zwischen Indien und Egypten, ebensolche zwischen Indien 
und Phönieien sind hiermit gesichert. Unmittelbare Berührung zwischen 
indischen und griechischen Völkerschaften brachten die Kämpfe des Alexan- 
derzuges im IV, vorchristlichen Jahrhundert mit sich. Von da an vollends 
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bleibt ein Zusammenhang Indiens mit griechischem Herrschaftsgebiete auf 
asiatischem Boden, aber auch mit dem alexandrinischen Griechenthum und 
später mit Rom Jahrhunderte hindurch stetig gewahrt.°) Apollonius 
von Tyana weiss um 50 n. Chr. nicht genug von indischer Gelehrsam- 
keit zu rühmen, und umgekehrt treten griechische Namen nicht selten 
in indischen Inschriften auf, wenn auch mitunter so verketzert, dass 
der Scharfsinn zu bewundern ist, der in dem Turamaya einen König 
Ptolemaios wiederznuerkennen-im Stande war. 

Hat aber der philosophische Satz, dass Alles, was möglich sei, auch 
Wirklichkeit besitze, irgendwo allgemeine Geltung, so ist es in der 
Geschichte der Bildungseinflüsse miteinander feindlich oder freundlich 
verkehrender Völker. Man konnte «a priori behaupten: Griechen und 
Inder müssen aufeinander gewirkt haben! Ist nun diese Wirkung auch 
in der mathematischen Literatur nachweisbar? ist insbesondere die Rich- 
tung, in welcher, wenn auch nicht ausschliesslich, doch vornehmlich, _ 
die Belehrung stattfand, dieselbe ostwestliche, welche fast immer sich 
nachweisen lässt, als verfolgte das Licht der Bildung die gleiche Bahn, 
in welcher die Sonne am Himmel sich zu bewegen scheint, oder haben 
wir hier den Beweis vor uns, dass auch diese Regel nicht ohne Aus- 
nahme sei? Diese Fragen werden heute nicht zum ersten Male auf- 
geworfen, und wenn uns nicht Alles täuscht, muss man zur richtigen 
Beantwortung die Fragen selbst theilen. Man muss genau untersuchen, 
auf welchen Gebieten der angewandten, wie der reinen Mathematik 
Aehnlichkeiten zwischen griechischen und indischen Schriften vorhanden 
sind, man muss das Alter der betreffenden Schriften vergleichen, man 
muss in Erwägung ziehen, ob die Aehnlichkeiten der Art sind, dass wir 
-sie durch Uebertragung, nicht durch selbstständige Neuerfindung zu er- 
klären haben. 

Zu einer solchen umfassenden Bearbeitung des schwierigen Gegen- 
standes aufzufordern, ist die Absicht dieses Aufsatzes. Wir wollen zu. 
dem Endzwecke Weniges über Aehnlichkeiten der Astronomie und Astro- 
logie, sowie über den rechnenden Theil der Mathematik zusammentra- 
gen, etwas ausführlicher bei geometrischen Dingen verweilen, wo wir 
besonders einige Bemerkungen zu machen haben werden, welche unseres 
Wissens noch nicht angestellt worden sind. 

Dass wir Astronomie und Astrologie hier in einem Athemzuge ver- 
einigen, darf den heutigen Astronomen nicht beleidigen. Die Zeit, zu 
welcher auch die Astrologie auf den Namen einer Wissenschaft Anspruch 
erhob, reicht recht tief herab, und während dieser ganzen Zeit war sie 
der Astronomie nahe verwandt, setzte dieselbe sogar bis zu einem ge- 
wissen Grade voraus.*) Sternbeobachtungen, Kenntniss der einzelnen 
Sterne musste jedenfalls das Früheste sein, denn ohne sie war es un- 
möglich, an einen Einfluss dieses oder jenes besondern Sternes, an eine 
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Bedeutung dieser oder jener Sterngruppirung zu denken. Dann aber 
hat die jüngere verlockendere Schwester mehr Bewerber gefunden, als 
die ältere ernstere, und beispielsweise sind von einem indischen Schrift- 
steller des VI. Jahrhunderts, von Varähamihira,?°) astrologische Werke 
erhalten geblieben und stehen zum Vergleiche zu Gebot, während sein 
astronomisches Werk verloren gegangen ist.®) 

Gerade bei Varähamihira hat schon in der Mitte des vorigen 
Jahrhunderts Pater Pons die Wörter hor& und kendra gefunden, welche 
er mit @gn und #£vroov verglich.”) Allerdings heisst kendra nicht überall, 
wo es vorkommt, Kreismittelpunkt. In dem Sürya Siddhänla, einem von 
Varähamihira benutzten,®) also ihm vorausgehenden astronomischen 
Werke, kommt kendra auch in der Bedeutung der Entfernung eines 
Planeten von einem Störungsmittelpunkte vor.”) Vielleicht darf daran 
erinnert werden, dass die Entfernung aus einem Mittelpunkte, d.h. der 
Halbmesser, bei Euklid 9 &% zEvroov genannt wird und dass in griechi-. 
schen Handschriften sogar ein und dasselbe Abkürzungszeichen (ein mit 
einem Mittelpunkte versehener kleiner Kreis) bald »vnAog, bald #Evreov 
gelesen werden muss,!°) so dass ein mehrfacher Sinn des Wortes kendra 
mit der Abstammung aus dem Griechischen wohl vereinbar ist.1?*) Freilich 
ist die griechische Sprache mit der indischen so altverwandt, : dass der 
Gleichklang von Wörtern nicht immer durch eine Entlehnung erklärt 
werden muss. Hier scheint jedoch diese Nothwendigkeit vorzuliegen. 
Das griechische x&vrgov bedeutet ursprünglich einen Stachel, woraus der 
durch Einbohren eines Stachels bezeichnete Punkt sich ohne Zwang 
ergiebt; das indische kendra dagegen soll ableitungslos sein. Aehnlich 
verhält es sich mit dem Namen der Minute, Ziptä oder Ziptikä,*!) welches 
indisch in der Luft schweben soll, während das griechische Aszıov, der 
Bruchtheil, ursprünglich das Geschabte, keinerlei Schwierigkeit macht. 
Noch unzweifelhafter aus dem Griechischen übernommen sind bei Varä& 
hamihira’) die schon 1827 von Whish bemerkten Namen der Stern- 
bilder des Thierkreises, sind Wörter wie trikona = reiywvog, Jämilra = 
Öiauergov, hibuka = ünoyeiov u. 8. w. 

Es erscheint dadurch erwiesen, dass griechische Einschaltungen in 
dem Sürya Siddhänta und mit noch grösserer Sicherheit in den Schriften 
des Varähamihira vorkommen. Damit wird keineswegs geleugnet, dass 
vorher schon eine indische Astronomie vorhanden gewesen sei. Im Gegen- 
theil, deren Annahme ist allgemein verbreitete Ueberzeugung, und nur 
darin herrscht Verschiedenheit der Ansichten, dass die Einen jene älteste 
indische Astronomie an Ort und Stelle entstanden sein lassen , während 
Andere ihr einen chinesischen, noch Andere, denen wir uns anschlies- 
sen. möchten, ihr einen babylonischen Ursprung zuweisen. Von dort- 
ber stammen auch wohl die Sexagesimalbrüche der Inder ebenso, wie 


der Griechen, so dass, um es gleich hier zu bemerken, aus dieser grie- 
’ 1* 
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chisch -indischen Gemeinschaft Schlüsse auf Uebertragung nicht gezogen 
werden dürfen. 

Wann ist jenes ältere Werk, der Sürya Siddhänta, geschrieben? Wir 
müssen auf diese Frage dieselbe Antwort ertheilen, welche uns so oft 
wiederkehrt, wenn es um indische Chronologie sich handelt: Wir wissen 
es nicht genau. Die Angabe nämlich, jenes Werk gehöre dem IV., 
V,. Jahrhundert an,'?) beruht wohl nur auf der Erwägung, dass man 
mindestens ein bis zwei Jahrhunderte vor Varähamihira zurückgehen 
und doch wieder unterhalb dem Jahr 200 bleiben müsse. Jene obere 
Grenze wurde durch eine überaus geistreiche Vermuthung gewonnen. 
Sarya, die Sonne, offenbarte (so heisst es am Anfang des Werkes) ihre 
Satzung dem 4sura Maya, dem Dämon Maya, welcher die Offenbarung 
niederschrieb. In diesem dämonischen Vater der Astronomie erkannte 
nun Weber!) den Namen Turamaya, d. h. Ptolemaios, natürlich 
in diesem Falle keinen König, sondern den alexandrinischen Astronomen 
dieses Namens im II. Jahrhundert n. Chr. Die scheinbar übermässige 
Kühnheit dieser Muthmassung wird bedeutend gemildert durch den Um- 
stand, dass vielfache indische Ueberlieferung nach Griechenland, genauer 
gesprochen nach Alexandrien hinüberdeutet, wo es um die Grundlegung 
der Wissenschaft von dem gestirnten Himmel sich handelt. 

Varähamihira schöpfte die Namen der Sternbilder aus den astro- 
logischen Schriften des Yavanecvaräcärya, d. h. des ionischen Mei- 
sters; denn dass die Yavana lonier, d. bh. Griechen sind, ist ebenso sicher, 
wie die Uebereinstimmung von Romaka Pura mit Rom. Die Stadt der 
Ionier, Yavana Pura, zwischen Lanka und Romakapura etwa in der Mitte 
gelegen, ist nichts Anderes, als Alexandrien,'*) und Paulica der Astro- 
nom, welcher bei Albirü ni, einem arabischen Schriftsteller aus dem 
Jahre 1031, den Namen Paulus al Yünänf führt, ist mit Paulus 
Alexandrinus identifieirt worden.®) Auch der Persönlichkeit des 
ionischen Meisters oder, wie er mitunter heisst, des alten ionischen Mei- 
sters ist mit Glück nachgespürt worden, indem eine Handschrift mit 
seiner Persönlichkeit noch eine andere hochinteressante verbindet, die 
des Minaräja, offenbar „eines der alten mythischen Heroen der westlän- 
dischen Sagenwelt, sei es der Manes der Egypter oder der Minos der 
Griechen“. 16) 

Fassen wir diese Angaben, welche auf Vollständigkeit keinen An- 
spruch erheben, !?) zusammen, so ergiebt sich, dass jedenfalls in einer 
Zeit, welche etwa mit dem Jahre 200 n. Chr. beginnt, alexandrinische 
Astronomie und Astrologie nach Indien gedrungen ist und dort Aufnahme 
gefunden hat; dass zugleich auch altgriechische Sagen, welche auf die 
genannten Wissensgebiete sich beziehen, mit eingewandert sein können, 
wenn sie nicht schon bei früherer Gelegenheit ihre Verbreitung nach 
Östen fanden. Wir erachten es keineswegs als mit diesen Ergebnissen 
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im Widerspruche, dass auch schon vor dem II. Jahrhundert alexandri- 
nische Sternkunde nach Indien sich verbreitet haben kann, nur ist diese 
Möglichkeit bis heute nicht quellenmässig zu erhärten. 

Wie verhält es sich mit der reinen Mathematik? Mathematiker in 
dem Sinne, welchen wir mit dem Worte verbinden, haben bisher in der 
indischen Literatur nicht nachgewiesen werden können. Diejenigen 
Schriftsteller, deren Werke vornehmlich als „indische Mathematik“ stu- 


dirt werden und wurden, '®) Äryabhata (geb. 476 n. Chr.), Brahma- 
gupta (geb. 598), Bhäskaräcärya (geb. 1114) waren Astronomen und 
haben nur einzelne Capitel ihrer astronomischen Lehrbücher den rein 
mathematischen Hilfskenntnissen gewidmet. Es ist kaum denkbar, dass 
- diese Schriftsteller, deren Aeltester dem Varähamihira fast gleichzeitig 
wart, mit den griechischen Quellen, welche diesem zu Gebote standen, 
unbekannt gewesen sein sollen; es ist noch weniger denkbar, dass sie, 
mit denselben bekannt, sie gar nicht auf sich wirken liessen, mögen 
auch jene griechischen Schriften mehr astrologischen als astronomischen 
Inhalts gewesen sein, mögen dagegen die genannten indischen Schrift- 
steller selbst ihrer unbestreitbar hohen Begabung gemäss sich dem grie- 
ehischen Einflusse nicht ganz passiv hirgegeben haben. Es ist somit 
auch wieder eine zum Voraus zu vermuthende, nur auf Bestätigung an- 
gewiesene Folgerung, dass griechische Mathematik ihre Spuren in jene 

indischen Werke hineingetragen habe. 

Für die Arithmetik und Algebra freilich einen solchen bestätigenden 
Nachweis zu führen, ist bis jetzt so wenig gelungen, dass man mit gutem 
Grunde gezweifelt hat, ob ein Inder hierin überhaupt irgend Etwas 'von 
einem Griechen lernen konnte. Dass quadratische Gleichungen bei In- 
dern und bei Griechen aufgelöst worden sind, dass Quadrat- und Cubik- 
zahlen bei Brahmagupta summirt werden!?) und nach denselben For- 
meln bei Archimed®) und Epaphroditus, dass sogenannte Brunnen- 
aufgaben bei Bhaskara so gut wie in heronischen Schriften vorkom- 
men,?!) das sind freilich Aehnlicheiten; aber sie sind zu ‚gering an Zahl, 
auch nicht charakteristisch genug, um als Beweise von Uebertragungen 
angewandt zu werden. 

Auffallender ist allerdings eine von Woepcke, dem von ÖOrienta- 
listen und Mathematikern gleich beklagten Gelehrten, hervorgehobene 
Tbatsache.??) In einem nicht mathematischen, auch nicht astronomischen 
oder astrologischen Buche, in dem Lalitavistara, wird von einer Prüfung 
erzählt, welcher der jugendliche Buddha sich unterwerfen musste. Bei 
dieser Gelegenheit erweist sich derselbe als so geübter Rechner, dass er 
im Stande ist, die Zahl der Blementartheilchen anzugeben, welche neben 
einander gelegt die Länge einer Födjana, d.h. eines Stadions einnehmen. 
Woepeke hat mit Recht darauf aufmerksam gemacht, dass diese Aufgabe 
zu sehr mit der von Archimed in seiner sogenannten ‚„Sandeszahl‘ behan- 
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delten übereinstimmt und an sich eine zu absonderliche ist, als dass hier 
nicht an eine Uebertragung gedacht werden müsste. Woepcke hebt 
ferner zur Bestätigung hervor, dass bei Archimed ebenso, wie in dem 
Lalitavistara, unter den Maassen, welche benutzt werden, der Mohn- 
samen, der Finger und das Stadion genannt werden. Diesen Bemer- 
kungen entnimmt er alsdann die Folgerung, der Lalitavistara sei unzwei- 
felhaft die ältere Quelle und bei Archimed demgemäss ein indischer 
Einfluss nachgewiesen. ‚Das Alter der Lalitavistara,‘“ sagt dagegen der 
Verfasser der Vorlesungen über indische Literaturgeschichte, ?) „ist kei- 
neswegs irgendwie derart fixirt, dass nicht ebenso gut das umgekehrte 
Verhältniss richtig sein könnte,‘ | 

Wir sehen also leider, dass Woepcke’s Öbersatz anfechtbar ist. 
Wir bedauern es, denn wir möchten gern seiner Folgerung uns-an- 
schliessen. Die Art und Weise, in welcher Archimed seine Abhand- 
lung beginnt, steht der nicht im Wege: „Manche Leute glauben, König 
Gelon, die Zahl des Sandes sei von unbegrenzter Grösse. Ich meine 
nicht des um Syrakus und sonst noch in Sicilien befindlichen, sondern 
auch dessen auf dem ganzen festen Lande, dem bewohnten und un- 
bewohnten. Andere giebt es wieder, welche diese Zahl zwar nicht für 
unbegrenzt annehmen, sondern nur, dass noch keine so grosse Zahl 
jemals genannt sei, welche seine Menge übertreffe.‘‘“ Darin kann man 
das Zugeständniss finden, dass ähnliche Fragen schon mehr der Unter- 
suchung unterworfen worden seien, und Archimed selbst beansprucht 
auch nur Zweierlei für sich: er will geometrische Beweise, welche auf 
den Inhalt einer Kugel sich beziehen, anwenden; er will sich einer 
Zahlengruppirung bedienen, die er selbst früher erfand, und von Beidem 
ist in dem Lalitavistara keine Spur zu finden. Ein Widerspruch ist 
demnach hier nicht vorhanden. Dagegen treffen so manche allgemeine 
Erwägungen mit Woepcke’s Annahme zusammen. Das Volk, welches 
seiner ganzen geistigen Anlage nach zu Zahlenspeculationen hinneigte, 
welches nach allgemeiner Ueberzeugung die Positionsarithmetik erfand,**) 
welches in der Algebra sich zu einer Höhe erhob, die von europäischen 
Gelehrten erst 600 Jahre später, im XVIII. Jahrhundert erreicht wurde, 
scheint uns auch in frühester Zeit weit eher die Rolle des Lehrers als 
des Schülers gespielt zu haben; zugleich erklärt sich so das nicht abzu- 
leugnende, aber immerhin fast räthselhafte Vorkommen nicht ganz un- 
bedeutender algebraischer Kenntnisse bei den Griechen in verhältniss- 
mässig früher Zeit. Wir wollen freilich eine Schwierigkeit nicht ver- 
heimlichen, welche uns aufstiess. Die Massvergleichüngen des Lalitavistara 
enthalten vorwiegend die Verhältnisszahl 7. Ist das indisch?) Griechisch 
ist es allerdings ebenso wenig. Höchstens wissen wir aus Herodot, 
dass die Babylonier neben der Elle von 6 Handflächenbreiten sich auch 
der Königselle von 7 solehen Breiten bedienten. 
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Alles in Allem müssen wir uns mit der Hoffnung begnügen, es 
werde späteren Forschern besser gelingen, einen indisch - griechischen 
Einfluss auf aritbmetisch-algebraischem Gebiete über allen Zweifel zu 
erheben, der heute als möglich erscheint, für welchen nach unserem 
Gefühle die Vermuthung spricht, der aber noch keineswegs gesichert ist. 


In Bezug auf Geometrie sprechen allgemeine Gründe wieder für die 
Annahme eines Einflusses in entgegengesetzter Richtung. Auch die ent- 
schiedensten Verfechter indischer Originalität in der Geometrie, wie Han- 
kel, sehen sich genöthigt, zuzugeben ‚?”) dass von constructiven strengen 
Beweisen bei den Indern keine Rede sei. Rechnung ist das grosse Hilfsmittel, 
weiches sie anwenden, wo nur immer die Möglichkeit sich bietet; die geo- 
metrische Grundlage wird dabei ganz aus den Augen gelassen, erst am 
Schlusse wieder gewonnen. Soll dagegen durchaus das (Geometrische 
einmal geometrisch bewiesen werden, so begnügen sie sich mit einer Be- 
rufung an das Auge des Schülers: Sieh’! sagen sie zu ihm, und dieses 
Sehen muss genügen, Congruenzen, aber auch Aehnlichkeiten als wahr 
erkennen zu lassen. Wir vermögen es nicht einzusehen, wie auf diesem 
letzteren Wege geometrische Entdeckungen gemacht werden wollten, 
noch weniger wie durch Rechnung Abgeleitetes bei einem so algebraisch 
denkenden Volke iu Vergessenheit gerathen konnte. Wir sind gewohnt, 
in Dingen, wo das Gemüthsleben, wo die Religion, und sei es als aber- 
gläubischer Auswuchs des religiösen Gefühls, mit der Wissenschaft in 
Confliet geräth, Rückschritte vollzogen zu sehen. Die Geschichte der 
Astronomie bietet Beispiele zu Dutzenden. Aber einen Rückschritt in 
der leidenschaftslosesten, in der religiös neutralsten Wissenschaft, in der 
Geometrie, wie er in Indien von Brahmagupta bis zu Bhäskaräcä- 
rya sich zeigt, vermögen wir nur ‚dann zu begreifen, wenn es sich 
der grossen Hauptsache nach um Fremdländisches, nicht naturgemäss auf 
heimischem Boden Erwachsenes handelte. 


Wir sind keineswegs die Ersten, welche die indische Geometrie in 
dieser Weise ganz oder doch zum grossen Theil aus Alexandrien ein- 
geführt wissen wollen. Henri Th. Martin hat in seinen, an anderem 
Orte bereits ihrem ganzen Werthe nach von uns gewürdigten Untersuch- 
ungen über Heron von Alexandrien die gleiche Behauptung ausgespro- 
chen.®2) Er hat zu diesem Zwecke sich der Hauptsache nach auf die 
Benennung „Scheitellinie‘‘ berufen, welche wie bei den Egyptern und 
von diesen abhängig bei Heron von Alexandrien und den Römern auch 
bei den Indern auftritt;??) auf das Vorkommen der rechtwinkligen Drei- 
ecke 3, 4, 5 und 5, 12, 13, sowie des schiefwinkligen Dreiecks 13, 14, 
15; auf die Formel Y(s—a)(s—b)(s—c)(s—d) für den Inhalt eines 
Sehnenvierecks, welche unter Annahme der einen Seite d=0 in die 
heronische Formel für den Inhalt irgend eines Dreiecks übergeht, und 
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deren Kenntniss auch in der auf das Viereck bezüglichen Form er bei 
Heron glaubt voraussetzen zu müssen. 

Hankel hat dagegen eingewandt,°) ein Wort für Scheitellinie sei 
eine. so natürliche Bezeichnung, dass sie wohl an zwei Orten selbststän- 
dig auftreten könne. Das Können wird Niemand bezweifeln; eigenthüm- 
lich bleibt es aber immer, dass nur auf egyptischem und indischem 
Boden, soviel wir bis heute wissen, nur bei rechnenden Geometern das 
Können sich zum Sein verwirklicht hat. 

Etwas gegründeter, aber auch nicht stichhaltig sind die Einwürfe, 
die sich auf die drei rationalen Dreiecke beziehen. Wer den pythago- 
räischen Lehrsatz kannte und die Formen „= —P?%, ,=2«aß, 
h=«a?:+Bß? zur Bildung rationaler rechtwinkliger Dreiecke besass, der 
musste durch @=2, ß=1 und durch @e=3, ß=2 zu jenen ersteren 
Dreiecken 3, 4, 5 und 5, 12, 13 gelangen. Den konnte das Dreieck 
3, 4, 5 durch Wahl eines dreimal kleineren Massstabes oder durch Ver- 
vielfachung jeder Seite mit 3 zu einem Dreiecke 9, 12, 15. führen. 
Dieses letztere an der gemeinschaftlichen Kathete 12 mit dem Dreiecke 
5, 12, 13 zusammensetzend, fand er das Dreieck 13, 14, 15. Immer- 
hin tritt also dabei die Nothwendigkeit auf, dass erstlich der pythago- 
räische Satz an sich bekannt war, zweitens die Formel für rationale 
rechtwinklige Dreiecke, drittens die Methode der Zusammensetzung sol- 
cher Dreiecke zu einem neuen. Alle drei Voraussetzungen treffen, wie 
man weiss, für die Alexandriner zu. Von den beiden ersteren ist diese 
Wahrheit längst bekannt und anerkannt, die letztere ist wohl von uns 
zuerst bei Herpn von Alexandrien nachgewiesen worden,°!) dessen an- 
einanderhängende rechtwinklige Dreiecke, rolywva« 0g90ywvıa MvmuEvg, 
nicht wohl anders verstanden werden können. Es ist wahr, alle drei 
Dinge finden sich auch auf indischem Boden wieder. Sollen wir hier 
abermals ganz ähnlich geartete Denkvermögen annehmen, welche an zwei 
Orten selbstständig bis zu Einzelheiten genau gleiche Betrachtungen an- 
stellten? Hankel selbst hat so schön nachgewiesen,°?) dass die Formel 
für den Vierecksinhalt bei Brahmagupta höchst wahrscheinlich nur 
für Trapeze und Tetragone aufgestellt ist, dass es eine zufällige 
Erscheinung bildet, wenn sie allgemein für jedes Sehnenviereck richtig 
ist. Er hat in den Trapezen Vierecke erkannt, welche eben durch ge- 
wisse vier aneinanderhängende rechtwinklige Dreiecke gebildet werden, 
in den Tetragonen solche Figuren, welche heute gleichseitige Parallel- 
trapeze genannt sind. Müssen wir erst noch hervorheben, dass gerade 
dieses Tetragon das roantdıov loooasA&s des Heron ist,”) vor ihm schon 
die Lieblingsfigur egyptischer Feldmessung war? 

Nicht schwerer als die bisherigen Einwürfe Hankel’s fällt bei uns 
die Behauptung ins Gewicht, mit welcher er seine Polemik abschliesst®*): 
„Viel eher mag es als Beweis für die gänzliche Unabhängigkeit der 
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indischen Geometrie von Heron dienen, dass sich des Letztern Satz über 
die Fläche eines gleichseitigen Dreiecks (4 + 7!;)«? bei den Indern nirgends 
findet, und doch scheint es unzweifelhaft, dass, wenn sie jemals mit der hero- 
nischen Geometrie in irgend einer Weise bekannt gemacht worden wären, 
sie vor Allem diese Formel bemerkt haben würden.“ Es sei für künf- 
tige Zwecke hier vorweg bemerkt, dass der Kern der Formel 4=(4+1,) @ 
darin liegt, dass in ihr 1Y3=4+-1,, d.h. Y3=2% gesetzt ist. Es 
kommt also nur darauf an, diesen Näherungswerth in Indien als ge- 
bräuchlich nachzuweisen, um Hankel’s Wunsch zu erfüllen. Wieviel 
kannte aber Hankel, kannten wir Alle bis vor Kurzem von indischer 
Geometrie, um apodiktisch auszusprechen: dieser oder jener Satz findet 
sich nirgends! Wir brauchen nur an unzweifelhafte Schüler der hero- 
nischen Geometrie zu erinnern, an Epaphroditus, an Nipsus, an 
den Anonymus von Chartres, an Gerbert; bei diesen Allen findet sich 
der Satz vom Inhalte des gleichseitigen Dreiecks nicht. Würde man 
daraus schliessen können, die römische, die mittelalterliche Geometrie 
habe sich unabhängig von Heron entwickelt? Da liegt es doch, scheint 
uns, näher, Das zu beachten, “was vorhanden ist, als nicht Vorhandenem 
nachzuseufzen. 


Bezüglich der griechischen und indischen Geometrie waren die fal- 
schen Näherungsformeln der Egypter und der heronischen Schriften 
sammt ihrer Schüler für Dreiecks- und Vierecksinhalte zu berücksichti- 
gen, welche bei Brahmagupta auftreten”) und auf welche von Mar- 
tin nur im Vorbeigehen,”®) von |seinem Gegner gar nicht aufmerksam 
gemacht worden ist, — Formeln, mit welchen in geistigem Zusammen- 
bange auch eine für den Kubikinhalt von Körpern steht, °’) gleichfalls 
jedem Leser Heron’s durchaus geläufig. 


Da musste man die Flächenräume, welche bei Brahmagupta ge- 
messen werden sollen, selbst ins Auge fassen, durch die Commentatoren 
in mannigfachster Weise mittelst Hilfslinien in einfachere Figuren zer- 
legt, ganz so, wie es bei Heron von Alexandrien Gewohnheit ist. 


Da war auf das besondere Oapitel „Schattenausmessung‘‘ hinzuwei- 
sen, welches bei Brahmagupta sich findet,®) und welches bis zu 
Gerbert’s Geometrie und darüber hinaus als wesentlicher Bestandtheil 
gräcisirender Feldmesskunst wiederkehrt. 


Die Beispiele von Uebereinstimmung griechischer und indischer Geo- 
metrie haben sich uns bereits gehäuft, während wir nur von solchen 
Dingen sprachen, welche auch unseren Vorgängern bekannt sein mussten. 
Seit 1875 hat sich aber das indisch-geometrische Material bedeutend 
- vermehrt. Ein jüngerer deutscher Gelehrter, Dr. G. Thibaut aus 
Heidelberg, gegenwärtig Professor an dem Collegium zu Benares, hatte 
den glücklichen Gedanken, Spuren indischer Geometrie in einer Ülasse 
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von Werken zu verfolgen, welche zu diesem Zwecke einer Durchsicht 
noch nicht unterworfen worden waren, wenn auch Burnell schon dar- 
auf hingewiesen hatte. ®”) Der indische Ritus, peinlich genauen Vor- 
schriften folgend, kann der geometrischen Regeln nicht entbehren. Wenn 
der Altar nicht genau in der anbefohlenen Gestalt erbaut ist, wenn eine 
Kante nicht rechtwinklig zur andern steht, wenn in der Orientirung ein 
Fehler stattfand, so nimmt die Gottheit das ihr dargebrachte Opfer nicht 
an, ein dem Inder schrecklicher Gedanke, da für ihn- jedes Opfer ein 
förmlicher Vertrag mit der betreffenden Gottheit, eine Art von Tausch- 
geschäft ist und er somit auf Erfüllung seines bei dem Opfer gehegten 
Wunsches sich nicht die geringste Rechnung machen kann, sofern seine 
Gabe verschmäht wurde. Die rituellen Vorschriften, soweit sie auf die 
Opfer überhaupt sich beziehen, sind in den sogenannten Kalpasütras 
enthalten, und zu jedem Kalpasütra scheint als Unterabtheilung ein 
QGulvasütra gehört zu haben, welcher eben jene geometrischen Vorschrif- 
ten lehrte. 


Thibaut hat drei solche Qulvasütras vergleichender Untersuchung 
unterzogen ,“%) deren Verfasser als Baudhäyana, Apastamba und 
Kätyäyana benannt sind, und hat sich, wie wir gleich hier hervor- 
heben müssen, bei dieser Gelegenheit als ein so gewandter Mathematiker 
und Rechner insbesondere bewährt, dass die Geschichte unserer Wissen- 
schaft hoffen darf, durch ihn ebenso überraschende, als zuverlässige 
Bereicherungen zu erwerben, wenn er, der selbst gestellten Aufgabe auch 
jenseits des zuerst gesteckten Zieles treu bleibend, überhaupt nach mathe- 
matischen Spuren in nicht-astronomischen Schriften der Sanskrit -Lite- 
ratur sich umzusehen fortfährt. 


Wir sagten bereits, dass die Gestalt des Altars von wesentlicher 
Bedeutung sei. Sie hat allerdings im Laufe der Zeiten gewechselt, For- 
men annehmend, welche für jeden nicht indischen Geist an das Lächer- 
liche streifen. Welcher Europäer kann sich hineindenken, einen Altar 
in der Figur eines Falken oder irgend eines andern Vogels, eines 
Wagenrades u. s. w. zu errichten? Dabei treten jedoch zwei mathe- 
matische Gesetze auf, jedes eine besondere Gruppe von Aufgaben er- 
zeugend.*!) 


Wird ein Altar von gegebener Gestalt vergrössert, so muss die Ge- 
stalt selbst in allen ihren Verhältnissen dieselbe bleiben. Man muss 
also verstehen: 1. eine geometrische Figur zu bilden, einer gegebenen 
ähnlich und zu derselben in gegebenem Grössenverhältnisse stehend. 


Die Fläche des Altars von normaler Grösse ist ohne Rücksicht auf 
seine Gestalt stets dieselbe. Was man also gleichfalls zu leisten hat, ist: ° 
2. eine geometrische Figur in eine andere ihr flächengleiche zu ver- 
wandeln, 
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In Bezug auf das erste Gesetz möge an ein Analogon erinnert wer- 
den, welches die griechische Sage gleichfalls mit der Errichtung eines 
religiösen Bauwerkes verbindet. Unsere Leser errathen schon, dass wir 
von der Verdoppelung des Würfels reden. Eratosthenes erzählt uns, 
König Minos habe für Glaukos ein Grabmal in Würfelgestalt errichten 
lassen, und als er erfuhr, jede Seite des Würfels sei nur 100 Fuss lang, 
habe er dem Baumeister den Befehl ertheilt, welchen der Tragödien- 
diehter Euripides in die Worte kleidete: 

„Zu klein entwarfst Du mir die königliche Gruft. 
Verdopple sie; des Würfels doch verfehle nicht!“ 

Eine ganz ähnliche Aufgabe, fährt Eratosthenes fort, sei den 
Deliern gestellt worden, als sie bekümmert waren, wie eine ausgebrochene 
Seuche beseitigt werden könne. Des Orakels Spruch wies sie an, sie 
müssten den Altar des Apollon in gleich bleibender Gestalt verdoppeln, 
und. nun schickten sie zu den bei Plato in der Akademie gebildeten 
Geometern mit der Bitte, nähere Vorschriften zur Ausführung des An- 
befohlenen zu entwerfen. Von diesen Sagen hat die eine jüngere ein 
ziemlich genau zu bestimmendes Alter. Sie fällt zwischen Plato:(429 
bis 348) und Eratosthenes (276 —194) näher an Jenen, mithin etwa 
in die zweite Hälfte des IV. Jahrhunderts. Die ältere Sage aber, jeden- 
falls vor Euripides (485—406) und somit mindestens ein Jahrhun- 
dert vor dem Alexanderzuge griechisches Eigenthum, geht bis auf das 
Heroenzeitalter zurück, bis auf jenen König Minos, dem wir oben viel- 
leicht eine Stelle in der mythischen Astronomie der Inder zuweisen 
mussten. 

Die Inder begnügten sich, soviel aus Thibaut’s gegenwärtigen 
Forschungen zu entnehmen ist, mit der leichteren Aufgabe, nur die 
Aehnlichkeit der oberen Fläche des Altars zu wahren, und bedurften, 
da Flächen im quadratischen Verhältnisse einer Seite stehen, nur der 
Ausziehung von Quadratwurzeln, sei es, dass dieselben durch Rechnung 
ermittelt, sei es durch Zeichnung erhalten wurden. Hätte die körper- 
liche Aehnlichkeit erzielt werden wollen, so hätte die rechnende Aus- 
‘führung den Indern des VII. Jahrhunderts wenigstens keine Schwierig- 
keit bereitet, da Brabmagupta mit der Ausziehung der Kubikwurzel 
bekannt war.“?) Es ist also eine wohl aufzuwerfende Frage, ob nicht 
auch Spuren der schwierigeren Aufgabe in Indien zu finden sein möch- 
ten? Ohne Material zur Bejahung dieser Frage sehen wir zu, wie die 
Ausziehung der Quadratwurzel in den Gulvasütras uach den beiden an- 
gedeuteten Methoden vollzogen wird. 

Was die Rechnung betrifitt, so geben Baudhäyana und Äpas- 

1 1 ar 
34 3434 Thibaut 
hat versucht, die Rechnung wiederherzustellen, mit deren Hilfe dieser 


tamba®) den Näherungswerth y2= 1+ = + 
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Werth gefunden wurde. Er meint, die Inder hätten sich eine Liste der 
doppelten Quadrate aller aufeinander folgender ganzer Zahlen, etwa von 
1 bis 20, angefertigt und daneben sei stets die dem Ergebnisse zunächst- 
liegende ganze Quadratzahl geschrieben worden, so dass der Anfang der 
Liste, einige Zwischenglieder und der Schluss etwa so ausgesehen haben 
mögen: 

2 Kulednad 2% 

DT Se 

23 ul 


l 


| 
= 
„» 


I 


42, 
2x 82 —128, 121-113, 
2X 92 = 162, 169 = 132, 
IX — 288, 289 — 173, 


2x 20° — - 800, 784 — 98°. h 


Aus dieser ae PER man, dass nahezu 2X 12?—= 17? war, woraus 
17 a 
yi==1+3 +37 4 folste. Um Etwas war freilich dieser Wurzel- 
werth zu gross. en 17 Längeneinheiten gaben ein Quadrat von 289 
Flächeneinheiten, während nur 288 entstehen sollten. Die eine Flächen- 
einheit, welche wieder wegzunehmen war, konnte nun fast genau in 
Gestalt eines rechtwinkligen Stückes gedacht werden, welches aus den 
Vierunddreissigsteln von 33 Quadratchen (das Eckquadratchen gehört 
dem waagrechten und dem senkrechten Schenkel gleichzeitig zu) zusam- 


z : 1.98 
mengesetzt ist. Das heisst: es ist schon viel genauer 2% 1a (17 —_ =) 


34 
ı 57 
3. z 3.4.34 408 


Wir können dem Philologen, der eine so sehr mathematische Denk- 


oder VIa= 1 +3 4 — 


weise sich anzueignen wusste, nur unsere beglückwünschende Anerken- 
nung aussprechen. Auf zwei Dinge müssen wir aber doch aufmerksam 
machen. Erstlich dass hier die Quadratwurzel durch Stammbrüche dar- 
gestellt ist, eine egyptisch -griechische Gewohnbeit, zweitens dass das 
rechtwinklige Flächenstück, um welches das Quadrat von 17 verkleinert 
wird und dann wieder als Quadrat erscheint, eine der griechischen Geo- 
metrie angehörende Figur ist und z. B. bei Heron den Namen Gno- 
mon führt. **) 

Die zeichnende Herstellung der Quadratwurzel bedient sich, wie 
nicht anders zu erwarten steht, des pythagoräischen Lehrsatzes, Bemer- 
kenswerth dabei ist, dass in dem indischen Wortlaute von einem recht- 
winkligen Dreieck keine Rede ist, sondern dass die Hypotenuse als 
Diagonale eines Rechtecks gedacht wird, und dass ferner unterschieden 
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wird, ob jenes Rechteck gleichseitig, ob nicht, mit anderen Worten, ob 
es sich um die Quadratwurzel aus 2 oder aus einer andern Zahl handelt, 
die construirt werden soll. 
„Das Seil, quer über das gleichseitige Rechteck gespannt, bringt 
ein Quadrat von doppelter Fläche hervor.‘ %) | 
„Das Seil, quer über ein längliches Rechteck gespannt, bringt 
beide Flächen hervor, welche die Seile längs der grösseren und klei- 
neren Seite gespannt hervorbringen.‘‘#6) 
Das ist der ungefähre Wortlaut bei Baudhäyana. Einen Beweis sucht 
man vergeblich. Für den ersten Fall meint Thibaut, es dürfte indi- 
schem Geiste entsprochen haben, die Quadrate der beiden Katheten je 
durch eine Diagonale zu halbiren, das Quadrat der Hypotenuse durch 
Ziehen beider Diagonalen zu viertheilen, wodurch die Identität der 
sämmtlichen so entstehenden Dreiecke von #elbst hervortrete (Taf. 1, 
Fig. 1), also auch die Identität von je 4 derselben zusammengenommen. 
Den zweiten Fall dagegen erkennt man, wie Baudhäyana ausdrücklich 
sagt,*’) an den Rechtecken, deren Seiten aus 3 und 4, aus 12 und 5, 
aus 15 und 8, aus 7 und 24, aus 12 und 35, aus 15 und 36 Längen- 
einheiten bestehen. 

Wir gestatten uns wieder drei, wie wir glauben, nicht unwichtige 
Bemerkungen. Die erste hat eigentlich Thibaut schon dahin gemacht, 
dass das letzte von Baudhäyana erwähnte rationale rechtwinklige 
Dreieck mit den Katheten 15 und 36 dasselbe sei, welches er als zweites 
unter dem Namen des Dreiecks mit den Katheten 12 und 5 bereits 
genannt hat. Spricht sich, fragen wir daran anknüpfend, in dieser 
Tautologie ein tiefes Verständniss des behandelten Gegenstandes aus? 

Die zweite Bemerkung bezieht sich auf das Theilen des pythago- 
räischen Lehrsatzes in zwei gesonderte Sätze. Eine allgemeine geome- 
trische Wahrheit zunächst an vielen Unterfällen zu prüfen, beziehungs- 
weise zu erhärten, das ist durchaus griechisch! Gerade von der Be- 
kanntschaft mit der griechisch-mathematischen Literatur aus hat z. B. 
S. Günther den Beweis der alten Pythagoräer für den nach ihrem 
Meister genannten Lehrsatz neu zu erfinden versucht,?®) und sein Ver- 
such stimmt bis in die Einzelheiten mit jener Theilung in zwei Fälle, 
welche Baudhäyana uns kennen lehrt, und mit dem Vorschlage Thi- 
baut’s zum Beweise des ersten Falles überein, während es der Ver- 
sicherung nicht bedarf, dass schon nach Zeit und Ort beider Veröffent- 
lichungen weder Thibaut eine Ahnung von Günther’s Arbeit haben 
konnte, noch umgekehrt Günther von der Thibaut'’s. 

Endlich drittens können wir, die vorige Bemerkung verstärkend, 
auf eine Analogie aufmerksam machen, welche uns unmöglich Sache des 
Zufalls allein zu sein scheint. Auch in der Geometrie des Heron von 
Aexandrien tritt der pythagoräische Lehrsatz zuvor bei der Berechnung 
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der Diagonale eines Rechtecks auf, ehe noch von Dreiecken die Rede 
ist. Auch dort wird in zwei einander unmittelbar folgenden Beispielen 
unterschieden zwischen der Diagonale des gleichseitigen und des un- 
gleichseitigen Rechtecks!) 

Die Anwendung des pythagoräischen Lehrsatzes bei den Verfassern der 
Culvasütras besteht theils in Additionen, theils in Subtraetionen von 
@Quadraten, so dass Summe und Rest wieder in Quadratform erscheinen. 
Die beiden Figuren (Fig. 2 und 3) genügen, um den heutigen Leser ins 
Klare darüber zu setzen, dass das eine Mal A#2?=AB?+ BE?, das an- 
dere Mal D6@®=4B?— DF? sein wird.°°%) Sollen bei der Addition 
gleiche Quadrate in grösserer Anzahl zusammengefasst werden, d. h. soll 
ein Quadrat gefunden werden, welches ein ganzes Vielfaches eines an- 
dern sei, so wird Schritt für Schritt weiter gegangen, zuerst ein dop- 
peltes, dann ein dreifach®s, ein vierfaches Quadrat u. s. w. ermittelt, ja 
es stehen für alle diese Fälle besondere Namen der einzelnen Aufgaben 
zu Gebote,®!) 

Eine zweite Gruppe von Aufgaben lehrt, wie wir sagten, eine Figur 
in eine andere ihr gleichflächige zu verwandeln. Hier sei zuerst der 
Verwandlung eines Rechteckes in ein Quadrat gedacht, welche dadurch 
überaus interessant ist, dass sie nur den pythagoräischen Lehrsatz als 
bekannt voraussetzt, dagegen von der euklidischen®®) Anwendung des 
Satzes von der Senkrechten aus einem Peripheriepunkte des Kreises auf 
dessen Durchmesser ganz absieht. Baudhäyana verfährt nämlich wie 
folgt:5®) Das Rechteck ABCD (Fig. 4) soll in ein Quadrat verwandelt 
werden. Man schneidet das kleine Quadrat AEFD ab, welches jetzt 
noch um das Rechteck EBCF zu vergrössern ist. Letzteres wird durch 
GH halbirt und die Hälfte GRCH als FIKD an das Quadrat AEFD 
angelegt. Somit ist das ursprüngliche Rechteck ARCD in ein Gnomon 
AGHFIK verwandelt, d. h. in den Unterschied der beiden Quadrate 
AGLK und FHLI. Die Differenz zweier Quadrate als Quadrat zu zeich- 
nen hat man aber gelernt, und so ist keine Schwierigkeit mehr vorhan- 
den, die gewünschte Umwandelung zu vollenden. 

Weitaus bedeutsamer für die Zwecke unserer Untersuchung sind 
jedoch unter dieser Gruppe von Aufgaben diejenigen, welche sich auf 
die gegenseitige Umwandelung eines Quadrates und eines Kreises inein- 
ander beziehen. Von diesen Aufgaben ist die eine schon längst der 
aufmerksamsten Beachtung aller Historiker sicher gewesen. Quadratur 
des Kreises ist der Kunstausdruck, dessen man sich bedient, wenn 
ein Quadrat gefunden werden soll, einem gegebenen Kreise gleichflächig, 
sei es, dass man durch Rechnung, sei es durch Zeichnung die Seite des 
gesuchten Quadrates sich verschaffen will. Die entgegengesetzte Aufgabe: 
einen einem gegebenen Quadrate gleichflächigen Kreis zu construiren, 
hat man bisher, wenn überhaupt, nur sehr im Vorbeigehen besprochen. 
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Uns ist auch in der That nur eine Construction zur Lösung dieser Auf- 
gabe bisher bekannt gewesen, von welcher wir als von der Construction 
Albrecht Dürer’s an anderem Orte gehandelt haben.5?) Es will schei- 
nen, als werde künftighin der Geschichtsschreiber der Mathematik auch 
mit dieser zweiten Aufgabe sich beschäftigen müssen, für welche wir 
den Namen der Rundmachung des Quadrates vorschlagen. Wir 
bemerken ferner, dass im Folgenden jedesmal r den Halbmesser, d den 
Durchmesser des Kreises, « die Seite, ö die Diagonale des gleichflächigen 
Quadrates bedeuten soll. 

Die Qulvasütras®?) enthalten folgende Vorschrift zur Rundmachung 
des Quadrates (Fig. 5). Die Diagonalen AC, BD des Quadrates werden 
gezogen und durch deren Durchschnittspunkt E die Gerade ÄF parallel 
zu den Seiten AD und DC des Quadrates. Von E als Mittelpunkt aus 
wird mit 24 als Halbmesser der Bogen AF beschrieben bis zum Durch- 
schnitte mit XF. Das über das Quadrat hinausreichende Stück FI wird 
in den Punkten @, Z in drei gleiche Theile getheilt, so ist ZZ der Halb- 
messer des um E als Mittelpunkt zu beschreibenden gesuchten Kreises. 


Für die Quadratur des Kreises dagegen liefert sowohl Baudhäyana, 


als Äpastamba, als Kätyäyana die Regel a=4#d, während Baud- 


‘ 7 1 % 1 
häyana vereinzelt auch noch lit ara) 


angiebt. 

Sonderbare Construction, sonderbare Regeln! Ob es wohl möglich 
ist, eine Spur zu finden, welche uns dem Ursprung jener Dinge etwas 
näher bringt? Vielleicht. 

Die Regel Baudhäyana’s für die Quadratur des Kreises mit der 
Construction zur Rundmachung des Quadrates zu identificiren, ist schon 
Thibaut gelungen, wie anerkennend hervorgehoben werden muss. Jene 


Construction giebt d=«a+4(ö— «) oder, da o=«.Y?2, auch d=3(2+V2) 
dd 
2+y2 
Näherungswerth oben nachgewiesen Y2=$11 und durch Einsetzung 
dieses Werthes wird e=4434d oder, in Brüche mit kleineren Benen- 
nungen zerlegt, welche eine leichtere Rechnung zulassen, sehr nahezu 
7 1 1 1 
(tan antenne 

Wir haben soeben gesehen, dass eine Uebersetzung der Construction 
zur Rundmachung des Quadrates in eine Rechnungsvorschrift nichts An- 


beziehungsweise « = Nun war aber als in Indien bekannter 


) d, wie Baudhäyana vorschreibt. °%) 


deres erfordert, als die Kenntniss eines Näherungswerthes für Y2. Dass 
immer und überall derselbe Näherungswerth für diese Wurzelgrösse in 
Gebrauch gewesen sein sollte, ist weder wahrscheinlich, noch wahr. Wir 
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wissen z. B., dass mittelalterliche Juden Y2=% rechneten.”) Ueberlegen 


wir nun, welchen Näherungswerth von /Y2 der Erfinder der Con- 
struction zur Rundmachung des Quadrates wohl gebraucht haben mag? 
Das Stück FI wird bei dieser Construction in drei gleiche Theile getheilt; 
das liegt am Nächsten, sofern 7J selbst gleich drei Längeneinheiten war. 
en 


Dasselbe FJ ist genau = == Benutzen wir nun einen 


2 
Augenblick das Aehnlichkeitszeichen w in der Bedeutung „annähernd 








gleich‘, so ergiebt sich ee a3, a+6wayY2, also durch Qua- | 


drirung @+12« +36 2a? oder @— 12a 36, d.h. am 6+Y 7214, 
da ganzzahlige Längenmasse genommen werden müssen, wenn ein be- 
quemer Näherungswerth der Rechnung zu Grunde gelegen haben soll. 
Ö 


N & 
>=, 6=6+0=W und YI=— 





Daraus finden wir weiter wegen 
=? a2. 

Nun ist aber 12 nicht blos ein ganz erträglicher Näherungswerth 
für Y2, welcher bei a=14, ö=20 uns das verlangte FI=8 liefert; 
die ganze Üonstruction nimmt unter dieser Voraussetzung einen über- 
raschend bekannten Charakter an. Jetzt ist nämlich <=2EH=16, 
d.h. =4$5:=2, 06, genau dieselbe Vorschrift, welche sich im Oceident 
bis zu Albrecht Dürer erhalten hat! 

Wir verhehlen uns freilich nicht, dass unserer Auffassung ein ge- 
fährlicher Einwurf droht. Wenn die Dürer’sche Construction auf a=14, 

Rn 
4 
muss, während, als wir früher uns mit der Dürer’schen Construction 
beschäftigten,°*) wir in ihr den Werth m=31 wiedererkennen wollten, 
der schon bei Vitruvius auftritt und den inzwischen Max Curtze- 
bei einer grössern Anzahl von Praktikern aufgefunden hat. Dass zwei 
Werthe von z in einer und derselben Construction stecken sollten, das 
ist doch wohl kaum glaublich. Gleichwohl scheint uns das kaum Glaub- 
liche hier der Fall zu sein. Vitruvius benutzt nämlich r=3# nicht 
zur Quadratur, sondern zur Rectification des Kreises. Es liesse 
sich also ganz gut denken, dass die Dürer’sche Construction ursprüng- 
lich so entstanden wäre, wie wir es oben gezeigt haben. Man sah eben, 


d=16 beruht, so folgt aus ihr, wegen ®=—.d?, dass mn = 44 = 3,5 sein 


dass d=a«a zu klein, d=0Ö zu gross war, und wählte d=«+ Fa an- 
b 0 : E 
geleitet durch die Möglichkeit, bei —=3 mit lauter ganzzahligen 


Längenmaassen zu thun zu haben. Den Ort der Entstehung denken 
wir uns in Alexandrien, die Zeit sehr frühe. Die Aufgabe der Reetifi- 
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cation war in Griechenland die bedeutend spätere. Erst zur, Zeit des 
Archimedes können wir sie gegenwärtig mit Bestimmtheit nachweisen. 
Wie, wenn man erst dieser Aufgabe zu Liebe das alte Recept d= 6 
zur Grundlage neuer Rechnungen machte? Inzwischeu war die geo- 
metrisch geführte Rechnung mit Irrationalgrössen zum vollen Eigenthum 
der alexandrinischen Geometer geworden, und ohne Näherungswerth 
konnte =ay?, d—= 320°, er gesetzt werden, woraus das vitru- 
vische m = 34 folgte. 

Wir kommen zu der den drei Qulvasütras gemeinschaftlichen Vor- 
schrift, die Quadratur des Kreises mittelst der Gleichung a=42d zu 
vollziehen. Wir glauben keinem Widerspruche ausgesetzt zu sein, wenn 
wir annehmen, 42 könne nichts Anderes hier sein, als der alexandrinische 


Näherungswerth für 4/3, dessen Heron bei der Inhaltsberechnung des 
gleichseitigen Dreiecks sich bediente und dessen Benutzung also jetzt 
auch in Indien nachgewiesen ist! 


Wie freilich die Formel «=4y3.d zu erklären sei, dafür giebt es 
so verschiedene Möglichkeiten, dass wir deren mindestens zwei aus- 


‘sprechen müssen. Aus «=14/3d folgt m=3, d.h. der Werth der Ver- 
hältnisszahl des Kreisumfanges zum Durchmesser, den wir bei anderer 
Gelegenheit als babylonisch nachgewiesen haben, °®) der aber auch, was 
wir damals übersehen haben, auf indischem Boden bis zu Brahmagupta 
sich erhalten hat.®”) Die andere Auffassungsweise besteht darin, dass 


4y34d leicht ersichtlich die Höhe des über dem Durchmesser gezeichne- 
ten gleichseitigen Dreiecks ist. Ist auch auf griechischem Boden bisher 
keine Spur zu finden, dass ein solches Dreieck bei Quadraturversuchen 
angewandt worden wäre, so ist doch ein eigenthümlicher Zusammenhang 
vorhanden, auf welchen aufmerksam gemacht werden muss, auf den wir 
auch früher schon halb unbewusst hingedeutet haben.) Heron von 
Alexandrien berechnet nämlich den Inhalt des gleichseitigen Dreiecks 
als (4 + 1,)a?, dessen Höhe aber nicht, wie man vermuthen sollte, als 
(3++)a, sondern subtractiv, indem er von der Seite 71; und „1;, also 
zusammen 7% abzieht.°!) Subtraetiv sprechen aber auch die Qulvasütras: 
„Theile (den Durchmesser) in 15 Theile und nimm 2 weg; das (was 
übrig bleibt) ist ungefähr die Seite des Quadrates.‘ 

Wir haben die Schwierigkeiten und Zweifel, welche unsere Hypo- 
thesen keineswegs alle aus dem Wege räumen, nicht verschwiegen. Wir 
sind apch weit entfernt von der Anmassung, iu unseren Meinungen 
sofort anzuerkennende historische T'hatsachen zu sehen. Wir geben im 
Voraus zu, es sei möglich, andere und bessere Erklärungen zu finden, 
Das Einzige, was wir nicht preisgeben, weil es allzu augenscheinlich von 
allen Seiten zu Tage tritt, ist der Zusammenhang zwischen Alexandrini- 
schem und Indischem auch in den die Kreisrechnung betreffenden Capiteln. 

Hist.-lit. Abthlg, d. Zeitschr. f. Math. u, Phys. XXIIT, 1. 2 
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Wir wenden uns zu einem letzten Gegenstande und, wie wir an- 
kündigend zu behaupten wagen, zu einem hochwichtigen und interessan- 
ten. Es handelt sich um die Orientirung der Altäre und um ihre genau 
rechtwinklige Herstellung. Das erste und wichtigste Geschäft®?) besteht in 
der Absteckung des präci, d. h. der ostwestlichen Linie. Wer erinnert 
sich dabei nicht sofort an den decumanus‘®?) der römischen Agrimensoren ? 
Wie in den Qulvasütras die Absteckung dieser ostwestlichen Linie mit 
Hilfe astronomischer Beobachtungen gelehrt wird, hat Thibaut bis jetzt 
noch nicht veröffentlicht. Dagegen findet sich eine Vorschrift dazu im 
Sürya Siddhänta,°*) und diese deckt sich vollständig mit der bei Vitru- 
vius erhaltenen, °) die zweimalige Benutzung eines Schattennehmers am 
Vormittage und Nachmittage desselben Tages in Zeitpunkten, zu welchen 
der Schatten des Apparates genau gleich lang ist, voraussetzend. 

Von dem präci ausgehend werden nun rechte Winkel abgesteckt, 
und zwar mit Hilfe eines Seiles. Die Länge des präci, d. h. also der 
ostwestlichen Abmessung des Heiligthums, sei 36 padas. An beiden 
Endpunkten desselben wird je ein Pflock in den Boden eingeschlagen.) 
An diese Pflöcke befestigt man die Enden eines Seiles von 54 Padas 
Länge, in welches zuvor 15 Padas von einem Ende entfernt ein Knoten 
geschlungen wurde. Spannt man nun das Seil auf dem Erdboden, in- 
dem man: den Knoten festhält, so entsteht .ein rechter Winkel am Ende 
des präci. Die Richtigkeit des Verfahrens leuchtet ein, indem (Fig. 6) 
die Entfernung 36 der beiden Pflöcke von einander und die Seil- 
abschnitte 15 und 39 in der That ein rechtwinkliges Dreieck bilden, in 
kleinsten Zahlen ausgedrückt das rechtwinklige Dreieck von den Seiten 
5, 12, 13. Solche Seilspannung zur Erreichung desselben Zweckes, d.h. 
zur Erlangung eines rechten Winkels finden wir auch anderwärts. 

Seilspannung ist es, deren Heron sich im $ 25 seiner Dioptrik ) 
bedient, wenn verlangt wird, die auf dem Felde mit Ausnahme von zwei 
oder drei durch Grenzsteine gesicherten Punkten verloren gegangene 
Umfriedigung eines Grundstückes mit Hilfe des vorhandenen Planes 
wiederherzustellen. 

Seilspannung war die Thätigkeit, von welcher die Harpedonapten, 
die Seilspanner,®) ihren Namen entlehnten; sie, denen gegenüber De- 
mokritos sich rühmte:°) „Im Construiren von Linien nach Massgabe 
der aus den Voraussetzungen zu ziehenden Schlüsse hat mich Keiner je 
übertroffen, selbst nicht die sogenannten Seilspanner der Egypter.‘‘ Sie 
waren offenbar die Gehilfen der Tempelbaumeister, wenn nicht diese 
Baumeister selbst. Ihnen lag es ob, mit Hilfe eines zwischen zwei 
Pflöcken anzuspannenden Seiles die genaue Rechtwinkligkeit des Gebäudes 
herzustellen, 

Dass aber hiermit keine leere Hypothese vorgetragen ist, bestätigen 
egyptische Texte, auf welche uns unser Freund Aug. Eisenlohr hin- 
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wies, als wir ihm die eben erörterte Meinung gesprächsweise darlegten. 
Einer dieser Texte, die Gründung des Tempels zu Edfu betreffend, ist 
Gegenstand der Forschung zweier unserer bewährtesten Egyptologen 
gewesen. Von Dümichen’s Resultaten hat für uns nur das Eine Wich- 
tigkeit, dass die Gründung jenes Tempels am 23. August 237 v. Chr. 
stattfand.?%) Dem Aufsatze von Brugsch über Bau und Maasse des 
Tempels von Edfu entnehmen wir die Schilderung der Grundsteinlegung, 
wie sie auf Tempelwänden von Dendera, von Theben, von Esne und 
von Edfu vielfach abgebildet ist: ?!) 

„Das Hauptbild zeigt uns stets den König in seiner Eigenschaft als 
Stellvertreter des Gottes Thoth in höchstem Schmucke, in Gesellschaft 
der Bibliotheksgöttin Safey, der Herrin der Grundsteinlegung. Jede der 
genannten Personen hält in der rechten Hand eine Art von Keule, mit- 
telst welcher sie einen langen Pflock in den Erdboden einschlägt. Beide 
Pflöcke befinden sich im Innern eines kreisförmig gelegten, an seinen 
beiden Enden zusammengeknüpften Strickes, der, wie es den Anschein 
hat, durch die Pflöcke stramm angezogen wird, so dass er ungefähr in 
der Mitte der Länge beider Hölzer gleichsam frei schwebt.‘ 

Die Handlung selbst wird als Ausspannung des Strickes (pet keser) 
bezeiehnet, und dem König werden dabei Worte in den Mund gelegt, 
welche also heissen: 

„Ich habe gefasst den Holzpflock (nebi) und den Stiel des Schlägels 
(semes), ich halte den Strick (y«) gemeinschaftlich mit der Göttin Safey. 
Mein Blick folgt dem Gange der Gestirne.e Wenn mein Auge an dem 
Sternbilde des grossen Bären angekommen ist und erfüllt ist der mir 
bestimmte Zeitabschnitt der Zahl der Uhr, so stelle ich auf die Eckpunkte 
Deines Gotteshauses.“ 

Es ist gewiss überflüssig, auch nur eine Silbe als weitere Erklärung 
beizufügen. Der egyptische und der indische Text ergänzen sich allzu 
augenscheinlich und dienen mit den Worten des Demokritos zum 
Beweise, dass jenes Seilspannen zur Zeit des Weisen von Abdera, also 
mindestens schon in der Mitte des V. Jahrhunderts v. Chr., in Egypten 
heimisch war Wie alt sind dem gegenüber die Qulvasütras? 

Wir haben diese Frage mit Absicht erst jetzt, am Schlusse unserer 
Betrachtungen gestellt. Eine befriedigende Antwort bleiben Die uns 
schuldig, von denen allein wir sie zu fordern das Recht haben. Von 
Kätyäyana sagt Weber:'?) „Die Bildung des Wortes durch das Affıx 
dyana führt uns wohl in die Zeit ausgebildeter Schulen (ay«na)? Wie 
dem auch sei, damit gebildete Namen finden sich in den Brähmana selbst 
nur selten vor, resp. nur in den spätesten Theilen derselben, und be- 
kunden daher im Allgemeinen schon stets eine späte Zeit.‘“ Das Gleiche, 
wie für Kätyäyana, gilt selbstverständlich auch für Baudhäyana, 


und von einem Träger eines derartig gebildeten Namens, von Agvaläyana, 
2 * 
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wird sogar die Zeitgenossenschaft mit dem Grammatiker Pänini behaup- 
tet, welcher vielleicht erst 140 n. Chr. lebte.) Und auch Thibaut%) 
weiss sich über die völlige Unbestimmtheit, wann die Qulvasütras in 
ihrer hentigen Gestalt entstanden sein mögen, nur dadurch hinauszu- 
setzen, dass er den Inhalt der Vorschriften für unzweifelhaft viel älter 
hält als die Schriften, in denen er sie auffand; dass er viele der Regeln 
für durch Tradition überkommen erklärt, was schon aus ihrer sprach- 
lichen Form sich ergebe; dass er, wenn er sich auch nicht ausdrücklich 
dahin ausspricht, von vornherein diese Summe geometrischen Wissens in 
Indien einheimisch glaubt. 

Wir können natürlich diesem Urtheile, soweit es auf sprachliche, 
ründe sich stützt, Nichts entgegenhalten. Sachlich meinen wir es 
widerlegt zu haben. Die Uebereinstimmungen zwischen indischer und 
griechischer Geometrie treten an zu vielen Stellen hervor, als dass wir 
an zwei ganz selbstständige Entwickelungen denken dürften. Wir müss- 
ten eine gewisse Abhängigkeit annehmen, selbst wenn auf benachbar- 
ten Gebieten keine solche nachgewiesen wäre. Dann bleibt aber die . 
einzige Frage die: hat die griechische Geometrie wesentliche Bestand- 
theile aus der indischen übernommen, oder die indische, aus der griechi- 
schen, und wie diese Frage zu beantworten sei, sind wir am Wenigsten 
im Zweifel. Wir haben bei Beginn der ‚Untersuchungen über speciell 
geometrische Dinge erkannt, dass Gründe allgemeiner Natur hier für den 
westöstlichen Einfluss sprechen. Wir haben dann gezeigt, dass Einzel- 
heiten, für welche wir eine Uebertragung annehmen, auf griechisch- 
egyptischem Boden jedenfalls sehr alt sind, während ihre Nachweisbar- 
keit in Indien ganz zweifelhaften Datums ist. Wir dürfen hoffen, dass 
diese Gründe vereinigt stark genug sein mögen, unsere Ansicht als die 
richtige erscheinen zu lassen, welche wir schliesslich in folgende Sätze 
kleiden: 

Indische und griechische, insbesondere alexandrinische Mathematik 
haben sich nicht ganz unabhängig von einander entwickelt. Unser heuti- 
ges Wissen berechtigt uns zu der Vermuthung, dass die Inder Lehrer 
der Griechen in arithmetischen und algebraischen Dingen gewesen sein 
können; dass sie jedenfalls Schüler der Griechen in astronomischen, be- 
ziehungsweise astrologischen und in geometrischen Dingen waren. 


Anmerkungen 


1) Albr. Weber, Akademische Vorlesungen über indische Literaturgeschichte. 
2. Aufl. Berlin 1876. 8.3 Note 2. — Wir citiren dieses Werk künftig einfach: 
Weber, Literaturgeschichte. 

2) Burnell, Elements of South- Indian Palaeography. Mamgalore 1874. 
8.5 Note 1. 

3) Weber, Literaturgesch. 8. 269 figg. — Herm. Hankel, Zur Geschichte 
der Mathematik im Alterthum und Mittelalter, Leipzig 1874. 8. 176 - 178. 
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4) Dieser gewiss richtige Gedanke = von A.H.Sayce mit Bezug auf uralte 
babylonische Sterndeutung ausgesprochen worden. 

5) Varähamihira + 537 n. Chr. gemäss einer Angakhe von Amaräja. 
Seine Blüthe setzt Bhatta Utpala nach 505. Vergl. Bhäu Däji, On the age 
and authenticity of the works of Aryabhata, Varähamihira, Brahmegupta, Bhattot- 
pala and Bhaskarächärya in dem Journal of the Asiatie Society, New Series I 
London 1865) pag. 392 — 418. 

6) Vergl. Journal of the American- Oriental Society, Vol. VI (New- Haven 
1860) pag. 317 in der Uebersetzung des Sürya Syddhänta durch Burgess mit An- 
merkungen von Whitney. Diese hochwichtige Abhandlung, welche S. 141 — 498 
des genannten Bandes erfüllt, citiren wir künftig. einfach als Sürya Siddhänta. 

7) Weber, Literaturgeschichte, 8. 272. 

8) Sürya Siddhänta, 9. 421. 

9) Sürya Siddhänta, S. 202. Ebenda S. 215 die Angabe, kendra werde 
namentlich bei den Commentatoren für Kreismittelpunkt gebraucht. Ebenda S 178 
hora = @ga. 

10) Heronis Alexandrini Geometricorum et Stereometricorum Reliquiae ed. 
Hultsch (Berlin 1864), Praefatio pag. XVIII. 

102) Eine höchst merkwürdige Analogie bietet auch das bekannte Rechen- 
buch des Johannes Widmann von Eger, in welchem die Stelle vorkommt: 
„Das centrum das ist die Zal die do ist von centruz biss in winckel.“ 

11) Sürya Siddhänta, S. 158. 

12) Weber, Literaturgeschichte, S. 266, 

‚. 18) en Studien Bd. II S. 243 in einem Aufsatze von Albr. Weber: Zur 
Geschichte der indischen Astrologie. 

14) Journal of the Asiatie Society Vol. XX (London 1863) pag. 386 in einem 
Aufsatze ven Kern. 

15) Weber in den Indischen Studien Bd. II S. 247. Nach Schoell, Ge- 
schichte der griechischen Literatur, ed. Pinder (Berlin 1830), Bd. III S. 334, schrieb 
Paulus Alexandrinus eigener Angabe gemäss im Jahre 378 n, Chr. eine Ein- 
leitung in die Astrologie: Elgayoyn sis nv dmorsissuarinnv. 

16) Berichte über die Verhandlungen der königl. sächsischen Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Leipzig, philologisch - historische Classe, Bd. IV (1852) S. 18 u. 
19, in einer Abhandlung von Brockhaus: Ueber die Algebra des Bhaskara. 

17) So hat z. B. Schiaparelli in dem Sürya Siddhänta Ansichten des 
Herakieides Ponticos (Opinioni degli antichi sulle distanze e sulle gran- 
dezze dei corpi celesti in den Memorie del R, Istituto Lombardo, Tomo X°), bei 
Aryabhata vielleicht gar platonische, jedenfalls mit höchster Wahrscheinlichkeit 
griechische Meinungen (Precursori di Oopernico nell’ Antichita Cap. V) nachzuwei- 
sen versucht, von denen hier bei der gebotenen Kürze nicht gehandelt werden konnte. 

18) Vergl. den in unserer Anmerkung 5 citirten Aufsatz von Bhäu Däji. 

19) Die Römischen Agrimensoren und ihre Stellung in der Geschichte der 
Feldmesskunst (Leipzig 1875), 8. 123 und 127. 

20) Die Stelle, welche uns bei der Abfassung unserer in der vorigen Anmer- 
kung genannten Schrift aus dem Gedächtnisse geschwunden war, findet sich in dem 
Buche von den Schneckenlinien Satz 10 (ed. Nizze 8. 125 flg.). 

21) Agrimensoren, 8. 58 — 59. 

22) Journal Asiatique, Sixieme Serie Tome I (Paris 1863) pay. 252 sg. in 
Woepcke’s Abhandlung: Memoire sur la propagation des chiffres Indiens. 

23) Weber, Literaturgeschichte, S. 274 Note 280, mit Berufung auf Indische 
Studien VIII, 325— 326, und Reinaud, Memoire sur UInde, S. 303. 
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24) Daran wird Nichts geändert, mögen die Gobarziffern, wie Woepcke 
behauptet, Anfangsbuchstaben indischer Zahlwörter aus dem II. Jahrhundert n. 
Chr. sein oder, wie Burnell in dem Anmerkung 2 genannten Werke 9. 47—48 
annimmt, von nicht alphabetischen Zahlzeichen aus Höhleninschriften derselben 
Epoche abstammen. 


25) Wir haben vielfache Beweise dafür in unseren Römischen Agrimensoren 
geliefert, 

26) Nur einmal begegnet die Verhältnisszahl 7 uns in der Gleichung 1 dhätak« 
= 14valla bei Bhaskara. Vergl. Colebrooke, Algebra with Arithmetie and 
Mensuration from the Sanscrit (London 1817), pag. 2. 


27) Hankel (in dem Anmerkung 3 citirten Werke), S. 205—209. Vor Han- 
kel traten für die durchgängige Originalität indischer Mathematik namentlich 
Libri und Arneth ein. 

28) Memoires presentes par divers savants a V’Academie des insceriptions et 
belles lettres, Serie I, Sujets divers d’erudition, T. IV (Paris 1854), pag. 164—176. 

29) Colebrooke (so citiren wir künftig immer das in Anmerkung 26 ge- 
nannte Werk), S. 72. 

30) Hankel, S. 210. 

31) Agrimensoren (das in Anmerkung 19 genannte Buch), 5. 40 und Note 77, 

32) Hankel, 8. 212 — 215. 

33) Agrimensoren, $. 42. 

34) Hankel, S. 211. 

35) Colebrooke, pag. 295: The product of half the sides and countersides is 
the gross area of a triangle and tetragon. 

36) Martin (1. c. Anmerkung 28), pag. 176: Dans cequi reste de ces compi- 
lations grecques, on remarque des esxpressions bizarres et des propositions inexactes 
qui ne viennent pas d’Heron mais sans doute des arpenteurs egyptiens. Tout cela 
se retrouve dans les compilations de Brahmegupta et des Indiens posterieurs. 


37) Colebrooke, pag. 312: The area deduced from the moieties of the sums 
of the sides at top and at bottom, being multiplied by the depth, is the practical 
measure of the content. Half the sum of the areas at top and at bottom, multi- 
plied by the depth, gives the gross content. 

38) Colebrooke, pag. 317: Section IX. Measure by shadow. 

39) Burnell, Catalogue of a collection of Sanscrit manuscripts, pag. 29. 


40) The Sulvasutras by G. Thibaut, Ph. D. Anglo-Sanskrit Professor, Ba- 
naras College. KReprinted from the Journal, Asiatic Society of Bengol, Part. I 
for 1875. Calcutta 1875. Wir citiren diese Abhandlung kurzweg als: Thibaut. 


41) Thibaut, pag.5: The acea of every chiti whatever its shape might be — 
falcon with curved wings, wheel, praüga, tortoise etc. — had to be equal to 7} 
square purushas. On the other hand, when at the second construction of the altar 
one square purusha had to be added to the seven and a half constituting the first 
chiti, and when for the third construction two square purushas more were required 
the shape of the whole, the relative proportions of the single parts had to remain 
unchanged. 

42) Colebrooke, 8. 279 -— 280. 

43) Thibaut, S. 13— 15. 

44) Heron (ed. Hultsch, Berlin 1"64), S. 20— 21 in der 58, u, 59. Definition 

45) Thibaut, 8.7. 

46) Thibaut, 8.8. 

47) Thibaut, 8.9. 
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48) Ziele und Resultate der neueren mathematischen Forschung, von Dr. 
Siegmund Günther (Erlangen 1876), S. 41 lg 

49) Heron (ed. Hultsch, Berlin 1864), S.51—52. Allerdings soll nicht 
verschwiegen werden, dass die Cap. 8 und 9, von welchen hier die Rede ist, nur 
einem Pariser Codex anzugehören scheinen. Vielleicht hängt mit dem hier erörter- 
ten Gegenstande auch der sonderbare $12 des Epaphroditus (vergl. Agrimensoren, 
S. 209) zusammen: SÜ fuerit trigonus paralelogramus hortogonius u. s. w., wo die 
Diagonale eines Rechtecks gesucht wird? 

50) Thibaut, 8. 18. 

51) Thibaut, 8. 16. Die Seite des 2-, 3-, 10-, 40 mal so grossen Quadrates 
heisst dvikaranı, trikarani, dagakarani, Er Ar 

52) Euklid’s Elemente, Buch II Satz 14. 

53) Thibaut, 8. 19. 

54) Agrimensoren, $. 88. 

55) S. 26-28. 

56) + Z 5 5, 2 506 m. 5 a Trıye ist etwas grösser als 1334; nämlich 
ersterer Bei ist = 0,878681..., letzterer = 0,878679; der Unterschied beträgt also 
nur zwei Einheiten der sechsten Decimalstelle. Will man aus «= 2%; d die Verhält- 
nisszahl des Kreisumfangs zum Durchmesser berechnen, so findet man #7=3,0883.... 

57) Vermischte Untersuchungen zur Geschichte der mathematischen Wissen- 
schaften, von Dr. Siegmund Günther (Leipzig 1876), S. 304 Note **, 

58) Zeitschrift für Mathematik und Physik Bd. XX, historisch-literarische 
Abtheilung S. 163 — 165. 

59) Colebrooke, $. 308 

60) Agrimensoren, $. 40. 

61) Heron (ed. Hultsch, Berlin 1864), 8. 58: Toıywvov dt loonAevgov rnv 
 nadgErov sÜgEelv  molsı oVrwg' Voyele dei ro ı A ng wıdg rov nAEvEWv xal To 
Aoınov Eoraı 0 agıyuos tig nagErov. 

62) Thibaut, S. 9—10, 

63) Agrimensoren, $. 66. 

64) Sürya Siddhänta, S. 239. 

65) Agrimensoren, S. 67. 

66) Vergl. auch Albr. Weber in den Indischen Studien X, 364 u. XIII, 233 figg. 

67) Agrimensoren, 3. 25. 

68) Zu welchen entsetzlichen Deutungsversuchen das ungläckliche Wort &ens- 
dovanreı bisher herhalten musste, vergl. Thesaurus Graecae linguae ed. Dindorf, 
Paris 1831— 1856, Bd. I, 2 8. 2032. 

69) Bretschneider, Die Geometrie und die Geometer vor Euklides (Leipzig 
1870), S.12. Die Stelle selbst stammt aus Clem. Alex. Stromata I, 8.357 (ed. Pott). 

70) Zeitschrift für egyptische Sprache und Alterthumskunde, herausgeg. von 
Lepsius, Bd. VIII (Leipzig 1870), 8.7. 

71) Zeitschr, f. egypt. Sprache u, s. w. VIII, S. 154- 156. Abbildungen sind 
im Druck veröffentlicht bei Brugsch, Recueil de monuments egyptiens (Leipzig 
1862), T. I pl. 81, fig. 4, und bei Mariette, Denderah: description generale du 
grand temple de cette ville (Paris 1870), T.1 pl. 20. Vergl, auch Brugsch, De- 
motisches Wörterbuch (Leipzig 1867), S. 327. 

72) Weber, Literaturgeschichte, S. 58 

73) Weber, Literaturgeschichte, S. 236. 

74) Thibaut, 8. 44—45. 


Recensionen. 


Bullettino di bibliografia e di storia delle scienze malemaliche 
e fisiche pubblicatoe da B. Boncompagni. Tomo VIII. Roma 
Tipografia delle scienze matematiche e fisiche, 1875. 


Da sich dieses Referat in allen Aeusserlichkeiten genau an das im 
21. Bande (Heft 1) über den 74er Jahrgang des „Bullettino‘‘ nieder- 
gelegte anschliesst, so können wir uns sofort zur Besprechung der ein- 
zelnen Abhandlungen wenden. 


1) Luigi Lodi, Intorno ai vita ed ai lavori del prof. Geminiano Riccardi, 

S.1—15. 

Der Verfasser, Bibliothekar zu Modena, hebt im Eingange hervor, 
dass die Söhne dieser Stadt von altersher um die mathematischen Wis- 
senschaften sich wohlverdient gemacht hätten; unter den von ihm nam- 
haft gemachten Persönlichkeiten heben wir als allgemeiner bekannt her- 
vor: Guarini, dessen geometrische Leistungen Chasles der Vergessen- 
heit entriss, Barozzi, Herausgeber des Proclus, Montanari, den 
Iintdecker des veränderlichen Sternes R Hydrae, und den berühmten 
Optiker Amici. Würdig reiht sich diesen Vorläufern der wackere -» 
Riceardi -(21. Februar 1794 bis 17. August 1854) an, von dessen 
Leben und Wirken Herr Lodi uns einen sichtlich treuen und liebevol- 
len Bericht erstattet. Auf der gelehrten Schule der Vaterstadt gebildet, 
studirte Rieccardi zuerst hier, später aber zu Bologna, und erwarb sich 
daselbst das doppelte Diplom eines Licentiaten der Ingenieurwissenschaft 
und eines Doctors der Mathematik. Als im Jahre 1815 Franz IV. die 
modenesische Universität wieder ins Leben treten liess, erhielt Jener die 
Professur der allgemeinen Physik, wozu nach Ruffini’s Tode diejenige 
der angewandten Mathematik und zehn Jahre später eine Lectur an der 
neu errichteten Genieschule trat.* -Später übernahm Riecardi auch 


* Es soll nicht verschwiegen werden, dass bei dieser Gelegenheit über die 
Lehrkörper, die Besetzungsverhältnisse ete. der verschiedenen, dem kleinen Her- 
zogthum angehörigen Lehranstalten mehrere recht interessante Nachweisungen 
gegeben werden. 
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noch das Fach der Hydraulik. Seine Lehrthätigkeit und vor Allem sein 
didaktisches Talent muss nach Herrn Lodi’s Angaben sehr bedeutend 
gewesen sein; literarisch arbeitete er viel, ohne jedoch zum Publieiren 
‚geneigt zu sein, so dass ausser einer Anzahl von handschriftlich vorhan- 
denen Lehrbüchern und einer Menge sonstiger ungedruckter Arbeiten 
nur verschiedene seiner in der modenesischen Akademie gehaltenen Vor- 
träge in die Oeffentlichkeit kamen. Dieselben bethätigen fast durchweg 
eine kritisch -vergleichende Richtung. So untersucht er die Prineipien, 
nach welchen Ampe&re und Brunacei die Differentialrechnung behan- 
delten, er bringt die Methoden von Bernoulli, Euler und Cauchy 
betreffs der Partialbruchzerlegung in gegenseitige Beziehung, er kritisirt 
die Behandlungsweise verschiedener Autoren in der Lehre von den vir- 
tuellen Geschwindigkeiten, Aber auch physikalische, bio- und biblio- 
graphische, ja selbst ökonomische Artikel finden sich vor. Bedenkt man, 
dass der auf drei Lehrstühlen thätige Mann zudem als Präsident ver- 
schiedener Commissionen und als Schulaufsichtsrath in Anspruch genom- 
men ward, dass er einen äusserst ausgebreiteten Briefwechsel mit Gelehr- 
ten aller Länder ‚führen musste, so wird man seine vielseitige literarische 
Thätigkeit bewundernswerth und es erklärlich finden, dass er fast sämmt- 
licher italienischer Akademien auswärtiges oder wirkliches Mitglied war. 

Riccardi hinterliess einen Sohn, der zur Zeit als Professor der 
Geodäsie an der nämlichen Hochschule wirkt und als Verfasser einer 
trefflichen mathematischen Bibliographie in den weitesten Kreisen be- 
kannt ist. 


2) Catalogo dei lavori -del prof. GFemimiano Riccardi, 8. 16 — 35. 


Gedruckt sind ausser einem physikalischen Werke nur 17 Zeitschrift- 
artikel. Hingegen weist die Liste der Ungedruckten nicht weniger als 
29 Piecen auf, von denen Allerdings sehr viele, und zwar gerade solche, 
deren Titel unser Interesse besonders erregen, als nicht mehr vorhanden 
angesehen werden müssen, 


3) Due seritti inediti del prof. Feminiano Riccardi, S. 36 — 50. 


Die erste der beiden hier wörtlich reproducirten Abhandlungen ist 
ein Referat über eine Biographie Legendre’s, welche, von einem 
gewissen F. M. herrührend, im Jahrgang 1833 der „ibliotheque univer- 
selle“‘ abgedruckt ist. Der anonyme Autor hatte sich vorgenommen, nach 
fünf Seiten hin Legendre’s Wirksamkeit zu schildern, indem er fünf 
Capitel normirt: Attraction der Ellipsoide, elliptische Functionen, ver- 
mischte analytische und mechanische Probleme, Astronomie und Geodäsie, 
Zahlentheorie. Riecardi nimmt diese Eintheilung an, glaubt aber in 
jedem einzelnen Abschnitte dem Verfasser einige Lücken nachweisen zu 
können. So ist von Plana’s Verdiensten um das Anziehungsproblem 
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gar keine Rede, während doch dieser Mathematiker die von Legendre 
nur aufgestellte Differentialgleichung 
+ (+ Fady 0 

erstmalig auflösen lehrte. Im zweiten Abschnitte wird Legendre ge- 
radezu als alleiniger Schöpfer der Lehre von den elliptischen Integralen 
hingestellt, während doch vor ihm Fagnano und gleichzeitig mit ihm 
Bidone eine erfolgreiche Thätigkeit in dieser Disciplin entfalteten. Bei 
Punkt 3 meint Riccardi, wenn man auch von der Nichterwähnung 
einer grossen Anzahl italienischer Forscher absehen wollte, so hätte doch 
unter allen Umständen davon gesprochen werden müssen, dass Bru- 
nacci in der Legendre’schen Begründung der Variationsrechnung 
einen bedeutenden Fehler nachgewiesen habe. In den beiden letzten 
Abtheilungen endlich wird getadelt, dass F. M. die bezüglichen Verdienste 
eines Oriani und Libri gänzlich ausser Acht liess. — Man sieht, dass 
Riccardi sehr energisch den Ruhm seiner Landsleute zu wahren wusste, 

Die zweite Notiz ist von verwandtem Charakter. Von dem belgischen 
Geometer Pagani war ein Theorem über die Zusammensetzung von 
beliebig vielen Kräften angegeben worden, welches eine Verallgemeine- 
rung eines Leibnitz’schen Satzes sein wollte. Ganz im Gegentheil 
zeigt aber Riecardi, dass Leibnitz bereits den allgemeinst denkbaren 
Fall in Betracht gezogen habe, insofern er für » Kräfte den Anfangs- 
und Endpunkt der resultirenden Kraft bestimmte, während Pagani 
lediglich die Bedingung des Gleichgewichts aufsucht. Dieses Verdienst 
Leibnitz’s hatten Johann Bernoulli und Lagrange bereits ganz 
richtig erkannt, nicht minder der Italiener Bordoni, während eine 
ganze Reihe französischer Mathematiker (Querret, Sarrus, Bobillier, 
ja selbst Chasles) die irrige Anschauung Pagani’s zu der ihren mach- 
ten. Aus der ganzen Erzählung ergiebt sich die Moral, dass nur eifriges 
geschichtliches Studium vor derartigen Verirrungen behüten könne. 

Noch deutlicher, spriebt dafür der nun folgende Aufsatz. 


4) B. Boncompagni, Intorno ad uma proprieta de’numeri dispari, S. 51 —62, 
Durch Summirung einer arithmetischen Reihe überzeugt man sich 
von der Richtigkeit nachstehender Relation: 
na(n—N)+i+rn—- N) +3+...+nn—1)+2n — 1=n. | 
Dieselbe scheint zuerst bei Nicomachus, wie auch bei’m Scholiasten 
Jamblichus vorzukommen; ebenso kennt sie Boäthius. War sie bis- 
her lediglich als Thatsache ohne Beweis gegeben worden, so erhielt sie 
einen solchen in dem 1557 erschienenen Werke des Maurolyeus: 
„4rülhmeticorum libri duo“. Dieser selbstredend nach unseren heutigen 
Begriffen schwer verständliche Beweis ward von Fontana im Jahre 1808 
in eine andere Form umgegossen. Jedenfalls also hätte die ohnehin ziem- 
lich einfache Sache als etwas Bekanntes mit allem Rechte gelten können. 
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Als aber im Jahre 1837 Sir Rowan Hamilton das längst bekannte 
Sätzchen als „Turner’s Eigenschaft der ungeraden Zahlen‘ der Aritish 
Association vorlegte, machte dasselbe grosses Aufsehen. Adhemar reichte 
später eine den nämlichen Gegenstand bellandelnde Note der Pariser 
Akademie ein, und selbst ein Physiker, Wheatstone, verliess auf einen 
Augenblick seine Berufsarbeiten, um — natürlich wieder selbstständig — 
den nicht eben unbekannt zu nennenden Satz zu erfinden. Von deut- 
schen Bemühungen in dieser Sache spricht Herr Boncompagni nicht. 

Damit man aber nicht etwa meine, an Deutschland sei jenes wich- 
tige Factum unbeachtet vorübergegangen, sei Folgendes angeführt. Im 
ersten Hefte seines Archives (S. 59 flgg.) berichtet Grunert darüber, 
später diseutirt Hellerung die Formel (ibid. S. 318 figg.) und bemerkt, 
dass sich dieselbe schon bei Kästner* finde, und schliesslich theilt 
Bretschneider (ibid. S. Al5 figg.) eine hübsche Verallgemeinerung mit. 

Einige Lectüre der griechischen Arithmetiker kann sonach Demjeni- 
gen, der eine neue algebraische Entdeckung gemacht zu haben glaubt, 
keinenfalls schaden. 


5) L. Am. Sedillot, Sur les emprunts que nous avons faits a la science arabe, 
et en particulier de la determination de la troisieme inegalite lunaire ou 
variation par Aboul-Wefü de Bagdad astronome du Xm® siecle, Lettre a 
D. B. Boncompagni, S. 63— 78, 

Dieser wesentlich polemisch gefärbte Brief enthält — abgesehen von 
Klagen über die Ungeschicklichkeit der Etymologen im Entziffern ara- 
bischer Wortverstümmelungen — den authentischen Text eines vom Schrei- 
ber dem Längenbureau vorgelegten Memorials. Dasselbe soll die seit 
langen Jahren schwebende Streitfrage, ob bereits Abul Wafa oder eıst 
Tycho Brahe die unter dem Namen der Variation bekannte (dritte) 
Ungleichheit der Mondesbahn als solche erkannt habe, definitiv in einem 
für Ersteren günstigen Sinne entscheiden. Der Fragepunkt selbst ist 
kurz dieser: Nachdem früher ganz allgemein Abul Wafa’s Priorität 
anerkannt war, stellte zuerst Biot, an den sich dann Bertrand, 
Uhasles und Leverrier anschlossen, die Ansicht auf, gewisse Kunst- 
wörter, welche bisher als Bezeichnung der Bahnoctanten gedeutet waren, 
bezögen sich lediglich auf die Sextanten, so dass also des Arabers Ano- 
malie mit derjenigen des Ptolemaeus (Evection) identisch und Abul 
Wafa selbst nur als ein unvollständiger Bearbeiter des Almagestes an- 
zusehen sei. Der Orientalist Munk glaubte für diese Auffassung in dem 
Werke des Astronomen Geber eine Stütze zu finden. Dem gegenüber 
glaubt Sedillot mit Rücksicht auf eine bessere Textinterpretation den 


* In der That trifft man das Theorem, welches freilich hier nur in der unter- 
geordneten Rolle eines Rechnungsbeispiels erscheint, in Kästner’s „Anfangsgr, 
d. Anal. endl. Grössen“, Göttingen 1794; 8. 576. 
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Nachweis führen zu können, dass Abul Wafa’s Werk ein ganz origi- 
nales sei, dass alle wissenschaftlichen Astronomen mit jenen Terminis 
die Octanten bezeichneten und nur bei den Sterndeutern eine abweichende 
irrige Benutzung derselben angetroffen werde. Auch sei es als ein höchst 
auffälliger Umstand zu bezeichnen, dass Tycho seine Wahrnehmungen 
genau in der nämlichen Weise formulirt, wie dies sein präsumtiver ara- 
bischer Vorläufer thut. 

Der Text des betreffenden Capitels von Abul Wafa’s Buch wird 
nebst einer französischen Uebersetzung anhangsweise mitgetheilt. — Da 
bei Fragen solcher Natur doch schliesslich nur die genaue Sprachkennt- 
niss entscheidet, und da auf diese unter allen beim Kampfe Betheiligten 
einzig und allein Herr Sedillot Anspruch machen kann, so dürfte seine 
Auslegung wohl als die beste erscheinen, und es bliebe dem arabischen 
Gelehrten der ungeschmälerte Ruhm seiner wichtigen Entdeckung. 


6) P. Mansion, Notice sur la vie et les travaux de Rodolphe Frederic Alfred 

Clebsch, S. 121— 132. 

7) Catalogue des travaux de R, F, Alfred Clebsch, S. 133-— 184, 

Ueber beide Publicationen ist bereits im vorigen Jahrgang der histo- 
isch -literarischen Abtheilung von Seite der Redaction referirt worden. 
Der Catalog führt mit rühmenswerther Treue auch all’ die Berichte auf, 
welche Clebsch für die „Fortschritte der Physik‘ ausgearbeitet; da sich 
dieselben überwiegend auf rein experimentelle Materien beziehen, kann 
die Behauptung der dem 7. Bande der ‚„‚Mathem. Annalen‘ einverleibten 
Biographie, die Physik als solche habe Clebsch ‚nicht besonders inter- 
essirt‘‘, wohl kaum aufrecht erhalten werden. 


8) P. Mansion, Recension zu Hankel, Zur Geschichte der Mathematik im 
Alterthum und Mittelalter, Leipzig 1874; S. 185—-220. 
Eine eingehende Berichterstattung über das bekannte Hankel’sche 
Geschichtswerk, die jedoch nicht eigentlich einen recensirenden Zweck 
verfolgt. 


9) Ferdinando Jacoli, Evangelista Torriccelli ed il metodo delle tangenti 

detto metodo del Roberval, 8. 265 — 304. 

Der durch mehrere werthvolle Arbeiten geschichtlich - mathematischen 
Inhalts bereits vortheilhaft bekannte Verfasser liefert hier eine neue 
Studie, welche wir in Verbindung mit Nr. 12flgg. unbedenklich für den 
bedeutendsten Bestandtheil dieses Bandes erklären. — Wenn der eine 
Curve beschreibende Punkt gleichzeitig verschiedenen Impulsen unter- 
liegt, se fällt die Mittelkraft letzterer mit der Berührungslinie der Curve 
in jenem Punkte zusammen. Auf. diesen Lehrsatz hat, wie wenigstens 
fast allgemein angenommen wird, zuerst Roberval die Lösung des 
sogenannten direeten Tangentenproblems zurückgeführt. Nun bedient 
sich aber Galilei’s geistreichster Schüler Torriecelli in dem einzigen 
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bei seinen Lebzeiten veröffentlichten geometrischen Sammelwerke genau 
desselben Verfahrens zur Construction der Tangenten für die Kegel- 
schnitte, die archimedische Spirale und die Cycloide; ja er schickt 
sogar der betreffenden Untersuchung eine Demonstration des Satzes 
vom Kräfteparallelogramm voraus. Damit ist zweifellos festgestellt, 
dass der französischen Erfindung die italienische als gleichberechtigt 
an die Seite gesetzt werden muss, und es handelt sich nur mehr um 
die rein chronologische Frage der Priorität. Dass Torriccelli die 
fragliche Theorie allerspätestens im October des Jahres 1644 der 
Öeffentlichkeit übergeben habe, geht aus verschiedenen Anzeichen un- 
zweideutig hervor; etwas schwerer hält es, den entsprechenden Termin 
für Roberval ausfindig zu machen. Gleichwohl gelangt Herr Jacoli 
durch sorgfältigste Vergleichung aller irgend heranzuziehenden Data zu 
einem Resultate, welches er (8.278) folgendermassen einkleidet: „Es 
steht mit Bestimmtheit fest, dass die Bekanntmachung der bezüglich von 
Roberval und Torriccelli ersonnenen Methoden ganz gleichzeitig 
erfolgte oder höchstens die erstere um ein paar Tage früher, selbst wenn 
man das Werk Torriccelli’s als nicht vor October 1644 edirt betrach- 
tet.‘ Weiterhin erfahren wir, dass über diese Priorität in der That 
heftig gestritten wurde. Pascal erhob gegen Torriccelli in seiner 
„Histoire des rouleltes“ die ungerechtesten Vorwürfe und wurde dafür von 
Carlo Dati (unter dem Pseudonym Timaurus Antiates) energisch 
bekämpft, während Wallis den wahren Sachverhalt ganz richtig übersah. 
Auch Torriccelli selbst betheuert mit aller Entschiedenheit des guten 
Gewissens, dass er „proprio marte“ auf seine Erfindung gekommen sei. 
Zum Ueberfluss sieht sich aber Jacoli noch nach allen Kriterien um, 
welche zur Fixirung des eigentlichen Erfindungsmomentes herangezogen 
werden können, und gelangt (8. 288) zu dem Schlusse, dass die Con- 
ception der Idee bei Roberval wohl etwas, nicht aber viel, früher als 
bei Torriccelli stattgefunden habe. Dass übrigens Ersterer selbst edler 
über das Verhältniss zu seinem Nebenbuhler gedacht hat, geht u. A, aus 
einer Episode hervor, die uns Herr Jacoli ausführlich schildert: Der 
Kapuziner Valerianus Magnus hatte von dem berübmten Quecksilber- 
experiment, welches Torriecelli zur Construction des Barometers leitete, 
als von seiner eigenen Erfindung gesprochen und zieht sich dafür von 
Seite Roberval’s eine in einem offenen Briefe ertheilte sehr empfind- 
liche Rüge zu. — Zum Schlusse erhalten wir ein Verzeichniss der Auto- 
ren, welche seit jener Zeit mit dem Torriccelli’schen Verfahren sich 
beschäftigt haben, und in einem Anhang einen Auszug aus dem Reise- 
journal des bekannten Polyhistors Monconys, insoweit dessen Beisam- 
mensein mit Torriccelli dabei in Frage kommt. 

Was gründliche und kritische Durchmusterung der vorhandenen — 
gedruckten wie ungedruckten — Literatur und scharfsichtige Benutzung 
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aller, auch der kleinsten verwerthbaren Notizen anlangt, kann die be- 
sprochene Arbeit als eine mathematisch -historische Musterleistung gelten. 
Freilich wäre ohne die allerorts zu Tage tretende Unterstützung des 
‚stets hilfsbereiten Herausgebers eine so umfassende Durchärkeitues nicht 
wohl möglich gewesen. 3 


10) F, Marchetti, Intorno alla vita ed ai lavori del P. Paolo Rosa, S. 305 — 313. 
Eine eingehende, von einem Fach- und Ordensgenossen ausgearbei- 
tete Lebensbeschreibung des Astronomen Paul Rosa, dessen Name und 
Leistungen bei uns wohl kaum genügend bekannt sein dürften. Rosa 
(23. Juni 1825 bis 11. Juli 1874) ward geboren zu Civitä Castellana, 
erhielt seine Erziehung im Jesuitencollegium zu Rom und begann 1845 
sein Ordensnoviziat. Nachdem er Assistent des bekannten Cometenent- 
deckers De Vico geworden, trat er eine wissenschaftliche Reise nach 
England an und reiste von dort in Gemeinschaft mit Seechi und 
Pianeiani* nach Amerika. Der neue Director des Observatoriums, 
eben Pater Secchi, wählte Rosa zu seinem Adjuncten, und unter ihrer 
gemeinsamen Thätigkeit ward die nach veralteten Grundsätzen angelegte 
Sternwarte zweckentsprechend reconstruirt. Seit 1864 versah derselbe 
auch die Lehrkanzel der Mathematik und Astronomie, wie er’ dies auch 
bereits früher zu Georgetown gethan hatte. — Auch der scientifischen 
Wirksamkeit Rosa’s wird gedacht und die Art und Weise beschrieben, 
in welcher die beiden Astronomen die Sonnenflecken- und‘ Ganz se 
beobachtungen auf der römischen Sternwarte ausführten. 

Dass der Ton dieser Biographie ein etwas salbungsvoller ist, wird 
man bei der socialen Stellung des Verfassers begreiflich finden; unange- 
nehmer berühren in einem wissenschaftlichen Artikel die Tiraden gegen 
die „Demagogen‘‘ des Revolutionsjahres 1848. Ob die gelehrten Studien 
unter der römischen Republik wirklich ‚„manomessi“ (S. 308) waren, möch- 
ten wir nach der Persönlichkeit ihres Unterrichtsministers (Gherardi) 
wohl ein wenig in Zweifel ziehen. | 


11) Catalogo dei lavori del P. Paolo Rosa, S. 314— 320. 

Enthält 18 Nummern. ‘Darunter befindet sich eine selbstständige 
Monographie über den Sonnendurchmesser und ausserdem 17 Artikel, 
zum Theil in Schumacher’s ‚Astron. Nachrichten“, zum Theil in den 
Jahrbüchern der Sternwarte und in den neuen Journalen der italieni- 
schen Meteorologen und Spectroskopiker erschienen. Beobachtungen 
astrophysikalischer Natur und Untersuchungen über Grösse und Ver- 
änderlichkeit des Sonnendiameters bilden die Mehrzahl. 


* Bezüglich dieses Mannes, der Herrn P. Marchetti zufolge das Studium der 
exacten Wissenschaften an der päpstlichen Universität wesentlich förderte, ist 
S. 65 der Literaturzeitung des VII. Bandes dieser Zeitschrift zu vergleichen. 
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12) B. Boncompagni, Intorno ad alcune lettere di Evangelista Torriccelli, 
del P. Marino Mersenne e di Francesco du Verdus, S. 353 — 382. 
Fürst Boncompagni liefert hier die exacte bibliographische Be- 
schreibung einer Anzahl zwischen Torriecelli. und Mersenne ge- 
wechselter Briefe. Dieselben befinden sich theils im Privatbesitze des 


‘Grafen Manzoni, theils auf der Nationalbibliothek zu Florenz in einem 


mit dem Signat „Galilei’s Schüler‘ versehenen Fascikel. Aus ihnen 
entnahm Herr Jacoli manchen Stoff für seine Arbeit über Torriccelli’s 
Stellung zu Roberval. 


13) Leitere di Evangelista Torriccelli al P. Marino Mersenne, S. 382 — 409. 

Es sind deren zwölf. Im ersten drückt Torriccelli seine Bewun- 
derung über Roberval’s neueste Forschungen aus, im zweiten beant- 
wortet er eine Frage Mersenne’s, ob Galilei auf das Problem des 
Stosses Bezügliches hinterlassen habe, in nebativem Sinne und verbreitet 
sich dann über die Tangentenziehung an die Radlinie und die Cubatur 
ihres Rotationskörpers. Der dritte belobt Mersenne’s experimentelle 
Thätigkeit und erwähnt der Aufgabe ‚de inveniendo numero, qui quolcungue 
parles habeat aliquotas“, d.h. doch wohl vollkommener Zahlen. An vier- 
ter Stelle wird die Bewegung zweier Kugeln von gleichem Stoff und 
Inhalt sehr einlässlich besprochen, deren eine doppelt so hoch als die 


andere herabfällt, an fünfter wird diese Betrachtung dadurch, dass man 


die Kugeln auf schiefen Ebenen herabrollen lässt, erweitert; hierauf folgt 
eine Anweisung, Spiralen organisch zu beschreiben, und ein analoger 
Exenrss auf die Curve y=ax?. Das nächste sehr kurze Schreiben 
erwähnt mehr beiläufig, dass den Schreiber das ihm übersandte Welt- 
system des Aristarchus” nicht durchaus befriedigt habe, er glaubte 
nicht, dass es wirklich jenen Griechen zum Verfasser habe; das siebente 
verweilt hierbei noch einen Augenblick, wendet sich dann aber zu einem 
höchst interessanten Gegenstande: es wird nämlich bewiesen, dass ein 


frei fallender Körper, wenn nur die Fallhöhe gross genug, jede willkür- 


+ 


liche Geschwindigkeit erlangen müsse. Sehr merkwürdig ist dabei, dass 
sich Torriccelli vom Naturgesetz, wie es factisch besteht, gänzlich 
emancipirt; jene Thatsache, meint er, würde auch dann noch giltig blei- 
ben (S. 395), „si alias rationes haberem praeler allatas a Galileo“. Der 
achte Brief lehrt in eigenartiger Weise einige Probleme aus der Lehre 
vom Grössten und Kleinsten behandeln. Der neunte weist den Angriff 
eines (ungenannten) Schriftstellers zurück, welcher dem Galilei’schen 
Fallgesetze ein anderes substituiren wollte, und beschäftigt sich im An- 


* Torriccelli war in diesem Falle auf dem richtigen Wege. Wie man 
seit lange weiss und wie erst in neuester Zeit Henri Martin (dieses Bullettino, 
3. Bd. 3. 299 lgg.) ausführlicher erörtert hat, ist der hier in Frage kommende ‚‚libel- 
lus Aristarchi Samii de mundi systemate“ Nichts als ein Falsificat Roberval's, 
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schlusse daran mit einer Frage, die sich so formuliren lässt: Die eine 
Schale einer gleicharmigen Waage ist mit einer Last beschwert, befindet 
sich aber durch Unterstützung auf gleichem Niveau mit der andern. 
Fällt nun auf letztere ein Körper von noch so geringem Gewichte aus 
noch so geringer Höhe herab, wird dadurch jene Schale gehoben? Theo- 
retisch, meint Torriecelli, sei er sich hierüber nicht ganz klar, Ver- 
suche ergäben ein positives Resultat. — Im zehnten Briefe vertheidigt 
er die Güte sginer Fernröhre und ‚rühmt‘“ eine von A. Kircher aus- 
gegangene Kreisquadratur. Beschreibt man nämlich um einen Eckpunkt 
eines Quadrates mit der Seite als Radius den ins Quadrat fallenden Qua- 
dranten, halbirt sowohl ihn, als einen der gezogenen Radien und ver- 
bindet beide Halbirungspunkte durch ein Gerade, so schneidet dieselbe 
von der gegenüberliegenden Quadratseite ein Stück ab gleich dem halben . 
Quadranten.* Weiterhin handelt die Correspondenz von den Einwürfen, 
welche Roberval, der sich selbst zuerst vergeblich mit der Bestimmung 
des Schwerpunktes der Öycloide beschäftigt zu haben ‘scheint, gegen 
Torriccelli’s Lösung gmacht hatte. Im letzten Schreiben endlich prä- 
cisirt Letzterer die Grundsätze, nach welchen Fernröhre von grösstmög- 
licher Vollkommenheit angefertigt werden müssen, und übermittelt seinem 
Freunde die eigenthümlich gefasste Aufgabe „datis tribus punctis aliud 
reperire ex quo ires eductae sint minima quantitas“, welche er auf mannig- 
faltige Weisen aufzulösen verstehe. 

Zur Geschichte der Mechanik und Optik liefert sowohl ER: Brief- 
sammlung, als auch jede der beiden in den folgenden Nummern analy- 
sirten sehr bemerkenswerthe Beiträge. 


14) Lettere del P. Marino Mersenne ad Evangelista Torriccelli, S. 410 —441, 

So reich und interessant der Inhalt dieser 19 Briefe ist, müssen wir 
uns doch ein näheres Eingehen aus Rücksichten der Kürze versagen. 
Einige Einzelheiten aber seien erwähnt. So theilt Mersenne in seinem 
zweiten Schreiben ein schwieriges zahlentheoretisches Problem Fermat’s 
mit,** im siebenten spricht er von der Möglichkeit, die Parabel durch 
Betrachtungen mechanischer Natur zu rectificiren, und von Rotationskör- 
pern, welche aus einer Oeffnung in gleichen Zeiten gleiche Flüssigkeits- 
mengen austreten lassen. Im vierzehnten beschreibt er seine sehr aus- 
gsedehnte Versuchsreihe, durch welche er für eine Menge der verschie- 
densten um eine horizontale Axe drehbaren Körperformen das .„‚centrum 


£ / 
* Dass diese Quadratur nur spöttisch ‚‚perfectissima‘“ genannt worden, ist 
uns durchaus unzweifelhaft, insofern sie für die Zahl x den bereits in der ersten 
Decimalstelle abweichenden Werth 3,0714 liefert. 
** Es handelt sich dabei um die ganzzahlige Auflösung nachstehender drei 
Gleichungen mit fünf Unbekannten: 


zyP?Y +2, ytezud, arm, 
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percussionis“* auszumitteln sich bestrebte, und an diese Versuche knüpfen 
auch die weiteren Briefe an. Von besonderem Interesse ist endlich einer 
der letzten Sätze des 19. Schreibens, weil hier von einem „Batavus‘ die 
Rede ist, welcher Galilei’s Voraussetzung, die Kettenlinie sei mit der 
Parabel identisch, für unrichtig erkläre. Es scheint daraus hervorzu- 
gehen, dass man in jener Zeit dieses Verhältniss, welchem bekanntlich 
nur für den Fall einer sehr scharfen Spannung approximative Giltigkeit 
innewohnt, allgemein angenommen hatte. 


15) Lettere di Francesco du Verdus ad Evangelista Torriccelli, 8. 442 — 456. 

Von du Verdus, einem vertrauten Schüler Roberval’s, sind uns 
auch noch zehn Briefe an den berühmten italienischen Mathematiker 
erhalten, sämmtliche inhaltsreich. Im ersten derselben spricht er sich 
_ weitläufig über das Vacuum und die sonstigen Umstände des barometri- 
schen Grundversuches aus, von da ab betreffen seine Bemerkungen aus- 
schliesslich kinematische und geometrische Fragen. So zieht er im drit- 
ten Briefe die Tangente an die Conchoide nach dem Satze von der 
Zusammensetzung der Bewegungen. Im vierten wird auf gleichfalls kine- 
matischem Wege die sogenannte „Begleiterin der Oykloide‘ nach Ro- 
berval construirt, und in den beiden letzten Mittheilungen beschreibt 
und diseutirt du Verdus eine von ihm neu aufgefundene krumme Linie, 
die T’erois oder Flügeleurve. Dieselbe ist dritter Ordnung und würde hei 
der im Original gewählten Axenlage die Gleichung 


2ay =ay + x — 2aa? + a 
ergeben. Bemerkt mag dabei werden, dass ein Druckfekler (S. 454, Z. 6 
v. o. ed statt ed) das Verständniss sehr erschwert. 


16) L. Am. Sedillot, Grande execution d’autome, Lettre a M. le Dr. Ferdi- 
nand Hoefer au swjet des sciences mathematiques des Indiens, et des origines 

du Sanskrit, 8. 457 — 468. 

Den weitaus grösseren T'beil dieses Sendschreibens erfüllen Spötte- 
reien über diejenigen Alterthumsforscher, welche bei Indern und Chinesen 
auch nur die leiseste Spur wissenschaftlicher Selbstthätigkeit zu finden wäh- 
nen, während diesen Völkern all ilır geistiges Besitzthum von Aussen her, 
zuerst von griechischer und dann von arabischer Seite, zugekominen sei. 
Daran mag manches Wahre sein; dass die Inder zumal nicht in dem 
Grade originelle Mathematiker waren, wie es noch Hankel annahm, 
wird sich wohl bald mit Sicherheit berausstellen, und auch mit manchem 


* Dieses ‚„centrum percussionis“, welches in unserer Correspondenz alle Augen- 
blicke wiederkehrt, spielt deshalb eine so wichtige Rolle in der Dynamik des 
XVI Jahrhunderts, weil man es ohne Umstände mit dem sogenannten Schwing- 
ungsmittelpunkte identificirte und so den Stoss von Körpern direet auf den mate- 
rieller Punkte zurückführen wollte. Vergl. hierüber H. Klein’s „Prineipien der 
Mechanik“, Leipzig 1872, S. 21. 

Hist.-lit. Abthlg.d, Zeitschr. f. Math. u. Phys. XXII, 1. 3 
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der von Sedillot beigebrachten Belege kann man sich einverstanden 
erklären.* Allein dieses kritische Bestreben lässt ihn weit über das Ziel 
hinausschiessen; bei Hypothesen wie Sanskrit = Sancetum scriptum hört die 
Discussion so ziemlich auf. ** 

Ueber das chinesische Fest, welches den Titel der Note abgeben 
musste, erfahren wir so gut,wie Nichts. 


17) L. ©. Beziat, La vie et les travaus de Jean Hevelius, 8. 497 —558, 8, 589 

bis Ende des Bandes, | 

Wir werden über diese Monographie auf den Wunsch des Herrn 
Herausgebers anderswo ausführlich Bericht erstatten und begnügen uns 
deshalb hier, zu sagen, dass man es mit einer höchst gründlichen, auf 
Grund des gesammten zugänglichen Materials 'gearbeiteten Abhandlung 
zu thun hat. | 

Unsere gedrängte Darstellung wird den Leser hoifentlich soviel er- 
kennen lassen, dass dieser Jahrgang unserer einzigen mathematisch- 
historischen Zeitschrift seinem unmittelbaren Vorgänger an Reichthum des 
Inhalts und wissenschaftlicher Bedeutung durchaus nicht nachsteht. 


Ansbach. Dr. S. GÜNTHER. 


Das irreguläre Siebeneck des Ulmer Mathematikers Joh. Faulhaber. Von 
A. GErMAnNN, Professor. Programm des königl. Gymnasiums in 
Ulm zum Schlusse des Schuljahres 1875 — 76. Ulm 1876. Druck 
der Wagner’'schen Buchdruckerei. 15 8. 


Referent hat vor einigen Jahren eine kleine Abhandlung unter genau 
gleichem Titel in den Sitzungsberichten der Erlanger gelehrten Gesell- 
schaft erscheinen lassen. Man wird es deshalb begreiflich finden, dass 
er mit grossem Interesse die Schrift des Herrn Germann zur Hand 
nahm, musste er doch durch diese Neubearbeitung eines anscheinend 
abgethanen T'hemas dasselbe in historischer oder sachlicher Hinsicht 
wesentlich gefördert erwarten. Inwieweit nun diese seine Erwartungen 
erfüllt, beziehungsweise übertroffen wurden, möge nachstehende Analyse 
ersehen lassen. | 


* Wenn derselbe beispielsweise von dem 17000Jjährigen Bestehen einer chine- 
sischen Astronomie Nichts wissen will, wie ein solches in dem neuen Werke von 
Schlegel, „Uranographie chinoise“, postulirt wird, so haben wir wenigstens nicht 
das Geringste einzuwenden, Immerhin wird die astronomische Geschichtsforschung 
jenes voluminöse Buch nicht ausser Acht lassen dürfen; vergl. u. A. eine dahin 
zielende Notiz im „Mag. f. d. Literatur d. Ausl.“ und die Recension des Unter- 
zeichneten in der Vierteljahrsschrift der astronomischen Gesellschaft. 

”* Auch dass sowohl Horaz als Juvenal der Inder und christliche Schrift- 
steller der ältesten Zeit des Buddhismus Erwähnung thun, scheint für Herrn Se- 
dillot nicht zu existiren. 


Fi 
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Die ersten drei Seiten geben biographische Nachrichten über den 
werkwürdigen Gelehrten, wie man sie auch bei Kästner nachlesen 
kann. Alsdann folgt das von Faulhaber selbst herrührende Enonee 
seines Problems, darin bestehend, aus sieben gegebenen Strecken ein 
einem Kreise einschreibbares Siebeneck herzustellen. Der erste Mathe- 
matiker, der sich hiermit beschäftigte, war Tobias Mayer, über dessen 
Methode wir bei mangelnder Kenntniss des betreffenden Werkes Nichts 
mitzutheilen in der Lage waren. Herr Germann glaubt, da er durch 
die Hilfe des Herrn Professor Ofterdinger Einsicht in jenes erhalten | 
hat, Mayer’s Lösung als eine „ausschliesslich graphische mittelst einer 
Hilfseurve‘‘ bezeichnen zu können, und da wir ihn nicht eontroliren 
können, wollen wir es ihm glauben. 


Nunmehr erörtert der Verfasser die rechnenden Methoden, zunächst 
diejenige von Möbius. Nur beschleicht dabei den Unterzeichneten ein 
eigenthümliches Gefühl; es möchte ihm fast so vorkommen, als habe 
Herr Germann die Originalarbeit gar nicht vor Augen gehabt, sondern 
lediglich an den in seiner eigenen Note mitgetheilten Auszug sich ge- 
halten. Thun wir ihm mit diesem Verdachte Unrecht, so hat er sich 
das selbst zuzuschreiben, denn seine einleitende Bemerkung: „Fast genau 
200 Jahre nach Faulhaber’s Tode fand seine Aufgabe Beachtung 
durch eine Oapacität ersten Ranges, es ist Möbius in Leipzig“, ist eine 
einfache geschichtliche Unwahrheit, Möbius weiss nicht das Geringste 
von Faulhaber. Nun, wie dem immer sei, Herr Germann kommt 
zu dem Schlusse des Referenten, dass auf diesem Wege der Ulmer In- 
senieur seinen Radius gewiss nicht errechnet habe, und damit hat er 
zweifellos Recht. — Weiterhin gelangt er zu dem „jüngeren Mathema- 
tiker“, der sich ausdrücklich mit der Frage beschäftigt hat. Er reprodu- 
eirt dessen Verfahren, welches ausschliesslich auf die Blementargeometrie 
sich beschränkt, macht aber dabei die folgenschwere Entdeckung, dass 
ein Sinus mit einem Cosinus vertauscht sei. Dieser Fund macht dem 
Autor ersichtlich viele Freude, und es wäre von unserer Seite frivol, 
ihm diese zu missgönnen. Ja, es ist wirklich so, und die Endformel 
bekäme bei angebrachter Correetion eine etwas veränderte Gestalt, ohne 
dass selbstverständlich der Charakter der weiteren Schlüsse durch diese 
Modification irgendwie beeinträchtigt würde. Immerhin ist die Meinung 
des Verfassers, der „unsymmetrische‘‘ Bau der Formeln habe jene Ver- 
wechselung verrathen müssen, unbegründet. Die irrationale Endgleich- 
ung, auf deren Lösung Alles ankommt, entbält auch Glieder von der 


Form 
y(4 r2 — a2.) (Ar? — a?;) (Ar? — a?,) (4r? — ay2) (Ar? — a?,). 


Wenn wir nun den Herrn Verfasser richtig verstehen, was stellenweise 
nicht ganz leicht ist, so meint er doch, die Complexion abcde müsse, 


- 


36 Historisch - literarische Abtheilung. 


ANAND II NNIIITIIENII IL ANDI INANNNIMITILINANAAANIINTANIT IN AAN 





murnnnnans AnnnnaNnNnanmnnnans 


7.6.5.4.3 
1.2.3:0ber 
auftreten, während es doch in Wirklichkeit nur 9 derartige Wurzelgrös- 
sen giebt, welche resp. den Arrangements 12456, 12457, 12467, 
13456, 13457, 13467, 23456, 23457, 23467 entsprechen. 

Allein die Entdeckung jenes Fehlers ist zu wenig, die höchst un- 
schuldige Schlussbemerkung des Referenten, wie wohl jene Gleichung 
habe praktisch berechnet werden können, macht dem Verfasser gleichfalls‘ 
. Kopfschmerzen. Wir nahmen und nehmen noch heute an, je roher und 
primitiver man sich die Mittel denkt, mit welchen man die Forscher ver- 
gangener Zeiten arbeiten lässt, um so näher kommt man der Wahrheit. 
So war denn unsere Ansicht die, Faulhaber habe einfach einen ganz 
beliebigen Werth für angenommen, hierauf die complieirten Wurzeln, 
deren Extrahirung damals wahrlich keine leichte Sache war, durch Lo- 
garithmen ausgerechnet und endlich zugesehen, ob und wie der errech- 
nete Werth von Null abweiche. Vier oder fünf derartige absolut empi- 
rische Rechnungen mochten zu einem leidlich brauchbaren Ergebnisse 
führen, und von einem consequent durchgeführten Näherungsverfahren, 
auf welches sich der Verfasser komischerweise caprieirt, braucht keine 
Rede zu sein. Ob er diese unsere höchst einfache Auffassung der Sach- 
lage nicht verstand oder nicht verstehen wollte, wissen wir nicht. 

Er freilich traut seinem Landsmann mehr zu, als wir dies aus guten 
Gründen thaten. Herrn Germann’s Faulhaber kennt die Formel für 


„da die Seiten formell gleichwerthig sind‘, im Ganzen al 


sin(«+ß), er versteht die Wurzel Y1— m?x? ‚rational zu machen“, frei- 
lieh nicht etwa im zahlentheoretischen Sinne, sondern mit Hilfe des bi- 
nomischen Lehrsatzes; er weiss endlich mit biquadratischen Gleichungen 
der Form aa!+bx?=c trefflich umzugehen. Gestehen wir dem Manne, 
‘der am Eingange des 17. Jahrhunderts stand und bei seiner bekannten 
Eitelkeit von dem Besitze so wichtiger Theoreme wohl auch sonst Zeug- 
niss abgelegt haben würde, dieselben factisch zu, dann mag er auf dem 
von Herın Germann angegebenen Wege vorgegangen sein. Denn dies 
wollen wir nicht leugnen, das zuletzt genannte Verfahren ist wirklich 
ein sehr elegantes und macht seinem Erfinder alle Ehre. 

Hätte der Verfasser sich darauf beschränkt, die letzten vier Seiten 
seines Programms etwa nebst einer kurzen Vorgeschichte des Gegenstan- 
des der Oeffentlichkeit zu übergeben, wir würden ihm unsere volle An- 
erkennung nicht versagt haben. Die breite, schulmeisterliche und dureb- 
aus vom Verkennen historischer Verhältnisse zeugende Diatribe aber, 
welche den räumlich grössten Theil der Schrift erfüllt, weisen wir mit 
aller Entschiedenheit zurück. 


Ansbach. Dr. S. GüntHer, 
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Recensionen. 


Theorie des Eequaltions aux derivees partielles du premier ordre 
par M. Paul Mansion, Professeur a Tuniversite de Gand. Paris 
‚1875, Gauthier-Villars In 8%. XVI und 282 Seiten. 


Die Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
mit einer abhängigen Variablen bildet gegenwärtig einen abgeschlossenen 
Theil der Analysis, gleich ausgezeichnet durch die Mannichfaltigkeit der 
Probleme, die in ihm ihren Mittelpunkt finden, wie durch die Geschichte 
ihrer Entwickelung, mit welcher die glänzenden Namen eines Lagrange, 
Pfaff, Cauchy, Jacobi verknüpft sind. Eine zusammenhängende 
Darlegung der in den gelehrten Zeitschriften zerstreuten wichtigsten Un- 
tersuchungen auf diesem Gebiete hat zuerst Herr Imschenetzky im 
‚Jahre 1868 in einer in Grunert’s Archiv erschienenen vortrefflichen 
Abhandlung (Bd. 50 S. 273— 474) gegeben, in welcher ausser den Un- 
tersuchungen von Lagrange, Charpit, Pfaff, Cauchy und Jacobi 
auch die späteren von Bertrand und Bour berücksichtigt sind. Eine 
weniger vollständige Monographie über denselben Gegenstand ist später 
von Herın Graindorge veröffentlicht worden (Memoire sur Tintegration 
des equalions aux derivdes partielless des deux premiers ordres. Paris, 
Gauthier-Villars, 1872), worin auch noch die Theorie der partiellen Dif- 
ferentialgleichungen zweiter Ordnung in den Kreis der Darstellung ge- 
zogen ist. 

Vorliegendes Werk, die preisgekrönte Beantwortung einer von der 
belgischen Akademie gestellten Aufgabe, beschränkt sich lediglich auf 
die Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung und 
beliebiger Systeme von solchen mit einer abhängigen Variablen, mit Aus- 
schluss jeder Anwendung derselben auf die Variationsrechnung, auf die 
isoperimetrischen oder mechanischen Probleme. Innerhalb des so be- 
grenzten Gebietes ist eine annähernde Vollständigkeit erreicht, indem 
fast alle wichtigeren, bis auf die Zeit der Veröffentlichung der Schrift 
erschienenen Untersuchungen mehr oder weniger eingehend dargestellt 
sind, mit Ausnahme der in dieser Zeitschrift veröffentlichten Arbeit des 
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Herrn Weiler (Jahrg. VIII, S. 264), welche dem Verfasser, wie er be- 
merkt, nicht zugänglich gewesen ist. 

Der in der Schrift befolgte Gang ist nicht der systematische, son- 
dern der historische. Die einzelnen Lehrsätze der Theorie werden nicht 
nach gewissen, aus der Natur des Gegenstandes entnommenen Gesichts- 
punkten einheitlich entwickelt: das Werk besteht vielmehr aus einer 
Reihe von Analysen der Arbeiten der bedeutenderen Autoren, nach 
denen auch die einzelnen Capitel überschrieben sind. Die Anordnung 
folgt hierbei im Allgemeinen der geschichtlichen Entwickelung, nur dass 
die Cauchy’sche Methode, wiewohl ihre Veröffentlichung in eine weit 
frühere Zeit fällt, als die ersten Arbeiten Jacobi’s über partielle Dif- 
ferentialgleichungen, erst gegen Ende des Buches neben den Lie’schen 
Untersuchungen auseinandergesetzt ist. Die Berechtigung für diese ex- 
ceptionelle Behandlung Cauchy’s liegt in der merkwürdigen Thatsache, 
dass die Arbeit eines so eminenten Mathematikers, wie sie Jacobi 
selbst entgangen war, so auch von den späteren die Jacobi’schen Ent- 
deckungen zum Ausgangspunkte nehmenden Forschern lange unbeachtet 
blieb, bis sie in der neuesten Zeit die gebührende Aufmerksamkeit auf 
sich gelenkt und in der Weiterentwickelung der Theorie einen bemerk- 
baren Einfluss auszuüben begonnen hat. 

In dem Umstande, dass das Problem der partiellen Differential- 
gleichungen einen speciellen Fall des berühmten Pfaff’schen Problems 
bildet und auch historisch seine erste Lösung mit der Aufstellung und 
Lösung des letzteren gefunden hat, ist es. begründet, dass der Verfasser 
auch das Pfaff’sche Problem mit in seine Darstellung aufgenommen 
hat. Die Lösung desselben ist darin bis zu den von Jacobi eingeführ- 
ten Vereinfachungen fortgeführt, wobei die Gauss’sche Recension und 
die Cayley’schen Arbeiten darüber berücksichtigt sind. Die weiteren 
Eutwickelungen dagegen, welche diese Theorie seit der Grund legenden 
Arbeit des Herrn Natani (‚Ueber totale und partielle Differentialgleich- 
ungen‘, Borch. J. Bd. 58) erfahren hat, sind als zum eigentlichen Ge- 
genstande des Werkes nicht gehörig fortgelassen. Es ist uns jedoch 
fraglich, ob nicht durch die Aufnahme der Natani’schen Untersuch- 
ungen, sowie der nachfolgenden Clebsch’s, die Einsicht in die Natur 
gerade der so berühmten neueren Jacobi’schen Methode erheblich ver- 
tieft worden wäre. Das Problem der partiellen Differentialgleichung 
erschien nur so lange als ein besonders einfacher Fall des Pfaff’schen 
Problems, als man glaubte, zur Lösung des letztern die vollständige 
Integration sämmtlicher von Pfaff nacheinander (von Jacobi neben- 
einander) aufgestellten Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen nö- 
thig zu haben, da nämlich bei der partiellen Differentialgleichung nach 
der durch Jacobi modifieirten Pfaff’schen oder nach der Cauchy- 
schen Methode die Aufgabe bereits mit der vollständigen Integration des 
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ersten Systems erledigt war. Seitdem aber durch die „Nova methodus“ 
Jacobi’s die Stellung der Probleme zueinander dahin verändert war, 
dass den früheren Vorstellungen entgegen die Integration einer partiel- 
len Nifferentialgleichung mit n unabhängigen Veränderlichen für ein 
weniger complicirtes Problem, als die vollständige Integration eines 
Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen mit 2” +1 Variablen zu 
halten ist, indem zu der letztern im Allgemeinen Integrationen höherer 
Ordnung, als zur erstern erforderlich werden, und dass man es vielmehr 
als eine besonders ausgezeichnete Eigenschaft des zu einer partiellen 
Differentialgleichung gehörigen Systems gewöhnlicher Differentialgleich- 
ungen betrachten kann, dass ihre Integration auf die Lösung der erstern 
redueirt ist — seit dieser Erkenntniss erweist sich die bevorzugte Stel- 
lung der partiellen Differentialgleichung innerhalb der Theorie des 
Pfaff’schen Problems hinsichtlich ihrer Einfachheit als eine scheinbare. 
Denn inzwischen hatte Herr Natani und später Clebsch gezeigt, dass 
die Lösung des letzteren nicht mehr vorzunehmende Integrationen erfor- 
dert, als die der ersteren, und dass in gleicher Weise die vollständige 
Integration der Pfaff’schen Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen 
als durch die Lösung des Pfaff’schen Problems geleistet und nicht 
umgekehrt dieses als auf die erstere Aufgabe reducirt anzusehen ist. 

Das Werk beginnt mit einer Uebersicht des Planes und einem histo- 
rischen Rückblicke auf den Entwickelungsgang, den die Theorie seit 
Lagrange genommen hat. In der darauf folgenden Einleitung giebt 
der Verfasser zunächst eine Definition des Problems der Integration einer 
einzigen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung oder eines Sy- 
stems solcher mit einer abhängigen Variablen nach Lagrange und Herrn 
Lie, wobei die Lie’sche Fassung in einer geometrischen Interpretation 
des analytischen Problems besteht, unter Anwendung der 'T’erminologie 
der Mannigfaltigkeitslehre bei mehr als drei Variablen. 

Alsdann behandelt der Verfasser die Erzeugung der partiellen Dif- 
ferentialgleichungen, die verschiedenen Arten ihrer Lösungen (vollständige, 
allgemeine, singuläre) nach Lagrange, sowie eine von Herrn Lie her- 
rührende Classification der ersteren in lineare, halb lineare und nicht lineare, 
endlich die Erzeugung eines Systems simultaner partieller Differentialgleich- 
ungen durch Differentiation einer Function mit einer abhängigen und 
einer beliebigen Anzahl unabhängiger Variablen, in der die Zahl der will- 
kürlichen Constanten geringer als die der letzteren ist. Bemerkenswerth 
‚ist noch eine Begründung der zweiten Jacobi’schen Transformation (Nova 
Methodus S 1), welche die Fortschaffung der abhängigen Variablen aus 
der partiellen Differentialgleichung bezweckt, gegen die Einwände, welche 
sie von Seiten mehrerer Mathematiker erfahren hat. 

Die Integrationsmethoden selbst werden in drei Büchern abge- 
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Das erste Buch enthält die Analyse der Methoden Lagrange’s und 
Pfaff’s in vier Capiteln. Den Anfang machen die linearen partiellen 
Differentialgleichungen und diejenigen nicht linearen, welche mit Hilfe 
der Legendre’schen Substitution in lineare verwandelt werden können. 
Bei dieser Gelegenheit wird auch die Ausdehnung mitgetheilt, welche 
Jacobi dem Lagrange'schen Integrationsverfahren auf eine gewisse, 
bekanntlich bisher allein untersuchte Classe simultaner linearer partieller 
Differentialgleichungen mit mehreren abhängigen Variablen gegeben hat. 
Die Verwunderung, die der Verfasser darüber äussert, dass die betref- 
fende, vom Jahre 1827 datirende Abhandlung (Crelle’s J. Bd. 2) in 
allen Lehrbüchern, selbst in den neuesten Arbeiten der Herren Imsche- 
netzky und Graindorge mit Stillschweigen übergangen sei, veranlasst 
uns zu dem gelegentlichen Hinweise, dass die genannte Verallgemeine- 
rung in dem verbreiteten Lehrbuche von Cournot, „Theorie des fonetions“, 
sowie in dem inhaltsreichen Werke des Herın Natani („Höhere Ana- 
lysis in vier Abth.“, Berlin 1866) sich auseinandergesetzt findet. Im 
zweiten Capitel wird die Lagrange’sche Methode der Integration nicht 
linearer partieller Differentialgleichungen mit drei Variablen entwickelt, 
wobei im Hinblick auf die späteren Lösungen desselben Problems für 
mehrere Variable in einer sehr klaren Weise gezeigt wird, wie die ver- 
schiedenen Formen, in welchen der berühmte Urheber seine Theorie 
dargestellt hat, die Keime einerseits der Pfaff’schen und Cauchy- 
schen, andererseits der neueren Jacobi’schen Methode enthalten. Das 
dritte Capitel giebt die Analyse einer ebenfalls im Jahre 1827 erschiene- 
nen Abhandlung Jacobi’s (Crelle’s J., Bd. 2 S. 317— 329), worin 
derselbe durch Ausdehnung der Lagrange’schen Methode auf partielle 
Differentialgleichungen mit beliebig vielen Variablen zu demselben System 
gewöhnlicher Differentialgleichungen gelangt, welche bei der Pfaff’schen 
Methode als erstes System erhalten wird. Mit der Auseinandersetzung 
der Lösung des Pfaff’schen Problems bis zu den oben bezeichneten 
Vervollkommnungen von Gauss und Jacobi und ihrer Anwendung auf 
die Integration der partiellen Differentialgleichungen schliesst das erste 
Buch. 

Es folgt nunmehr die Darlegung der neueren Jacobi’schen Me- 
thode nach der „Nova methodus‘‘ (Borch. Journ. Bd. 60) und den „Vor- 
lesungen über Dynamik“, welche die beiden ersten Capitel des zweiten 
Buches einnimmt. Es wird bemerkt, dass diese Methode von Jacobi 
1838 gefunden, aber vor ihrer vom Jahre 1860 datirenden Veröffent-" 
lichung bereits in den Jahren 1853 und 1854 von Liouville, Bour 
und Donkine zum zweiten Male entdeckt worden ist, Einleitend wer- 
den die die Integrabilitätsbedingungen ausdrückenden (Jacobi-Pois- 
son schen) Formeln in systematischer Form und mit einer weit über das 
vorliegende Bedürfniss gehenden Ausführlichkeit in den verschiedensten 
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Formen entwickelt. Es werden ferner im Anschluss an die Jacobi’sche 
Integrationsmethode die bemerkenswerthen Vereinfachungen angezeigt, 
welche Herr Imschenetzky in gewissen Fällen beträchtlicher Allgemein- 
heit durch die Methode der Trennung der Variablen eingeführt hat. Das 
dritte Capitel beschäftigt sick mit der von Bour gegebenen Erweiterung 
der Jacobi’schen Theorie auf simultane partielle Differentialgleichungen 
mit einer abhängigen Variablen, welche in einem Punkte nach einer 
Angabe des Herrn Mayer berichtigt wird. Im vierten Capitel wird die 
Olebsch’sche Arbeit „Ueber die simultane Integration linearer partiel- 
ler Differentialgleichungen‘“ (Borch. .J. Bd. 65) reprodueirt, in welcher 
die Auffindung einer gemeinsamen Lösung jedes der in der Jacobi- 
schen Methode nacheinander auftretenden Systeme simultaner Gleichungen 
von nur zwei auszuführenden Integrationen abhängig gemacht wird. De 
Verfasser nennt diese Methode die Olebsch-Weiler’sche, eine durch 
Clebsch selbst veranlasste üblich gewordene Bezeichnung, gegen welche 
sich neuerdings Herr Weiler (dieses Journ., Bd. XX S, 271) mit Recht 
verwahrt hat. (Vergl. hierüber die neueste Abhdlg. des Herrn Mayer 
„Ueber die Weiler’sche Integrationsmethode‘“, Mathem. Ann. Bd. IX). 
In der Wiedergabe befindet sich an der Stelle auf S. 184, wo von der 
Verfügung über die Functionen v in der Olebsch’schen Transformation 
gesprochen wird, der irrthümliche Passus: ,Celte fonction u; sera une so- 
lution du systeme transforme (1;—ı)“ und demgemäss ist in den darunter 
befindlichen Gleichungen 2) überall 2;_1,:-ı(w) gleich Null gesetzt, 

während nach Ulebsch’s Bestimmung u; nur die gemeinsame Lösung 
der i—2 ersten Gleichungen des Systems (1;_,) sein soll, also die 
Grössen B;_ı,:—ı (w) von Null verschieden sind. Uebrigens treten auch 
in der Darstellung des Verfassers dieselben Grössen in den Gleichungen 
5), S. 185, als wesentlich von Null verschieden auf, wie aus der daran 
geknüpften Folgerung unmittelbar hervorgeht. — Es folgen dann im 
fünften Capitel die Methoden der Herren Boole und Korkine für die 
Integration simultaner partieller Differentialgleichungen, erstere auf lineare, 
letztere auf beliebige Systeme sich erstreckend, beide darin übereinstim- 
mend, dass das System vermittelst vollständiger Integration einer Gleich- 
ung desselben in ein anderes transformirt wird, in welchem sowohl die 
Zahl der Variablen, als die der Gleichungen um levermindert ist. Die 
bei Herrn Korkine fehlenden Beweise für die Erhaltung der Integra- 
bilität, sowie für die Verminderung der Zahl der Variablen durch die 
angewandte Transformation werden vom Verfasser hinzugefügt. Das letzte 
Capitel des zweiten Buches ist der wichtigen Abhandlung des Herrn 
Mayer: „Ueber integrable Systeme etec.‘“‘, Matb. Ann. Bd. V, gewidmet, 
deren Inhalt man in drei Theile sondern kann: 1. Systematische Dar- 

stellung des Zusammenhanges eines integrablen Systems totaler Differen- 
tialgleichungen mit einem System simultaner linearer partieller Differen- 
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tialgleichungen; 2. Zurückführung der Ermittelung aller Lösungen eines 
solchen Systems auf die vollständige Integration eines einzigen Systems 
gewöhnlicher Differentialgleichungen; 3. Ableitung einer gemeinsamen 
Lösung des Systems aus einem einzigen Integral des letzterwähnten 
Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen, indem durch die besondere 
Form, auf welche man die gefundene Integralgleichung und die daraus 
gebildeten Gleichungen bringt, bewirkt wird, dass alle übrigen Opera- 
tionen rein algebraische werden. Herr Mansion erwähnt, dass Herr 
Mayer sich für seine Methode auf die oben angeführte Abhandlung des 
Herrn Natani und eine Abhandlung des Herın Du Bois-Reymond 
(Borch. J. Bd. 70) bezieht. - Zur specielleren Orientirung sei hinzu- 
gefügt, dass dieser Hinweis den zweiten Theil allein (nach obiger Ein- 
theilung) betrifft. Herrn Natani verdankt man nämlich die Einführung 
der Anfangswerthe der Variablen in den Integralen, wodurch die zu in- 
tegrirenden Systeme von einander unabhängig aufgestellt und integrirt 
werden können; er wurde darauf durch die glückliche Anwendung ge- 
führt, welche Jacobi davon für die Vervollkommnung der Pfaff’schen 
Methode gemacht hatte. Herr Du Bois-Reymond zeigte hierauf, dass 
durch eine passende Wahl der Anfangswerthe die Integration einer in- 
tegrablen totalen Differentialgleichung auf ein einziges System gewöhn- 
licher Differentialgleichungen zurückgeführt werden kann. Die im zweiten 
Theile entwickelte Methode des Herrn Mayer ist nun die Ausdehnung 
des Du Bois-Reymond’schen Verfahrens auf ein System integrabler 
totaler Differentialgleichungen. | 

Das dritte Buch handelt von den Methoden Cauchy’s und Lie’s. 
Cauchy hat seiner ersten 1818 veröffentlichten Arbeit eine bisher nicht 
genügend beachtete neue Abhandlung im Jahre 1841 hinzugefügt, in 
welcher er seiner Methode eine allgemeinere Form giebt. Es ist das Ver- 
dienst des Verfassers, die Wichtigkeit dieser zweiten Arbeit für die 
tiefere Einsicht in die Cauchy’sche Methode erkannt zu haben; und 
nach seiner Darstellung derselben, die in gewissem Sinne eine Original- 
leistung genannt werden darf, behält diese Methode ihre unveränderte 
Giltigkeit in allen den singulären Fällen, welche einerseits den Gegen- 
stand der interessanten Untersuchungen des Herrn Serret bilden, wor- 
unfer auch die Lie’schen halb linearen Gleichungen begriffen sind — 
andererseits in letzter Zeit den Herren Mayer und Darboux zur Mo- 
dification der Jacobi-Hamilton’schen Methode Anlass gegeben haben. 
Die Analyse der Serret’schen Untersuchungen nimmt das zweite Capitel 
ein. — Im letzten Capitel wird die Lie’sche Methode nach der Darstel- 
lung des Herrn Mayer als eine natürliche Folge der Cauchy’schen 
Methode auseinandergesetzt. In dieser Methode wird die Integration von 
m +1 partiellen Differentialgleichungen mit m +n unabhängigen Variab- 
len auf die einer einzigen Gleichung mit x Independenten zurückgeführt, 
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Die Theorie der Transformation der partiellen Differentialgleichungen, 
welche hierbei zur Anwendung kommt, wird nur soweit, als zum vor- 
liegenden Zweck erforderlich ist, entwickelt. Das Werk schliesst mit 
einem kurzen Anhang, der zur leichteren Auffassung des Zusammen- 
hanges der besprochenen Theorien unter einander eine synthetische Dar- 
stellung derselben mittelst der Lie’schen Begriffe der charakteristischen 
Linien, Congruenzen «etc. enthält. | 


Die consequent durchgeführte Anwendung der Theorie der Func- 
tionaldeterminanten verleiht der Darstellung eine ungemeine Präeision 
und Kürze. Auf Strenge und Vollständigkeit der Beweise ist überall 
Bedacht genommen. So hat z. B. der Verfasser bei der Ableitung der 
allgemeinen Lösungen der partiellen Differentialgleichungen es sich jedes- 
-mal angelegen sein lassen, den directen Nachweis zu liefern, dass jede 
Lösung in der allgemeinen Lösung enthalten ist. An mehreren Stellen 
sind die bei dem betreffenden Autor ohne Beweis gegebenen Resultate 
mit den nöthigen Beweisen versehen worden. Der in dem Werke be- 
folgte Plan, die T'heorie in ihrer historischen Entwickelung vorzuführen, 
hat neben dem Vortheil, dabei gleichzeitig von den einfacheren Proble- 
men zu den complicirteren fortzuschreiten, doch auch den Nachtheil, 
dass systematisch Zusammengehöriges in der Darstellung öfters getrennt 
erscheint. Diesem Uebelstande hat der Verfasser dadurch abzuhelfen 
sich bemüht, dass er jede Gelegenheit wahrgenommen hat, auf den Zu- 
sammenhang der verschiedenen Methoden unter einander an den betref- 
fenden Stellen im Einzelnen hinzuweisen. Zur Erläuterung der ent- 
wickelten Integrationsmethoden sind zahlreiche Beispiele ausgeführt, 
welche den Arbeiten von Lagrange, Monge, Cauchy, Imsche- 
netzky, Graindorge, Collet entnommen sind. Hierher gehört noch 
als besonders erwähnenswerth die Aufnahme der Specialarbeiten von 
Hesse („De integratione aequationis partialis etc“, OCrelle’s J., Bd. 25 
S. 171— 177) und von Herrn Schlaefli (,„Sopra una equazione a diffe- 
renziali parziale del primo ordine“, Ann. di mat. pur. ed appl., serie 2° t. II 


p. 89 — 96). 


Nach dem Vorangehenden bedarf es wohl kaum einer besondern 
Hervorhebung des unschätzbaren Werthes, welchen das vorliegende Werk 
für Jeden hat, der sich in einer der wichtigsten unter den mathemati- 
schen Diseciplinen allseitig orientiren und gründlich belehren will. Es 
sei nur noch bemerkt, dass sich der Verfasser um den Dank der Ge- 
lehrten in hohem Grade auch durch die gewissenhafte Sorgfalt verdient 
gemacht hat, mit der er auf Vollständigkeit der Citate bedacht gewesen 
ist, in denen durchgehends die einzelnen Methoden und Lehrsätze bis 
auf ihre ersten Entdecker zurückgeführt worden sind. Mit diesem den 
früheren Leistungen dargebrachten Tribut ist zugleich für künftige 
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Forschungen der Weg zu den Originalquellen in erwünschtester Weise 
geebnet. 


December 1876. HAMBURGER. 


Principien der Flächentheorie, von R. Hopp, Professor an der Univer- 
sität Berlin. Leipzig 1876. 96 8. 

In dem Werke „4pplication de analyse a la geomelrie* hatte Monge 
den ersten Versuch einer systematischen analytischen Geometrie der 
Flächen und Curven doppelter Krümmung gemacht. Es finden sich in 
diesem Werke Prineipien entwickelt, welche für den Fortschritt der Geo- 
metrie von wesentlicher Bedeutung gewesen sind. Bei aller Bewunde- 
rung für das eminente Talent von Monge lässt sich eine schwache Seite 
seines Werkes nicht verkennen: dass man es weniger mit einem einheit- 
lichen Ganzen zu thun hat, wie mit einer Reihe von Abhandlungen, 
deren Zusammenhang ein etwas loser ist. Die eigentlichen Fundamente 
einer Flächentheorie hat Gauss in der berühmten Abhandlung „Disguw- 
sitiones generales circa superficies curvas“ aufgerichtet, welehe Abhandlung, 
in Verbindung mit ähnlichen Arbeiten des grossen Mathematikers, für 
spätere Untersuchungen massgebend geworden ist. 

Die Arbeiten von Monge und Gauss haben in neuerer Zeit den 
Anstoss zu zahlreichen Untersuchungen gegeben, deren Verständniss 
einen ziemlich entwickelten Apparat analytischer Ausdrücke und Formeln 
erfordert. Eine nur einigermassen vollständige Zusammenstellung des 
einschlägigen Materials lassen selbst die besseren, neueren Werke über 
Raumgeometrie nur ungern vermissen, wie z. B. die Werke von Sal- 
mon und Joachimsthal. Unter diesen Umständen versucht das in 
der Ueberschrift genannte Werkchen des Herrn Professor Hoppe, ein 
zeitgemässer Beitrag zur Ausfüllung einer literarisch - mathematischen 
Lücke zu sein. Eine kurze Aufzählung der behandelten Gegenstände 
bietet ein einfaches Mittel zu einer Uebersicht des vom Verfasser behan- 
delten Materials. Was den Umfang desselben betrifft, so möchte Refe- 
rent zu der Meinung hinneigen, dass der Verfasser manches Mittheilens- 
werthe nicht in den Kreis seiner Darstellung gezogen hat. Doch will 
der Referent sich hierin gern bescheiden, da über d&n grösseren oder 
geringeren Werth mancher Entwickelungen Erfahrung und Anwendung 
das beste Urtheil fällen. 

Der günstige Eindruck, welchen der Anfang der Schrift des Herrn 
Hoppe macht, wird durch eine Aenderung der Bezeichnung etwas ge- 
stört, welche den Vergleich mit anderen Arbeiten erschwert. In dem 
Ausdrucke für das allgemeine Bogenelement einer Curve auf einer Fläche 
hat Gauss drei Quantitäten durch £, F und @ bezeichnet, welche Be- 
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zeichnungen später von allen Mathematikern stillschweigend angenommen 
worden sind. Herr Hoppe ersetzt die grossen durch die kleinen latei- 
nischen Buchstaben und gebraucht Z, F und @ zur Bezeichnung von 
drei Determinanten, welche in den Gleichungen für die Krümmungshalb- 
messer ebener Schnittcurven erscheinen. Da gemeiniglich durch e die 
Basis der natürlichen Logarithmen bezeichnet wird und e in dieser Be- 
deutung in dem Gauss’schen Ausdrucke Z bei Untersuchungen häufig 
vorkommt, so glaubt Referent, dass ein Festhalten an den Gauss’schen 
Bezeichnungen Nichts weniger wie pedantisch sein möchte. 

Die Schrift von Herrn Hoppe zerfällt in drei Abtheilungen. In 
. der ersten derselben wird der Ausdruck für das Bogenelement als Aus- 
gangspunkt genommen. Es knüpfen sich daran die Bestimmungen der 
berührenden Ebene, der Normale, Herstellung dreier Fundamentalgleich- 
ungen, Entwickelung des Ausdruckes für den Krümmungshalbmesser 
einer ebenen Schnittcurve, woran sich dann die Sätze von Meusnier 
und Euler anschliessen. Die Hauptkrümmungshalbmesser werden de- 
finirt und mehrere Begriffe, welche mit denselben eng verbunden sind, 
wie sphärische Krümmung, Krümmungsmass, conjugirte Tangenten. Auf 
die Bedingung, damit eine Gerade die Normale einer Fläche sein kann, 
folgt die Bestimmung .des Toorsionsradius einer Curve auf einer Fläche. 
Hier wäre wohl ein kurzer Abriss, betreffend die wesentlichsten Elemente 
einer Curve auf einer Fläche, am geeigneten Orte gewesen. Der Begriff 
der Biegung einer Fläche wird gegeben, darauf folgen Betrachtungen 
über Mittelpunktsflächen und parallele Flächen; einige Bemerkungen über 
Coincidenzpunkte der Parameterlinien schliessen die erste Abtheilung. 
Die zweite Abtheilung enthält Untersuchungen über besondere Linien 
und Liniensysteme auf Flächen. Es sind ‚dieses die Krümmungslivien, 
die asymptotischen Linien und die geodätischen Linien. Die conforme 
Abbildung der Flächen auf der Ebene beschliesst die zweite Abtheilung. 
Ein genaueres Eingehen in die Preisschrift von Gauss hätte den etwas. 
kurzen Paragraphen über conforme Abbildung nur an Deutlichkeit ge- 
winnen lassen können. 

Der dritte Abschnitt enthält Anwendungen der früher entwickelten 
Principien auf besondere Arten von Flächen. Es sind dieses wesentlich: 
die abwickelbaren Flächen, Flächen von constantem Krümmungsmass, 
Minimalflächen,,- Rotationsflächen und schliesslich die Flächen zweiten 
Grades. Bei einigen dieser Flächenuntersuchungen verliert die Schrift, 
wenn dieser Ausdruck gestattet ist, ihren bisherigen objectiven Charak- 
‚ter, der Verfasser ergeht sich in eigenen Untersuchungen. Wenn in der 
Vorrede betont wird, dass die dritte Abtheilung Betrachtungen über solche 


_ Flächen enthalte, welche sich dadurch auszeichnen, dass ‚sie Lösungen 


von Problemen zulassen, die allgemein nicht lösbar sind, so möchte 
dieses auf S. 58 nicht gerade zutreffend sein. Es wird dort das Problem 
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der Darstellung der Flächen constanter Krümmung in Coordinaten be- 
handelt. Die entwickelten Formeln werden schliesslich auf die Rotations- 
fläche angewandt, wodurch der Werth der betreffenden Formeln nur 
wenig genügend erwiesen scheint. Der kurze Abriss einer Theorie der 
Flächen zweiten Grades enthält das Wesentlichste, was in Beziehung 
auf orthogonale Flächensysteme, asymptotische Linien, Krümmungslinien 
und geodätische Linien über diese Flächen existirt. Das Werkchen 
schliesst mit einer Fläche, welche Herr Hoppe ‚asymptotische Fläche 
dritten Grades‘ nennt. Diese Fläche, repräsentirt durch die Gleichung 
&yz= Constant, gehört einem dreifach orthogonalen Flächensystem an. 
Die sämmtlichen Resultate finden sich zuerst in der scharfsinnigen Ab-- 
handlung von Serret: „‚Memoire sur les surfaces Orthogonales“ (Liowville. 
Journal, 1. XI p. 241, 1° serie), wo noch ein weiteres orthogonales Sy- 
stem algebraischer Flächen mitgetheilt ist.* 

Als ein Supplement zu den Lehrbüchern über Differential- und In- 
tegralrechnung mag die Flächentheorie von Herm Hoppe Manchem 
nicht unwillkommen sein. 


Göttingen, im November 1876. EnNEPER. 


Lehrbuch der darstellenden Geometrie für Mittelschulen und zum Selbst- 
unterricht, bearbeitet von J. KreuszeL, Professor. 2 Theile, 
Brünn 1876, Verlag von Fr. Karafıiat, 


Der Verfasser giebt im ersten Abschnitte, der Curvenlehre, nach 
einigen allgemeinen Erörterungen die gebräuchlichen Constructionsmetho- 
den der Kegelschnitte, Cycloiden, Spiralen, und löst die üblichen Auf- 
gaben für dieselben über Tangenten, Normalen etc. Im zweiten Ab- 
schnitte behandelt er ziemlich eingehend die senkrechte Projection von 
Punkten, Linien, Ebenen und Polyedern. Etwas weniger ‘ausführlich 
ist der dritte Abschnitt, dessen Gegenstand die krummen Flächen sind. 
Hiermit schliesst der erste Theil. Im vierten Abschnitte finden sich die 
Schatten- und Beleuchtungsconstructionen; im fünften und letzten end- 
lich werden die Lehren der Perspective auseinandergesetzt. Diese beiden 
Capitel bilden den Inhalt des zweiten Theiles. 


u en 


* Bei dieser Gelegenheit möge folgende Bemerkung von Cayley hier Raum 
finden (Quaterly Journal of Mathematics, 1869, vol. 10 p. 112), Die Krümmungs- 
linien der Fläche, deren Gleichung 2y2= 1 ist, sind die Schnitteurven derselben 
mit einer Reihe von Flächen, bestimmt durch die Gleichung: 

n= (2? + 0'y? + 0229)? + (x? + oy? + @22)”, 
wo ® eine der imaginären dritten Wurzeln der Einheit ist. Wird die Gleichung 
rational gemacht, so ist dieselbe in Beziehung auf x, y, z von dem zwölften 
(rade. 
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Wie der Titel angiebt, ist das Werk für Mittelschulen, sowie zum 
Selbstunterricht geschrieben, und hat der Verfasser, was Auswahl des 
Stoffes und Deutlichkeit der Sprache anbelangt, diesem Zwecke ziemlich 
entsprochen. Warum er das französische Wort „Trace“ statt des ein- 
gebürgerten deutschen ‚Spur‘ angewendet hat, vermögen wir uns nicht 
zu erklären. Der consequent gebrauchte Ausdruck „Berührungselement“ 
statt „Berührungspunkt‘‘ erscheint häufig geradezu als unrichtig, z. B. 
S. 4, wo es heisst: „so ist der Durchschnitt M der beiden Geraden pT 
(Tangente) und Mm (Normale) das fragliche Berührungselement“. 


Die angegebenen Regeln und Constructionsmethoden sind, soweit 
sie den anschaulichen Theil der darstellenden Geometrie betreffen, zweck- 
entsprechend und mit geringfügigen Ausnahmen auch richtig. Sobald 
jedoch der Autor mit seinen Erläuterungen in etwas höhere Gebiete der 
Mathematik gelangt, haben sich ziemlich bedeutende Irrthümer ein- 
geschlichen; es wäre daher wohl eine vorherige genauere Durchsicht 
dieser Theorien am Platze gewesen. Als Beispiele mögen folgende an- 
geführt werden. S. 3 wird behauptet: „Zwei aufeinanderfolgende Haupt- 
normalen einer Curve doppelter Krümmung liegen in derselben osculiren- 
den Ebene und schneiden sich daher in einem Punkte.“ Auf S. 33, 
wo auf diesen Gegenstand etwas näher eingegangen wird, ist dann 
das Richtige und gerade das Gegentheil des Früheren angegeben. 
Ebenso wenig gilt’ der 8.3 ausgesprochene Satz, dass eine Curve und 
ihre Evolute an correspondirenden Stellen gleiche Krümmung besitzen, 
weil zwei aufeinander folgende Tangenten der letzteren auf zweien sol- 
chen der ersteren senkrecht stehen. Es wurde dabei ausser Acht gelas- 
sen, dass man zwei Oontingenzwinkel nur bei Gleichheit der Curven- 
elemente miteinander vergleichen kann. Ausser den im Vorstehenden 
erwähnten kommen noch andere, weniger erhebliche Fehler zum Vor- 
schein, welche hätten vermieden werden sollen. So wird u. Ä. von der 
Schraubenlinie auf einem Kegel geredet, während die betreffende Curve 
die conische Spirale oder Schneckenlinie heisst. Oder es wird gesagt 
(S. 7): „Die Anzahl der Elemente (einer Curve) ist sehr gross und ihre 
Länge unendlich klein.“ 


In Bezug auf den zweiten Theil des Lehrbuches möchten wir über 
die Beleuchtungslehre eine Bemerkung machen. Es schliesst sich näm- 
lich in derselben der Verfasser der Mehrzahl der Schriftsteller dieses 
Faches an und benützt die Hypothese, dass das reflectirte Licht gerade 
pur in entgegengesetzter Richtung wie das direet einfallende zur Wir- 
kung komme. Diese Hypothese wird gemacht, damit man im Stande ist, 
auch im Eigenschatten eines Körpers Curven gleicher Helligkeit leicht zu 
construiren. In Wirklichkeit ist aber jene Voraussetzung nie zutreffend, 
indem die Resultante der Reflexbeleuchtung, welche von der Lage der 
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benachbarten Körper, sowie von der Luft abhängig ist, von Punkt zu 
Punkt ihre Richtung ändert. 

Aus Vorstehendem darf man wohl den Schluss ziehen, dass das 
besprochene Werk nur nach Beseitigung von wesentlichen Mängeln em- 
pfohlen werden könnte. 


Carlsruhe, im December 1876. SCHÄFER. 


Nozze Formigini-Odono. Alcune Letltere Inedite Di Alessandro 
Volta. Modena, Tipi Di Nicola Zanichelli e Soci, 1876. 2 Blatt, 
75 8. gr. 8°. (Nur in 100 Exemplaren gedruckt.) 


Bekanntlich ist es in Italien eine schöne Sitte, bei Gelegenheit einer 
Hochzeit den Neuvermählten wichtige Untersuchungen oder sonstige Ver- 
öffentlichungen von wissenschaftlichem Werthe als Hochzeitsgeschenk dar- 
zubringen. So sind auch diese unedirten Briefe Volta’s eine solche-Gabe, 
für welche aber nicht allein die Beschenkten Herrn Prof. Riccardi in 
Modena — denn dieser unterzeichnet sich unter der Einleitung als 
Herausgeber — Dank abstatten werden. Was dieser über Veröffentlich- 
ung von Briefsammlungen im Allgemeinen sagt, ist gerade auf die 13 
von ihm herausgegebenen Briefe Volta’s in hohem Grade anwendbar. 
„Wenn die Veröffentlichung nachgelassener wissenschaftlicher Schriften 
berühmter Männer,“ sagt er, „vielfach zur Bestimmung der Priorität bei 
Entdeckungen von Nutzen sind und zur Beschaffung von authentischen 
Documenten für die Geschichte der Wissenschaft, so dient die ihrer- 
Privatbriefe an Verwandte und Freunde noch häufiger dazu, ein Ge- 
mälde ihres Geistes, ein Abbild ihrer Gestalt zu geben, die Geschichte 
ihres Lebens zu zeichnen, den Charakter des Mannes sowohl, als die 
Verdienste des Gelehrten in das rechte Licht zu setzen, vielleicht besser, 
als es der beste Biograph thun könnte.‘ 

Auch diese Briefe zeigen uns Volta als genauen Forscher; sie sind 
geeignet, seine Verdienste um mancherlei wichtige Theorien ins Klare zu 
bringen; sie geben nicht unwichtige Beiträge zur Lebensgeschichte und 
zur Charakterzeichnung des berühmten Mannes; vielleicht findet auch 
der Geschichtsforscher, der nicht die Geschichte der Wissenschaft, son- 
dern die der Völker studirt, Manches, was er verwerthen kann. 

Einige handeln von jener wichtigen Entdeckung Lavoisier’s, das 
Wasser in Sauerstoff und Wasserstoff zu zerlegen, und dem umgekehrten 
Experimente, Beides wieder zu Wasser zu vereinigen. In diesen Briefen 
finden sich auch eigene Experimente Volta’s in dieser Hinsicht beschrie- 
ben. Andere stellen den Antheil Volta’s an der Erfindung des Blektro- 
phors klar; andere sind aus Lyon datirt, wo Volta als Deputirter der 
italienischen Republik an den Verhandlungen der Consulta theilnahm 
(1802). Der elfte Brief hat die Unterschrift Volta’s in Facsimile. 


Bu 
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Gleichzeitig mit dieser Briefsammlung möchte ich auf eine andere, 
nicht weniger interessante, aufmerksam machen. 


Letiere Inedite Di Uomini Illustri Bolognesi, Pubblicai Da Carlo 
Malagola. Libri II. Bologna, Romagnoi. 1875. XXXVIII, 
S.1-—208, II, S. 209— 524. 24°. Pr. 18 Lire. (Nur in 202 


numerirten Exemplaren gedruckt.) 


Diese Briefe, grösstentheils dem Archiv der alten Regierung zu Bo- 
logna (jetzt Archiv der königl. Präfeetur) entnommen, sind fast aus- 
schliesslich vou Mathematikern oder Physikern geschrieben und theils 
für ihre Arbeiten, theils für ihre Lebensgeschichte von hohem Interesse. 
Den Reigen eröffnet Domenico Guglielmini, Professor der Mathe- 
matik und Hydrometrie, sowie Generalaufseher der Gewässer des bo- 
logneser Gebietes (7 Briefe); ihm folgen nach ihrem Geburtsdatum 
geordnet Ferd. Bibiena Galli, berühmter Maler, aber durch seine 
Archileltura civile (Parma 1711) auch für Mathematik wichtig (1 Brief); 
dann Pier Jacopo Martello, berühmter Dichter des Femia sentenziato 
(1 Brief); Eustachio Manfredi, wie Guglielmini Generalaufseher 
der Gewässer im Bolognesischen und Astronom des dortigen Instituts 
(46 Briefe); Gian-Pietro Zanotti, Secretär der Accademia Clementina 
zu Bologna (5 Briefe); Gabrielto Manfredi, Professor der Mathe- 
matik zu Bologna, später Nachfolger seines Bruders Eustachio Man- 
fredi als Generalaufseher der Gewässer — was z. B. bei Poggendorff 
nieht erwähnt ist — (8 Briefe); Giacomo Bartolomeo Beecari, Pro- 
fessor der Mediein und Chemieg(6 Briefe); Eraclito Manfredi, Pro- 
fessor der Mediein, nachher der Geometrie zu Bologna (6 Briefe); Fer- 
nand’Antonio Ghedini, Professor der Naturgeschichte und bedeu- 
tender Dichter (4 Briefe); Francesco Maria Zanotti, Professor der 
Logik, dann der Physik, endlich der Moralphilosophie (16 Briefe); Gian- 
Battista Bianconi, Bibliothekar des Instituts (5 Briefe); Flaminio 
Scarselli, Secretär des Senats zu Bologna (13 Briefe); Eustachio 
Zanotti, bekannter bologneser Astronom (8 Briefe); Laura Bassi, 
die berühmte Professorin der Physik an der Universität Bologna (3 Briefe); 
Ludovico Savioli, Geschichtsschreiber und Dichter von Ruf (4 Briefe); 
Sebastiano Canterzeni, Professor der Mathematik (10 Briefe); Luigi 
Galvani, der berühmte Entdecker des Galvanismus (5 Briefe); Luigi 
Palcani-Caccianemici, Professor der angewandten Mathematik zu 
Bologna (12 Briefe); Clotilde Tambroni, Professorin der griechischen. 
Sprache zu Bologna (1 Brief); Filippo Schiassi, berühmter lateini- 
scher Epigrammatist (7 Briefe); Giuseppe Mezzofanti, der bekannte 
sprachkundige Cardinal (1 Brief). Als Anhang folgen noch 7 Briefe des 
berühmten Mathematikers Guido Grandi, da dieser als Professor in 
Pisa eigentlich nicht in diese Gesellschaft gehört. 
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Fast alle Briefe sind von Interesse. Eigenthümlich kommen einem 
jetzt die Bittschreiben vor, mit denen selbst ein Galvani um Verleihung 
einer Professur oder Erhöhung seines Gehaltes bitten musste. Solcher 
Bittschreiben sind eine ziemliche Zahl aufgenommen. Da sie jedesmal 
von einer Notiz begleitet sind, welche die bisherigen Stellungen, Vor- 
lesungen und Studien des Schreibers darlegt, aus denen der Bittsteller 
sein Recht auf die betreffende Professur oder die Erhöhung seines Ge- 
haltes herleitet, so sind gerade diese Schreiben von hoher Wichtigkeit. 

Diese Briefsammlung bildet die Bände 145—146 der Scelta di Cu- 
riosita Lelterarie inedile o rare dal secolo XIII al XVII. Auch für sie muss 
man dem Herausgeber Dank wissen, der ja bekanntlich durch seine 
archivalischen Studien in Bologna auf die Geschichte der deutschen 
Nation an der Universität Bologna und speciell auf die des Ooperni- 
cus ein helles Licht geworfen hat. 


Thorn, 16. December 1876. M. CurTze. 


Rocco Bombelli. Studi archeologico- critiei circa lanltica numerazione ilalica 
ed i relativi numeri simbolici. Parte prima: Dell! anlica numera- 
zione italica. Roma, Tipografia delle scienze malemaliche e fisiche, 
1876. 4°. 1288. 


Wenn Zwei dasselbe thun, ist es nicht mehr dasselbe. Dieses 
Sprichwort kam uns nicht aus dem Sinne, so lange wir beschäftigt waren, 
die hier genannte Schrift zu durchleseng eigentlich nur den ersten Theil 
einer Schrift, deren zweiter Theil noch der Ausarbeitung harret. Herr 
Bombelli ist wesentlich Philologe, das geht aus den Titeln der anderen 
Bücher hervor, welche er schon der Oeffentlichkeit übergeben hat, aber 
auch aus den uns vorliegenden Bogen. Der Mathematiker wird daber, 
mag er noch so genau mit der Geschichte seiner Wissenschaft bekannt: 
sein, bei Herrn Bombelli noch manche ihm neue Angaben finden, 
welche solchen Schriftstellern des griechischen und römischen Alterthums 
entnommen sind, die, wie Dichter und Kirchenväter, seltener in das 
Bereich der vorbereitenden Studien zu einer historisch - mathematischen 
Arbeit gezogen werden, Kaum irgendwo dürfte z.B. die Literatur über 
das Fingerrechnen der Alten so übersichtlich gesammelt sein, wie von 
Herrn Bombelli. Auch über die altetruskischen Zahlzeichen finden 
sich vollständigere Citate, als wir sie gewohnt sind. Ebenso sind die 
sechs etruskischen Wörter angegeben, welche zur Bezeichnung der Flä- 
chen alter Würfel dienend, höchst wahrscheinlich die sechs ersten Zahl- 
wörter jenes räthselhaften Volkes sind. Weniger Uebereinstimmung 
herrscht freilich zwischen Denen, welche das Etruskische zu verstehen 
behaupten, über den Sinn jedes einzelnen dieser Zahlwörter. Die Ge- 
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währsmänner unseres Verfassers zählen: mach, thu, zal, huth, ki, sa: Herr 
Isaac Taylor in England vertritt die Reihenfolge: mach, ki, zal, sa, 
Ihu, huth, welehe nur in den Namen für 1 und 3 mit der ersteren über- 
einstimmt, und wir wollen es nicht verschwören, ob nicht noch andere 
Gelehrte für irgend andere von den 720 überhaupt möglichen Permuta- 
tionen der sechs Namen sich erklären. Wann Herr Bombelli den ver- 
sprochenen zweiten Theil seiner Abhandlung „Ueber die symbolische 
Bedeutung der Zahlen‘‘ liefern wird, ist uns unbekannt. Voraussichtlich 
dürften in demselben die Kenntnisse des vorzugsweise philologisch gebil- 
‚deten Verfassers noch zur bessern Geltung kommen, als im ersten Theile; 
auch dürften dort manche Mängel sich weniger empfinden lassen, die 
hier im ersten Theile daraus entstanden, dass der Verfasser eigentlich 
mathematische Fachschriften, besonders solehe von deutschen Gelehrten 
(vielleicht aus zu geringer Kenntniss der deutschen Sprache?) allzu spar- 
sam benutzt hat, und so eine Anzahl von Meinungen noch mitschleppt,. 
die eigentlich schon geraume Zeit als Balast über Bord geworfen sind. 


CANTOR, 


Zur Geschichte des Rechenunterrichtes, I. Theil. Inaugural- Dissertation 
zur Erlangung der Venia docendi der philosophischen Facultät an 
der Universität Jena, vorgelegt von Dr. Heinckıch Stor. Jena 


2370. 380.618. 


Johann Samuel Traugott Gehler, ein tüchtiger Jurist, Phy- 
siker und Mathematiker der zweiten Hälfte des XVIII. Jahrhunderts, 
unseren Fachgenossen wahrscheinlich am besten durch sein physikalisches 
Wörterbuch (Leipzig 1787 — 1795) bekannt, erwarb sich am 30. October 
1776 zu Leipzig die Doctorwürde auf Grund einer vortrefflichen Abhand- 
lung: Historiae logarithmorum naturalium primordia. Die erste der gebräuch- 
lichermassen angefügten Thesen lautet: ‚„Nulla eruditionis pars polest accurale 
cognosci sine eiusdem historia“, eine Meinung, die man theilen mag oder nicht, 
die aber mit dem Inhalte der Abhandlung einer geistigen Congruenz nicht 
entbehrt. Heute liegt uns eine Jenaer Inaugural-Dissertation vor; auch 
sie hat einen historisch-mathematischen Inhalt; wieder sind Thesen bei- 
gefügt, deren erste heisst: „Die geschichtliche Erforschung hat für die 
Mathematik geringere Bedeutung, als für andere Wissenschaften.“ Wir 
gestehen es offen, der sonderbare Gegensatz, in welchen der Verfasser 
hierdurch zu seiner eigenen schriftstellerischen Erstlingsthätigkeit zu 
treten scheint, hat uns nicht angenehm überrascht. Mag sein, dass Herr 
Stoy dachte eine These von so zugespitzter Form aufstellen zu sollen, 
dass auch nach Abbrechen der äussersten Spitze die Trefffähigkeit nicht 
verloren gehe, jedenfalls kann ein Gegner historisch - mathematischer 
Studien — und deren giebt es heute weit mehr als Freunde — seinem 
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Satze eine gewisse Geringschätzung entnehmen, von der er muthmasslich 
frei ist, Auf alle Fälle verfehlen wir nicht, unsere abweichende Ueber- 
zeugung auszusprechen. Wir sind der Ansicht: in allen Erfahrungswis- 
senschaften, und zu diesen zählen wir die Mathematik, hat die geschicht- 
liche Forschung dieselbe geringe Bedeutung für die Förderung der 
Wissenschaft an sich, dieselbe sehr hohe Bedeutung für die Förderung 
des’ Unterrichts in der Wissenschaft, neben der Bedeutung für die Ge- 
schichte der Menschheit als eines Culturganzen, | 

Dieser Widerspruch ist jedoch der einzige von Erheblichkeit, den 
wir,gegen Herrn Stoy aufrecht zu erhalten wünschen. Wir stehen nicht 
an, schon jetzt die Arbeit, deren erster Theil nur die Presse verlassen 





hat, eine geradezu bedeutende zu nennen. Wir können und müssen eine 
Fülle von neuen Anschauungen betonen, welche der Verfasser dem fast 
schon breit getretenen Gegenstande gegenüber zu gewinnen wusste und 
. welche er mit umfassender Belesenheit ausbeutet. Wenn das Buch der- 
einst fertig seiim wird, verspricht es ja bis zu einem gewissen Grade eine 
Art Fortbildung Dessen zu werden, was wir selbst 1863 mit unseren 
Mathematischen Beiträgen zum Culturleben der Völker angebahnt haben. 
Nicht Weniges ist inzwischen von verschiedenen Fachgelehrten hinzu- 
gefügt worden. Herr Stoy hat sich Alles, was bis heute über die Ge- 
schichte des Rechenunterrichtes erschienen ist, angeeignet und ist in 
»nanchen Dingen über alle seine Vorgänger um einen tüchtigen Schritt 
hinausgegangen. 

Um Einiges besonders hervorzuheben, ist eine sehr feine Bemer- 
kung, wenn $. 26 constatirt wird, es sei kein Zufall, wenn sich auf der 
salaminischen Tafel die alten Ziffern des Herodian finden, denn nur 
bei diesen könne an ein wirklich instrumentales Rechnen gedacht werden. 
Sehr richtig ist S. 33 auf die decimale Anordnung der an den Fingern 
sichtbar gemachten Zahlen hingewiesen, überhaupt ist der ganze Paragraph 
von den Digitalzahlen mit grossem Geschick bearbeitet. Wenn Herr 
Stoy 8. 40, Anmerkung 3, die Vermuthung ausspricht, auch bei -den- 
Egyptern dürfte sich die digitale Darstellung der Zahlen nachweisen- 
lassen, so sind wir in der Lage, diesen Satz, wie wir glauben, endgil- 
tig beweisen zu können, indem wir von dem Inhalte der Abhandlung 
„Ueber die egyptische Elle“ Gebrauch machen, welchen Geh. Ratlı 
Lepsius 1865 in den Abhandlungen der Berliner Akademie veröffent- 
licht hat. Daselbst werden die Breiten von 1, 2 bis 6 Fingern durch 
Hieroglyphen dargestellt, welche unzweifelhafte Abbildungen der rech- 
ten Hand in verschiedener Haltung sind. 5.50 flgg. ist die Zusammer 
stellung der Gründe für die gegen den Rechner verticale Richtung der 
Abacuslinien ebenso neu als reichhaltig. S. 58 ist die Betonung des 
ungeheuren Fortschrittes, den der Columnenabacus mit seinen geschrie- 
benen Zahlen bildet, mit grosser Deutlichkeit in die drei Sätze gekleidet, 
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dass hier 1. vollständige Beseitigung der fünffachen Zwischenstufen, 2. 
hiermit zum ersten Male vollkommen reine Darstellung des decimalen 
Systems durch die Schrift, 3. die Einsicht in die Möglichkeit, mit neun 
Zahlzeichen sämmtliche Zahlen darstellen zu können, gegeben war. 
‚Wir könnten noch Anderes bemerklich machen, könnten auch die 
durchaus liebenswürdige Polemik, mit welchen der Verfasser sich an 
einigen wenigen Stellen gegen uns wendet, aufnehmen. Wir zieben es 
vor, heute den Anfang des Werkes mit dem Anfange einer Besprechung 
zu begrüssen, und geben Herrn Stoy die Zusicherung, dereinst dem 
abgeschlossenen Buche unsere volle Aufmerksamkeit zuwenden zu wollen. 


ÜANTOR. 


Tafeln zur dreissigstelligen logarithmischen Rechnung, berechnet von 
Dr. Reınuonn Hopre. Leipzig 1876, C. A. Koch’s Verlagsbuch- 
handlung. 16 S. 





Bekanntlich ist og 1—2)=— 2 — 4? —1:?°—... für z<1. Dabei 

2 
ist 42? + 42° +..<42?(1+z+...) oder <<; und um so mehr < :?. 
Wenn also mH<e<p: so it 2+42?+42°+...=z auf 2h De- 


eimalstellen genau. Die für z gegebene Begrenzung lässt aber 1—z von 
der Einheit um weniger als eine 1 in der A‘, um mehr als eine 1 
in der A-+1'°° Decimalstelle verschieden sein, d. h. giebt einen Deeci- 
malbruch 1—z, dessen erste 4 Ziffern rechts vom Komma lauter 9 sind. 
Nun tritt bei der Leichtigkeit, @en natürlichen Logarithmus log(1— z) 
auf 2% Stellen genau hinzuschreiben, die Frage auf, ob nicht der natür- 
liche Logarithme jeder beliebigen Zahl x auf den log(1— z) zurückgeführt 
werden könne? In der That ist dieses möglich. Jede Zahl & lässt sich 
mit einem Factor p, der selbst eine ein- oder zweizifirige Zahl oder das 
Inverse einer einziffrigen Zahl ist, vervielfachen, so dass die äusserste 
zählende Ziffer links im Producte eine 9 werde. Z. B. 0,0309xX3 = 
0,0927; 24,7x4= 98,8; 57841,32x4 = 9640,22. Herr Hoppe hat in 
_ einer mit IV bezeichneten Tabelle die verschiedenen » zusammengestellt, 
welehe zu irgend einem x gehören. Das Product px lässt sich nun selbst 
wieder auffassen als das Product eines Decimalbruches y=0,9... in eine 
Potenz 10”, wo m eine positive oder negative ganze Zahl ist, z. B. 
0.0927 =10-!X 0,927; 98,8 = 10? x 0,998; 9640,22 = 10° x 0,964022; 
uud somit ist allgemein die Zerlegung 
| 210m, I 

pP 
als vollzogen zu denken, welche die Folgerung zulässt 
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1) loge = m .log10 — logp + logy. 

Von diesen drei Theilen sind die beiden ersten tabellarisch nachzuschla- 
gen. Herr Hoppe giebt eine Tabelle I, welche m.log10 von m=1 bis. 
m—= 30 auf 33 Decimalstellen genau enthält, und eine Tabelle II, welche 
aus den auf ebenso viele Decimalstellen ganau berechneten logp von 
p=1 bis p=99 besteht. Leicht begreiflich kann der Fall, dass p eine 
inverse einziffrige Zahl bedeutet, so wenig Schwierigkeiten verursachen, 
wie der eines negativen m, da es beidemal nur auf einen Wechsel des 
Vorzeichens des Gliedes /ogp, beziehungsweise m.logl10 ankommt. Das 
y erfordert nun noch weitere Veränderung. Dasselbe kann durch nach- 
einander hinzutretende neue Factoren 1+ To + ans: 14 
(wo sämmtliche n einziffrig sind) die Form 1—z erhalten, d.h. die Form 
eines Decimalbruches, dessen Ah erste Ziffern hinter dem Komma sämmt- 
lich 9 heissen. Z. B. y= 0,964022; y X1,03 = 0,99294266 =y,; y, X 
1,007 = 0,99989325862 = y,; Y, X1,0001 =0,999993247945862 =, u. s.w. 
Mit anderen Worten 4X 1,03 x 1,007 x 1,0001 = 1 — 0,000006752054138. 
Daraus folgt 


9) ey tiog (IH)+® +) + + (14708 
=-ıyl—)=—: 
und durch Verbindung von 1) mit 2) 


7008 (1 Fon ar 


Herr Hoppe hat nun in einer Tabelle III die wieder auf 33 Deeimal- 
stellen genau berechneten Zahlen vereinigt, welche er Z(n,k) nennt, 


3) 


d.h. Z(n, K)— 2% — 109 (142). Auch diese Function lässt sich in | 


: 1 ng N, 
die Gleichung 3) einführen, wenn 100 + inoo 


subtractiv hinzugefügt wird. Alsdann geht sie offenbar über in: 





+.. +ooR additiv und 


k=h 


kn 

i N}; 

4) loge=m.log1l0 — logp-z — >, + >) L (ne; k). 
R=2 


So ist die Aufgabe gelöst, zu einer Zahl x ihren Logarithmen zu 
finden. Auch der Rechnungsgang für den entgegengesetzten Fall der 
Aufsuchung der Zahl bei gegebenem Logarithmus dürfte nunmehr ohne 
Schwierigkeit verstanden werden. OhNzO 
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Die Elemente der Arithmetik, für die Mittelelassen höherer Schulen 
und zur Repetition in den oberen Classen zusammengestellt von 
F. Aucust, Dr. philos., Oberlehrer am Humboldt- Gymnasium und 
Lehrer an der königl. Artillerie- und Ingenieurschule zu Berlin. 
Berlin, Winckelmann & Söhne, 1875. 8%. 688. 


Kurz genug, um dem Lehrer Gelegenheit zu geben, mündliche Er- 
läuterung in Fülle hinzuzufügen, lang genug, um den fleissigen Schüler 
bei Wiederholungen auf alle im Unterricht vorgekommenen Dinge auf- 
merksam zu machen, gründlich genug, um auch den Bedürfnissen mo- 
derner mathematischer Strenge auf elementarem Gebiete gerecht zu wer- 
den, das ist die Oensur, welche wir dem uns vorliegenden Leitfaden 
ertheilen möchten. Der Ausgangspunkt der arithmetischen Betrachtungen 
wird in demselben von Grössenbegriffen her gewonnen, erst bei der Po- 
tenzirung (8. 32) verlässt der Verfasser diese Grundlage, um zu reinen 
Zahlenoperationen überzugehen. Wir könnten nun freilich die Frage 
stellen, warum diese Abstraction, wenn sie doch einmal erfolgen muss, 
bei fortgesehrittenen Schülern nicht gleich am Anfange erfolgte? Wir 
verzichten aber auf Erörterung von Principien, welche, wie dieses, 
schliesslich nur Geschmackssache sind. In der Durchführung bedient sich 
der Verfasser des heute allgemein gebräuchlichen Ganges, der die Per- 


_ manenz der formalen Gesetze als Vorbedingung stellt und nun je nach 


Bedürfniss Begriffserweiterungen der Rechnungsoperationen wie der Ele- 
mente, an welchen sie vollzogen werden, eintreten lässt. Von ärgerlichen 
Druckfehlern ist uns nur ein einziger S. 143 in $ 100 aufgefallen, wo 


0 
im Widerspruch zu $ 106a und b (8. 45) der falsche Satz steht: „Ve=0, 
0 
wenn «4 Sı ist‘, statt dessen es heissen müsste: „KVa=0, wenn a<]l, 


i | 
ee: “c 
Ya =», wenn a>]1. CANTOR. 


Elementaraufgaben aus der Algebra, von Prof. Dr. O. Hrrmes, Berlin, 
Winckelmann & Söhne, 1875. 8°. 140 8. 


In 4 Capiteln, beziehungsweise 52 Paragraphen sind nicht weniger 
als 3470 Aufgaben vereinigt, von denen manche selbst wieder aus mehre- 
ren Aufgaben bestehen. Die Resultate sind nicht beigesetzt, auch nicht 
anhangsweise angefügt. Wir wissen wohl, dass darüber zwischen den 
Pädagogen gestritten wird, ob Aufgaben mit oder ohne ihre Auflösungen 
gedruckt werden sollen. Die Gründe für und wider sind unzähligemal 
erörtert worden. Wir begnügen uns mit der Bemerkung, dass wir die 
dem Verfasser entgegengesetzte Meinung hegen. Die Aufgaben erstrecken 
sich über das ganze Gebiet elementarer Algebra bis zu den quadratischen 
Gleichungen mit einer Unbekannten. Unter den Gleichungsproblemen, 


deren Ansatz selbst erst gesucht 'wird, finden sich auch einzelne aus der 
5* 
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Planimetrie, so dass hier die Algebra in, wie uns scheint, äusserst prak- 
tischer Weise sehr frühzeitig als Begleiterin des geometrischen Unter- 


richts und umgekehrt auftritt. CANTOR. 


Vorlesungen über mathematische Physik, von Dr. Gustav KiRrenHorr, 
Leipzig, B. &. Teubner. 


Von den Vorlesungen Kirchhoff’s über mathematische Physik ist 
nun die dritte und letzte Lieferung erschienen, welche das ganze Werk 
abschliesst. In Bezug auf diesen letzten Theil des Kirchhoff’schen 
Werkes wollen wir uns hier im Wesentlichen nur auf ein kurzes Referat 
über den Inhalt beschränken, da ein genaueres Eingehen besser in einer 
das ganze Werk in Betracht ziehenden Besprechung geschieht. Wir 
hoffen, dieses Gesammtreferat bald geben zu können. 

Diese dritte Lieferung enthält die Vorrede und Inhaltsangabe für 
das ganze Werk. In ersterer ist kurz erwähnt, dass das ganze Werk 
nur die Beschreibung der Bewegung materieller Punkte und der Kör- 
per, insofern sie als ein Continuum aus materiellen Punkten betrachtet 
werden können, enthalten soll, ohne dass gerade auf eine Erschöpfung 
des ganzen Gegenstandes Anspruch gemacht wird. Weiter wird nocks 
die dem ganzen Werke eigentbümliche Einführung der Begriffe von Kraft 
und Masse begründet. 

Im Allgemeinen umfasst nun die vorliegende dritte Lieferung in den 
Vorlesungen 23 bis 30 die Anwendung der allgemeinen Resultate der 
11. Vorlesung auf flüssige Körper (die zum Theil schon in der vorher- 
gehenden Lieferung mit behandelt wurden) und auf elastische feste Kör- 
per. Im Speciellen beschäftigt sich die 23. und 24. Vorlesung mit den 
Bewegungszuständen luftförmiger Körper unter verschiedenen Voraussetz- 
ungen, wobei namentlich die für die Akustik wichtigen Fälle näher 
durchgeführt werden. Die 25. und 26. Vorlesung beschäftigt sich mit 
den Bewegungszuständen incompressibler Flüssigkeiten, und zwar die 
erstere ohne, die zweite mit Berücksichtigung der Reibung. Ausfluss von 
Flüssigkeiten aus Gefässen, Wellenbewegung, Bewegung der Flüssigkeiten 
in Röhren sind besonders betont, ebenso wie die Bewegung einfacher 
ganzer flüssiger Körper oder einfacher fester Körper, die in eine Flüs- 
sigkeit eingetaucht sind. Die vier letzten Vorlesungen endlich beschäf- 
tigen sich mit den Bewegungszuständen fester Körper. Auch hier wer- 
den die allgemeinen Resultate der 11. Vorlesung für eine Reihe von 
speciellen Fällen der Elasticitätstheorie, deren Aufzählung wir uns füg- 
lich hier ersparen können, umgestaltet; die einzelnen gewählten speciel- 
len Fälle sind natürlich solche, bei denen sich die nöthig werdenden 
Integrationen haben durchführen lassen. 


Freiberg, den 12. October 1876. Dr. Tu. Körterıtzscn. 
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Grundriss der allgemeinen mechanischen Physik, von Prof. Dr. A. v. War- 
TENHOFEN. Leipzig, B. G. Teubner. 


Das in bekannter Weise von der Verlagsbuchhandlung vorzüglich 
ausgestattete Werk umfasst hauptsächlich diejenigen Diseiplinen der Phy- 
sik, welche sich auf rein mathematischem Wege abhandeln lassen. Es 
soll sein ein Hilfsmittel zum Selbststudium und zur Repetition für Stu- 
dirende an technischen Hochschulen und für Lehramtscandidaten. Ge- 
wisse wesentliche Theile der Physik sind ganz übergangen, nämlich nicht 
nur alle diejenigen, welche sich auf die Wellentheorie beziehen, also 
die Wellenbewegung flüssiger Körper, die Akustik, Optik und die ge- 
strahlte Wärme, sondern auch die Lehren vom Magnetismus, von der 
Elektrieität und vom Galvanismus, soweit nicht letztere mit den einfach- 
sten Sätzen der Potentialtheorie zusammenhängen. Dagegen sind mit 
besonderer Vorliebe behandelt gewisse Theile der reinen Mechanik, die 
mechanische Wärmetheorie und die Potentialtheorie — Disciplinen, von 
denen weiter unten noch besonders die Rede sein wird. 

Es folgt hieraus, dass das vorliegende Werk nicht daraufhin ver- 
fasst ist, etwa rein nur zum Selbststudium zu dienen, sondern vielmehr 


- zu dem Zwecke, dass es neben demi Vortrage des Lehrers benützt werde, 


um bequemer die schwierigeren Theile der Physik wiederholen zu kön- 
nen, und auf die einschlagende mathematische Fachliteratur vorzuberei- 
ten. Die Werke, welche der Verfasser namentlich seinem Buche zu 
Grunde gelegt hat, ‘sind Wüllner’s Lehrbuch der Physik, Briot’s 


-Lehrbücher und gewisse Theile der Schriften von Clausius, Gauss 


und Green. 

Entstanden ist das Werk durch Stenographiren und Transscribiren 
des grösstentheils frei dietirten Manuscriptes des Verfassers seiten 
eines Zuhörers (Eduard Glaser). Diese Entstehung des Werkes aus dem 
eingeschlagenen Lehrgange, den der Verfasser erprobt haben will, erklärt 
dies und jenes Auffällige; so nicht allein orthographische Ungleichheiten, 
wie der Verfasser selbst bemerkt und die sich trotz eigenhändiger Ab- 
änderungen und Zusätze eingeschlichen haben, sondern namentlich auch, 
wie Referent hinzusetzen muss, da und dort das Weglassen der Bedeu- 
tung eingeführter mathematischer Bezeichnungen, unverbesserte auffäl- 
lige Schreibfehler und mehrfache uncommode Stellung der Figuren, auf 
die sich der Text bezieht, und die ein häufiges Umschlagen des eben 
gelesenen Blattes veranlasst. 

Gehen wir nunmehr auf das Einzelne und die Anordnung des gan- 
zen Stoffes ein, von der freilich der Verfasser selbst sagt, dass beim 
Vortrag davon abgewichen werden müsse, so ist von dem ganzen 355 
Seiten umfassenden Raume ein erster grösserer Abschnitt, nämlich 49 Sei- 
ten, einer rein mathematischen Einleitung gewidmet, in der gewisse Lehr- 
sätze der Differential- und Integralrechnung vorgetragen werden. Diese 
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mathematische Einleitung müssen wir nun freilich für den schwächsten. 
Theil des ganzen Werkes erklären. Der Verfasser sagt selbst in der 
Vorrede, dass er in diesem Theile seines Werkes keine Rücksicht auf 
die Stetigkeit der Funetionen und auf die Convergenz unendlicher Reihen 
genommen habe. Dann aber müssen wir antworten, wo bleibt in solchem 
Falle das wisseuschaftliche Gepräge des ganzen folgenden Lehrgebäudes, 
dem doch gerade, wie auch der Verfasser in der Vorrede bemerkt, Rech- 
nung getragen werden sollte. Aber nicht allein dieser Einwurf lässt sich 
machen, sondern noch mancher andere. So rechnet der Verfasser sofort 
mit Differentialien wie mit endlich grossen Werthen, während doch immer 
nur infolge eines bestimmten Grenzüberganges etwas Derartiges gestattet 


ist. Auch Integrationen von der Art (8. 38): Gegeben —b, inte- 


Hu 
dy oz 


grirt: «= [baady= [ay [bau= (bray=bay, oder vielmehr v= 


bzy+ ®(y)+ X(x) müssen den Anfänger frappiren; warum ist nicht 
das auf $. 40, 41 und 42 Gesagte (Integration eines vollständigen Diffe- 
rentialausdruckes mit zwei unabhängig Veränderlichen) vorausgenommen ? 


Es folgt nun als Theil des eigentlichen Werkes das erste Hauptstück 
von 8. 50—130, in welchem die einfacheren Sätze der allgemeinen 
Mechanik fester Körper vorgetragen werden, während in einem räumlich 
ziemlich weit getrennten Abschnitte, nämlich von S. 203 bis 214, noch 
ein Anhang der Mechanik hinzugefügt wird, der das Gesetz der Flächen 
und die Lehre vom Stossdrucke ausströmender Flüssigkeiten und Gase 
enthält. Der Grund, warum dieser Anhang der Mechanik nicht ohne 
Weiteres auf das erste Hauptstück folgt, ist dahin angegeben, dass für 
ein erstes Studium des ganzen Werkes dieser Anhang der Mechanik über- 
schlagen werden kann. 

Aber auch gegen Einzelnes, was im ersten Hauptstück gesagt ist, 
möchten wir uns aussprechen, so z. B. gegen Schreibweisen wie auf 


ds—ds do „ds—ds "Ge 
8.52% DA und somit a ge ger während man doch richti- 
, dv dads=ds 2 
ger zu schreiben hat ee ferner gegen Integrationen von 
ds . . . . * . 
der Form: gegeben — =—%s, hieraus wird nach Multiplication mit ds 


de 

c ? 1 i 'As\2 
und weil di? constant ist, — fü d@s—=—hkisds, also (82) =—hs 

di? di, 
+ Const., während doch bekanntlich die Integration dadurch zu geschehen 
hat, dass s als unabhängige Variable eingeführt wird. Auch die Bezeich- 
nung der allgemeinen Beschleunigung durch 9 vermögen wir nicht zu 
billigen, da es nun einmal Gebrauch geworden ist, damit die Beschleu- 
nigung der Schwere zu bezeichnen. Wenn endlich auch in diesem Werke 
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2 
der Ausdruck z lebendige Kraft genannt wird gegenüber der älteren 


und daher klassischen Bezeichnung, wo mv? lebendige Kraft heisst, so 
möchten wir daran erinnern, Er schon längst, um Verwirrungen zu 


vermeiden, für den Ausdruck — die freilich wenig in Aufnahme ge- 


un 


kommene Bezeichnung „lebendige Potenz‘ vorgeschlagen worden ist. 


Geradezu erstaunt sind wir aber über die auf S. 92 und 93 stehende 
Erklärung der Ebbe und Fluth, denn nicht die Grösse der Anziehung 
des Mondes direet bewirkt diese Erscheinung, sondern, wie schon La- 
place ganz richtig gelehrt hat, die Gestalt der Niveaufläche einer die 
Erde umgebenden flüssigen Schicht, auf die die Anziehung der Erde und 
des Mondes gleichzeitig wirkt. Dieses Beispiel der Ebbe und Fluth 
würde daher ganz gut seinen Platz in dem Abschnitte über es Poten- 
tialtheorie gefunden haben. 


Hervorheben wollen wir noch, dass der Verfasser noch besonders 
(abweichend von anderen kurzen Darstellungen der reinen Mechanik) die 
Abweichung der Geschosse und die Präcession der Nachtgleichen be- 
rücksichtigt hat, wenn auch weniger die strengere mathematische Be- 
trachtung, als vielmehr eine die Erscheinungen erklärende Erläuterung 
in Worten Platz gefunden hat, 


Als Fortsetzung der reinen Mechanik würde man nun sogleich den 
Theil erwarten, den der Verfasser „Grundzüge der Potentialtheorie“ 
nennt und dem er den letzten Raum seines Werkes, nämlich von $8, 269 
bis 355 angewiesen hat. Als Anwendung der Sätze der Potentialtheorie 
nimmt der Verfasser dabei hauptsächlich Rücksicht auf die Elektrostatik 
und giebt die einfacheren Sätze, welche sich auf stationäre elektrische 
Ströme beziehen. Hinsichtlich der Anwendungen auf die Elektrostatik 
möchten wir bemerken, dass die Influenzelektrieität immer noch nach der 
Poisson’schen Weise erklärt ist, während doch, wie Referent in seinem 
Lehrbuch der Elektrostatik gezeigt hat, diese Erscheinung sich viel ein- 
facher aus dem Coulomb’schen Gesetz allein mit Hilfe des Potentials 
auf sich selbst ergiebt. 


Das zweite Hauptstück von 8. 139 bis 159 enthält die Mechanik 
(tropfbar) flüssiger Körper, mit besonderer Berücksichtigung der Gestalten 
der Flüssigkeit, Capillarität, Endosmose und der Araeometer. 


Das dritte Hauptstück von S. 161 bis 203 enthält die Mechanik der 
Gase. Hier wird bereits Vieles gelehrt, was man gewöhnlich in dem 
Capitel über mechanische Wärmetheorie sucht, dazu noch die Absorption 
und Diffusion der Gase, das Ausströmen der Gase, deren Bewegung in 
Oanälen, das barometrische Höhenmessen und schliesslich der Gewichts- 
verlust der Körper in der Luft. 
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Das vierte Hauptstück endlich, Einleitung in die mechanische Wärme- 
theorie genannt, umfasst von S. 215 bis 218 die fundamentalen Betrach- 
ungen und Resultate, wie sie eben der mechanischen Wärmetheorie 
eigenthümlich sind. 

Haben wir sonach Manches an dem vorliegenden Werke auszustellen 
gehabt, wobei wir noch ganz davon abgesehen haben, dass an mehreren 
Stellen die Deutlichkeit und Klarheit des Vorgetragenen besser zu Tage 
getreten wäre, wenn die Darstellung präciser und knapper gehalten wor- 
den wäre, so müssen wir doch auch wiederum Vieles lobend anerkennen, 
was das vorliegende Werk vor anderen Lehrbüchern der Physik rühm- 
lich auszeichnet. Wir betonen in dieser Hinsicht den mathematischen 
Geist, den der vorliegende Grundriss für das Studium der Physik an- 
bahnt, gegenüber den charlatanhaften und effecthaschenden Vorträgen 
über exacte Naturwissenschaften, wie sie an manchen Stätten der Wis- 
senschaft Mode geworden sind, Vorträge, die durch schöne und kost- 
spielige Instrumente und Versuche Zuhörer anlocken und bei denen der 
vortragende Professor oft nicht viel mehr macht, als dass er da und dort 
einen Hahn öffnet, einen Knopf niederdrückt, einen schlechten Witz 
verbricht und häufig durch ziemlich tölpelhafte Ungeschicktheit seinen 
Assistenten zur Verzweiflung bringt. Manche gute Bemerkung über die 
Bethätigung der mechanischen Gesetze in den Erscheinungen der Natur 
macht den Vortrag lebendig und erhöht das Interesse des Lesenden am 
Gelesenen. 

Im Gauzen können wir daher unser Urtheil über das vorliegende 
Werk wohl dahin zusammenfassen, dass es ein erster lobenswerther Ver- 
such ist, auch den Unterricht und das Studium der Physik sd zu glie- 
dern, dass das Pensum der (technischen) Hochschule in angemessener 
Weise an das vorausgegangene Pensum der Mittelschule sich anschliesst. 


Freiberg, 31. October 1876. Dr. Tu. KÖTTsritzsch. 


Handbuch der barometrischen Höhenmessungen. Anleitung zur Berech- 
nung der Höhen aus barometrischen, thermometrischen und hygro- 
metrischen Messungen, sowie zur Anstellung sämmtlicher bei den 
Höhenmessungen nöthigen Beobachtungen, unter besonderer Be- 
rücksichtigung der Surrogate fie das Quecksilberbarometer (Ane- 
roid, Thermobarometer), für Ingenieure, Forschungsreisende, Me- 
teorologen, Mitglieder der Alpenvereine etc., von Dr. PAurL 
SCHREIBER. 8°. XX, 307 8. Mit einem Atlas von 18 Gross- 
foliotafeln, enthaltend zahlreiche Karten und Figuren. Weimar 
1877, Beinh. Friedr. Voigt. 


Das Buch ist so umständlich wie sein Titel und bespricht Alles, 
was unmittelbar oder mittelbar bei barometrischen Höhenmessungen vor- 
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kommt ‚oder vorkommen kann, übrigens in guter Ordnung und mit 
Umsicht. 

Die Herleitung der barometrischen Höhenformel unterbleibt, von den 
vielen vorgeschlagenen Formeln werden gelegentlich einige erwähnt. Die 
ausgewählte berücksichtigt Temperatur und Feuchtigkeit der Luft, dann 
die Veränderungen der Schwere mit geographischer Breite und Höhe 
über dem Meere. Man ist freilich noch weiter gegangen und hat in die 
Formel noch den mit der Breite veränderlichen Erdhalbmesser und die 
wechselnde Dichte der oberen Erdschichten gezogen, — davon sieht aber 
das Buch glücklicherweise ab. Die gewählte Formel, immer noch ver- 
wickelt genug, wird in eine Summe umgeformt, um den Einfluss der 
einzelnen Umstände einzeln zu verfolgen. 

Vermisst wird die Angabe des Grades der Sicherheit einer Baro- 
meterbeobachtung, während doch davon abhängt, welche Verbesserungen 
noch von Belang sind. Es wird vorgeschlagen, mangelhafte oder-fehlende 
Beobachtung der Temperatur aus der Feuchtigkeit der Luft zu ersetzen 
durch die Mittelwerthe aus meteorologischen Tabellen, und daraus An- 
lass genommen, zahlreiche Tabellen und Karten der Isothermen, des 
Dampfdruckes, der Isobaren, Witterungskarten u. s. w. mitzutheilen. Es 
wird für wahrscheinlich erachtet, ‚dass man genauere oder wenigstens 
ebenso genaue Resultate erhalten kann, wenn man die T’emperatur der 
Luftsäule aus den Mitteln langjähriger Temperaturbeobachtungen berech- 
net, anstatt directe Beobachtungen zu verwenden“. Es ist Nichts da- 
. gegen zu erinnern, wenn, wie schon von Anderen geschah, mit der 
nöthigen Vorsicht die Jahresmittel meteorologischer Beobachtungen für 
die Berechnung der Höhenunterschiede verwertbet werden, aber nur, so 
lange Barometermittel mit Tremperaturmitteln und Feuchtigkeitsmitteln 
verbunden werden. Hingegen verbietet eine richtige Deutung des Ge- 
setzes der grossen Zahlen, genaue Einzelbeobachtungen des Barometer- 
standes, die den augenblicklichen, vom mittlern a sehr ver- 
schiedenen Luftdruck angeben, mit Mittelwerthen der Temperatur und 
Feuchtigkeit zu verknüpfen. Bekanntlich werden, abgesehen von dem 
mangelnden Gleichgewichtszustande der Atmosphäre, die Ergebnisse baro- 
metrischer Höhenmessungen alle dadurch besonders zweifelhaft, dass die 
Gesetze unbekannt sind, nach welchen sich Temperatur und Feuchtigkeit 
der Luft (senkrecht und wagerecht) ändern. Die Unsicherheit in diesem 
Betreff wird aber nicht vermindert, sondern kann nur vergrössert werden 
durch Beiziehung von Mittelwerthen als Ersatz für die unmittelbare Be- 
obachtung, welche, wenn gut angestellt, doch wenigstens den augenblick- 
lichen (vom mittlern möglicherweise sehr verschiedenen) Zustand an dem 
Ende der fraglichen Luftsäule angiebt. 

Die Instrumente zur Bestimmung des Luftdruckes werden aufgezählt, 
beschrieben, abgebildet und ihre Berichtigung und Vergleichung eingehendst 


* 
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besprochen. Eine bedeutende Kürzung in diesem Theile (wie in den 
anderen) würde für das Buch gewiss von Vortheil sein. Wie gross die 
Ausführlichkeit ist, mag daraus erhellen, dass, weil gelegentlich Wasser 
zu erwärmen ist, sofort das Gasbrennen, dann Vorrichtungen zum Re- 
geln des Gaszutritts u. s. w. beschrieben und abgebildet werden. 

Besondere Aufmerksamkeit wird dem Federbarometer gewidmet, den 
verschiedenen Formen (gute Abbildungen), ihrer Verwendbarkeit und 
ihrer Vergleichung mit Quecksilberbarometern. Die Verbesserungsgleich- 
ung für die Ablesung wird mit zehn Gliedern, zehn Constanten enthal- 
tend, aufgestellt. Das ist viel; für eine Geräthschaft, die sich, wie alle 
Federn, mit der Zeit, und zwar unstätig ändert, entschieden zuviel. Frei- 
lich werden auch noch kürzere Vergleichungs- und Berichtigungsverfahren 
besprochen, aber sie knüpfen alle an die umständlichste und deshalb 
nach Meinung des Berichterstatters wenigst nützliche an. Hinsichtlich 
der Verwendung der Federbarometer zu Höhenmessungen dürfte das in 
Jordan’s Kalender für Vermessungskunde (1876) auf etwa „7, des 
Raumes Gegebene vollkommen ausreichen. Der Vorzug ausserordentlicher 
Empfindlichkeit der Federbarometer scheint gelegentlich ihrer Beurthei- 
lung nicht genügend beachtet zu sein. 

Ein Capitel belehrt ausgiebig über Thermometer, ihre Anfertigung, 
Prüfung, Berichtigung, beschreibt ein Siedethermometer und schlägt vor, 
als Ersatz für die üblichen jedesmal den Rudberg-Regnault’schen 
Fundamentalversuch zu wiederholen! 

Ein anderes Capitel ist den Feuchtigkeitsbestimmungen gewidmet. . 
Bei dieser Gelegenheit wird eine Beschreibung fast aller möglichen Luft- 
pumpen, von Aspiratoren, Gasometern, Manometern u. s. w. gegeben. 

Ferner ein Capitel über Bestimmung der geographischen Breite, was 
Anlass bietet, Tabellen über Refraction, über Sternpositionen zu geben, 
und zu einer Abschweifung über wahre Zeit, Sternzeit, mittlere Zeit. 

Ein Capitel über Ausgleichungsrechnungen nach dem Verfahren der 
kleinsten Quadratensumme. 

Ein Literaturbericht, 27 Seiten. 

In Anbetracht der zahlreichen Tabellen, der ausgerechneten Bei- 
spiele, deren 86 beziffert, vorgetragen aber noch mehr sind, der Karten 
und Figuren, der 325 bezeichneten Gleichungen (ohne die unbezeichne- 
ten) darf man wohl glauben, etwas weniger wäre eigentlich mehr ge- 
wesen. An Fleiss und an Kenntnissen fehlt es sicher dem Verfasser nicht. 

Die Zeichnungen sind zum Theil recht gut, zum Theil aber auch, 
aus ängstlicher Sorge für die Deutlichkeit, in den Verhältnissen stark 
verfehlt. | | BORN 
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Programm 


des von der 


königl. Akademie der Wissenschaften in Turin 


zu vergebenden 


Bressa- Preises. 


Caesar Alexander Bressa, im Leben Doctor der Mediein und Chi- 
rurgie, hat am 4. September 1835 in seinem Testamente Folgendes 
wörtlich verfügt: 

„Ich erwähle zum Universalerben meiner jetzigen und künftigen 
Güter, nach Abzug der verschiedenen Legate, die königl. Akademie 

der Wissenschaften zu Turin, welche sich von ihrem beständigen 
Secretär oder von einem Procurator wird vertreten lassen können, der 
zu diesem Zwecke von ihren Mitgliedern zu erwählen wäre. 

Sowie das Recht der Nutzniessung aufhört (welches in demselben 
Testamente der Frau Claudia Amata Dup&che zugesprochen ist), wird 
die Turiner Akademie die Nachlassenschaft sofort antreten und befugt 
sein, die unbeweglichen Güter zu verkaufen, die Oapitalien nach ihrem 
Ermessen anzulegen und mit dem Ertrag des Gesammtvermögens einen 
zweijährigen Preis zu stiften, der in folgender Weise abwechselnd 
vergeben werden soll. 

* Der Reinertrag der ersten beiden Jahre ist als Preis für den- 
jenigen Gelehrten bestimmt, der, gleichviel zu welcher Nation er ge- 
hören möge, während der letzten vier Jahre die ausgezeichnetste und 
nützlichste Entdeckung gemacht haben wird oder der Urheber war des 
berühmtesten Werkes im Bereiche der physikalischen und experimen- 
tellen Wissenschaften, der Naturgeschichte, der reinen und angewandten 
Mathematik, der Chemie, Physiologie und Pathologie, mit Einschluss 
der Geologie, der Geschichte, Geographie und Statistik. 

Der Reinertrag der folgenden beiden Jahre wird demjenigen Ge- 
lehrten zugesprochen werden, welcher, immer nach dem Urtheile der- 
selben Turiner Akademie, in den letzten vier Jahren bezüglich einer 
Hist.-lit Abthlg. d, Zeitschr. f. Math. u. Phys. XX11, 3. 6 
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der oben erwähnten Wissenschaften in Italien die wichtigste Ent- 
deckung gemacht oder das bedeutendste Werk veröffentlicht haben 
wird u. s. w., unter Beobachtung derselben Reihenfolge.‘ 


Obgleich sich die Akademie nicht verhehlt, dass ihr die edelmüthige ° 
Schenkung des Dr. Bressa eine schwere Verantwortlichkeit auferlegt, 
indem sie dazu berufen sein soll, über Geisteserzeugnisse zu urtheilen, 
welche in irgend einem Theile des weiten Gebietes beinahe sämmtlicher | 
positiven Wissenschaften auftauchen mögen, glaubt sie dennoch dem 
Vertrauen des freigebigen Erblassers entsprechen zu müssen, indem sie 
sich anheischig macht, die Bestimmungen seines T’estamentes genau zu 
erfüllen, das von der lobenswerthen Absicht eingegeben ist, das Ge- 
deihen der Wissenschaft zu befördern. 


Das Bressa’sche Vermächtniss ist im Monat Juli 1876 von der 
Bedingung der Nutzniessung befreit worden. Infolge dessen muss der 
erste vom Testament bestimmte Zeitraum sich über die Jahre 1877 und 
1878 erstrecken. 3 


Der erste Preis wird im Jahre 1879 demjenigen Gelehrten zuertheilt 
werden, der, gleichviel welcher Nation er angehören möge, während der 
vorangegangenen vier Jahre, d. h. vom 1. Januar 1875 bis zum letzten 
December 1878, die bedeutendste und nützlichste Entdeckung gemacht 
oder das berühmteste Werk veröffentlicht haben wird in dem Gebiete der 
der reinen und angewandten Mathematik, der experimentellen Wissen- . 
schaften: Physik, Chemie und Physiologie, der Naturgeschiehte mit Ein- 
schluss der Geologie, der Pathologie, der Hesghichig; Geograpbie und 
Statistik. 

Der erste für den vierjährigen Zeitraum, 1875 — 1878, bestimmte 
Preis wird 12,000 italienische Franken betragen. 


Im Sinne des Bressa’schen Testamentes wird die Akademie unter 
den Entdeckungen und veröffentlichten Werken, mögen sie von deren 
Urhebern eingereicht worden sein oder nicht, das Beste wählen, ohne 
sich an irgend etwas Anderes zu binden, als an die Grenzen der Zeit, 
die der Erblasser vorgeschrieben, und an die Rücksicht der Unparteilich- 
keit, die es verbietet, in eigener Sache zu richten. 


Kein nationales Mitglied der Akademie, mag es zu den in Turin 
ansässigen oder nicht ansässigen gehören, wird den Preis davontragen 
können. 

Im Jahre 1881 wird der zweite Bressa-Preis für den vierjährigen 
Zeitraum 1877 bis 1880, ertheilt werden, ganz nach Massgabe der oki- 
gen Bestimmungen, nur dass, dem Testamente gemäss, dieser zweite Preis 
nur von einem italienischen Gelehrten gewonnen werden kann. 

Und auf dieselbe Weise soll alle vier Jahre einem Gelehrten ohne 
Rücksicht auf seine Abstammung, und alle vier Jahre einem italienischen 
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Gelehrten der Bressa-Preis zuerkannt werden, so zwar, dass ein Welt- 
preis und ein vaterländischer Preis regelmässig mit einander abwechseln. 
Turin, 7. December 1876. 


Der Präsident der Akademie; 


Federigo Sclopis. 


Der Secretär der Classe Der Secretär der Classe 
für physikalische und mathematische für moralische, historische und philologische 
Wissenschaften: Wissenschaften: 
Ascanio Sobrero. Gaspare Gorresio. 


Zur Geschichte des Problems der Fortpflanzung ebener Luftwellen 
von endlicher Schwingungsweite. 


Unter diesem Titel veröffentlicht Herr Ludwig Boltzmann im 
6. Hefte des 21. Jahrgangs dieser Zeitschrift eine Bemerkung, welche 
mit den Worten beginnt: „Die Eingangsworte zur Abhandlung Rie- 
mann’s über diesen Gegenstand zeigen, dass demselben die früheren 
Untersuchungen über diesen Gegenstand gänzlich unbekannt waren.“ 
Dass diese Aeusserung auf einem Irrthum beruht, beweist die in den 
Göttinger Nachrichten von 1859, also schon vor der Abhandlung er- 
schienene Selbstanzeige derselben (Riemann’s gesammelte mathematische 
Werke, Str. 165), dort wird der Arbeiten von Challis, Airy und 
Stokes mit ausdrücklicher Beziehung auf Riemann’s Resultate gedacht. 
Dass die Poisson’sche Abhandlung Riemann unbekannt gewesen sei, 
ist hiernach kaum glaublich, da dieselbe den Ausgangspunkt bildet für 
die ganze Discussion der englischen Gelehrten. Die Arbeit von Saint 
Venant und Wantzel behandelt ein Problem, welches von dem in 
Rede stehenden gänzlich verschieden ist, nämlich den Ausfluss eines 
Gases aus einer Oeffnung, 

Was endlich die Abhandlung von Earnsehaw betrifft, so ist die- 
selbe zwar schon im Jahre 1858 entstanden; indessen trägt der Band der 
Phil. transact., in’ dem dieselbe gedruckt ist, die Jahreszahl 1861, während 
Riemann’s Selbstanzeige in den Göttinger Nachrichten von 1859 erschien. 
Diese Arbeit konnte also Riemann zu der Zeit, als er seine Untersuch- 
ungen über das Problem ausführte, nicht bekannt sein. 


Königsberg, 3. Januar 1877. H. Weber. 


Recensionen. 


Vorlesungen über Geometrie von ALFRED ÜLEBSCH, bearbeitet und heraus- 
gegeben von Dr. FERDINAnD LIinDEMAnNn. Mit einem Vorworte 
von Ferıx Krein. Erster Band: Geometrie der Ebene. Mit 78 
Holzschnitten. Leipzig, B. G. Teubner. 1876. 


Das vorliegende Werk trägt an seiner Spitze den Namen des Man- 
nes, der auf das Gebiet, das es behandelt, einen leitenden und um- 
gestaltenden Einfluss ausgeübt hat. Die Mittel, mit welchen Clebsch 
auf seine Zuhörer und die ihm näher Stehenden gewirkt hat, einem grös- 
seren Kreise zugänglich zu machen, ist daher ein Unternehmen von 
ausserordentlicher Wichtigkeit, für dessen Durehführung die Wissenschaft 
dem Herausgeber Herrn Lindemann, sowie Herrn Klein, der nach 
dem Tode Clebsch’s die Leitung der Herausgabe in seine Hand ge- 
nommen, hohen Dank schuldet. 

Die Schwierigkeiten, welche einer Herausgabe der geometrischen 
Vorlesungen Clebsch’s entgegenstehen, sind ganz besonderer Art. 
Diese bilden äusserlich kein geschlossenes Ganzes, sie hängen vielmehr 
mit den in den Zeitschriften niedergelegten Arbeiten so innig zusammen, 
dass ihre im Laufe der Jahre wechselnde Gestalt erst in dieser Zusam- 
menfassung erklärlich wird. Die Wirkung dieser ganzen wissenschaft- 
lichen Thätigkeit beruht so nicht auf den einzelnen Mittheilungen, son- 
dern auf der tiefern Einheit, die sie beherrscht und ihren organischen 
Zusammenhang bestimmt. Es wird nöthig, alle die verschiedenen Rich-. 
tungen, nach welchen die gemeinsamen Grundgedanken zum Ausdruck 
gelangen, zu verfolgen und zu vergleichen, um diese Ideen selbst in 
ihrer vollen Allgemeinheit und in ihrer Begrenzung zu erfassen. Dazu 
kommt noch, dass bei diesem Zusammenhange des Schaffens, der aus der 
Einheit der Idee fliesst, sich auch vielfach in der Darstellung Schwierig- 
keiten ergeben. Denn einmal wird oft von einer Arbeit auf die andere 
verwiesen, und weiter werden bei der Umsetzung der allgemeinen An- 
schauungen in analytische Methoden die Modificationen derselben für 
specielle Fälle in der Regel nur dann durchgeführt, wenn es die Wich- 
tigkeit des Specialfalles verlangt, da ja doch sämmtliche solche Fälle 
von jenen Anschauungen schon beherrscht sind. Das Studium einer ein- 
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zelnen herausgerissenen Abhandlung, die ihren Gegenstand nicht nach 
allen Seiten fest begrenzt, ist daher nicht leicht und muss unbefriedigend 
bleiben, so lange sie nicht als ein Theil eines grossen Ganzen betrachtet 
wird. Und ebenso wenig hat eine einzelne geometrische Vorlesung von 
Clebsch den gesammten Apparat an Anschauungen und Methoden liefern 
‚ können, der zum Verständniss des Ganzen nöthig ist. 

Es ist aus diesen Bemerkungen klar, dass zur Lösung der wichtig- 
sten Aufgabe, eine Uebersicht über die Grundlage und die Ausdehnung 
dieser Methoden zu geben, die einfache Herausgabe einer der Vorlesungen 
nicht genügend war. Erst das grosse Material, das aus mehreren geo- 
metrischen und algebraischen Vorlesungen, aus einer Reihe von Abhand- 
lungen von Clebsch, sowie endlich aus nebenher laufenden oder sich 
anschliessenden Arbeiten Anderer besteht, welche an der Ausbildung der 
Methoden betheiligt sind und unter welchen vor Allem Gordan, auf so 
vielen Gebieten Mitarbeiter Olebsch’g zu nennen ist — erst dieses 
gesammte Material kann zu einer systematischen Darstellung hinführen. 
Für die Herausgabe entstand hierdurch die bedeutende Aufgabe, aus 
einem zerstreuten und ungeordneten, zum Theil auch lückenhaften Ma- 
terial ein Ganzes erst zu schaffen und nach den Ideen Clebsch’s aus- 
zubilden. 

Die vorliegende Herausgabe hat sich in der That auf diesen Stand- 
punkt gestellt und die Aufgabe in ihrer vollen Allgemeinheit angegriffen. 
Sie giebt auf Grund einiger Vorlesungen Olebsch’s, von den Gesichts- 
punkten ‘aus, die sich im Laufe der ganzen geometrischen Entwickelung 
ausgebildet haben, eine methodische Darstellung des Standes der geo- 
metrischen Wissenschaft. Sie giebt noch mehr: um die ganze Tragkraft 
der leitenden Ideen zu zeigen, sind nicht nur die bekannten oder von 
Clebsch erschlossenen Gebiete behandelt, sondern selbst einzelne kaum 
betretene Gebiete, auf welche erst ein noch ungewisses Licht geworfen 
ist. Insofern jedoch diese letzteren Darstellungen an vielen Stellen über 
das berechtigte Streben, bis zu den neuesten Einsichten und bis zur 
Richtung der jetzigen Entwickelungen hinzugeleiten, hinausgehen, wäre 
eine grössere Beschränkung durchaus nöthig gewesen. 

Die Allgemeinheit des Standpunktes, von welchem aus der Heraus- 
geber die Ordnung und Behandlung der verschiedenen Materien vornimmt, 
dürfen wir (nach den einleitenden Worten des Herausgebers) wohl wesent- 
lich auf die Mitwirkung von Herrn F. Klein zurückführen, der schon 
in seiner Programmschrift (‚Vergleichende Betrachtungen etec.‘, Erlangen 
1872) die einheitlichen Ideen, welche die jetzige geometrische Forschung 
durchdringen, mit klarer Hand gezeichnet hat. Ich gebe nun zunächst 
eine summarische Uebersicht über das ausserordentlich reiche Material, das 
von diesem Standpunkte aus bearbeitet und auch grösstentheils bewältigt 
wird, wie über den Inhalt des Werkes. 
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Das Material besteht wesentlich in den beiden Vorlesungen über die 
Geometrie der Kegelschnitte (1871), die der algebraischen Curven (1871 
bis 1872) und in der Vorlesung über die Theorie der algebraischen For- 
men (1872). Dazu wurden ein Theil der Vorlesungen über die Abel- 
schen Functionen, ein Manuseript Clebsch’s über die aus dessen letzter 
Zeit stammende Connextheorie, endlich die früher veröffentlichten Arbei- 
ten Clebsch’s und Anderer benutzt. Auf mehr als 1000 Seiten und 
in 7 Hauptabtheilungen werden nach einander vorgeführt: in Abthei- 
lung 1 die metrische und projectivische Geometrie des Punktes und der 
Geraden (8. I—71), in 2 die Theorie der Kegelschnitte (72—166); in 3 
die binären Formen mit ihren geometrischen Anwendungen, sowie eine 
Einleitung in die Theorie der ternären Formen, ebenfalls mit den An- 
wendungen auf Collineation und Kegelschnittsysteme (167— 304); in 4 
eine allgemeine Theorie der algebraischen Curven, in Bezug auf deren 
Verhalten bei projectivischen ‚dransformationen (S. 305— 496). Diese 
Abtheilung geht nach mehreren Richtungen auseinander: Polarentheorie, 
mit Untersuchung der singnlären Punkte; Curvensysteme mit der Methode 
der Charakteristikentheorie; Geometrie auf der Curve mit den alge- 
braischen und rein geometrischen Untersuchungen über Punktgruppen 
und ÜOorrespondenz; zuletzt eine Darstellung der eindeutigen Beziehung 
zweier Ebenen auf einander, die ihrem Inhalte nach mehr eine Einleitung 
zur 6. Abtheilung ist, mit der Anwendung auf die Auflösung der singu- 
lären Punkte. Abtheilung 5 bringt sodann die Theorie der Curven drit- 
ter Ordnung oder dritter Classe, unter Anwendung der Theorie der 
ternären Formen und der elliptischen Functionen (8. 497—660); Abth. 6 
die Geometrie auf einer algebraischen Curve, soweit sie bei rationalen 
Transformationen invariante Eigenschaften betrifft, unter Anwendung der 
Theorie der algebraischen und der Abel’schen Functionen (661— 923); 
endlich Abtheilung 7 die Connexe, behandelt mit Hilfe der ternären For- 
men mit mehreren Reihen von Variabeln, und deren Zusammenhang mit 
den Berührungstransformationen und den algebraischen Differentialgleich- 
ungen erster Ordnung (924 —1037). 

Von diesen mannigfaltigen Darstellungen sind nur die ersten be 
Abtheilungen eine wesentlich getreue Wiedergabe der Clebsch’schen 
Vorlesung über die Kegelschnitte. Schon die dritte Abtheilung ist eine 
freie Bearbeitung der Vorlesung über die Formen, zum Zwecke einer 
mehr geometrischen Einleitung in die folgenden Capitel.e. Von sämmt- 

lichen übrigen Abtheilungen sind aber nur noch die vier ersten Abschnitte 
der 4. (Polarentheorie), mehrere Capitel der 5., sowie ein Theil der 
7, Abtheilung den Clebsch’schen Vorlesungen entnommen: alles Uebrige, 
also der umfangreichere T'heil des Buches, ist Verarbeitung eines anderswo 
gegebenen Stoffes, zum Theil auch aus privaten Mittheilungen geschöpft, 
wie die Angabe des vollständigen Systems zweier ternären quadratischen 
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Formen nach Gordan (in Abth. 3), zum nicht geringen Theil endlich 
auch eigener Zusatz des Herausgebers. 


Es liegt zunächst die Frage nahe, wie weit hiernach der Titel des 
Werkes: „Vorlesungen von Clebsch“, gerechtfertigt ist.. Herr Klein 
erklärt in der Vorrede, dass der Stoff des Buches nach seiner Begren- 
zung den Vorlesungen Clebsch’s conform bemessen ist, nach seinem 
Gehalt auf Clebsch zurückgeht und sich auch in der Form der Dar- 
stellung an ihn durchaus anschliesst. Wir stimmen der ersteren Bemer- 
kung nicht zu; trotzdem können wir diese Frage bei Seite lassen, da 
jetzt nach den ausführlichen Erklärungen, welche der Herausgeber, Herr 
Lindemann, in der Einleitung über sein Verhältniss zu den Clebsch- 
schen Vorlesungen giebt, über dasselbe kein Missverständniss entstehen 
kann. Die Herausgeber haben vielmehr für die Darstellung mit ihrer 
vollen Verantwortlichkeit einzutreten, und ich beurtheile daher die Haupt- 
partien des Buches als ein Werk des Herrn Lindemann. 


Die gegebene Inhaltsübersicht wird genügen, um die den Heraus- 
geber leitenden Gesichtspunkte zu kennzeichnen: das Material theilt sich 
ihm in mehrere Gebiete, in das der Eigenschaften der Curven, die bei 
linearen Transformationen erhalten bleiben, in das ‘solcher, welche bei 
rationaler Transformation invariant sind, und endlich auch noch solcher, 
welche sich auf die sogenannten ‚„Berührungstransformationen“ beziehen. 


Bei Gelegenheit des letzteren, von Lie eingeführten, vom Heraus- 
geber adöptirten Ausdruckes möchte ich die Bemerkung machey, ob der- 
selbe nicht besser durch einen andern Ausdruck ersetzt würde, da die 
Eigenschaft, die er speciell bezeichnet, in Ausnahmeelementen ihre Be- 
deutung verliert, während eine andere Eigenschaft, nämlich (vergl. S. 1025 
des Buches) die, aufeinanderfolgende Elemente wieder’in solche überzu- 
führen, erhalten bleibt? 


Von den erwähnten Gesichtspunkten ausgehend, giebt nun der Her- 
ausgeber ganz allgemeine Methoden, die eigentlich, bei allem Reichthum 
der Ausführung, ein noch viel grösseres Gebiet umfassen, als das spe- 
cieller behandelte. Es wird neben der Theorie der homogenen Formen 
auch noch die der algebraischen Funetionen und der aus denselben 
abgeleiteten Transcendenten im weitesten Masse hereingezogen. Dagegen 
werden einzelne Gegenstände, wie die metrischen Eigenschaften der Cur- 
ven dritter und vierter Ordnung, nur berührt, da sie schon an anderen 
Orten (bei Salmon, Höhere ebene Curven, Durege, Curven dritter 
Ordnung, ete.) ausführlich dargestellt sind. Das Buch steht überhaupt 
im Gegensatze zu dem eben genannten Salmon’schen Werke, das 
überall nur einen Zugang zu den mannigfaltigen älteren und neueren 
Theorien eröffnet und, seinem Lehrzwecke entsprechend, erst zuletzt in 
die Höhe führt. \ 


/ 
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In der Darstellung sind im Grossen und Ganzen die bei Clebsch 
charakteristischen Seiten getreu wiedergegeben. Das Zusammengehen der 
algebraischen Entwickelung mit der geometrischen Deutung, der Einfluss 
der einen Betrachtungsart auf den Gang der andern gelangt geschickt 
zum Ausdruck. Die Betrachtung geht dabei gewöhnlich über wenige 
specielle Fälle hinweg mit rascher Verallgemeinerung zur Entwickelung 
umfassender Methoden über. 

Aber mehrere Umstände erscheinen mir als Mängel in der Darstel- 
lung des Herausgebers. Einmal fehlt die Systematik nach unten hin. 
Es ist nicht möglich, aus der Anordnung und Darstellung des Buches 
einen Blick auf die einfachen algebraischen und geometrischen Sätze zu 
gewinnen, welche allen den Theorien zu Grunde liegen, ja, es finden 
sich sogar ganz wesentliche Lücken in diesen fundamentalen Sätzen. Ich 
erwähne nur die knappe und an verschiedene Stellen zerstreute Behand- 
lung der Eliminationstheorie, was um so mehr auffällt, als doch manche 
andere, weniger wichtige Theorie eine viel eingehendere Darstellung 
gefunden hat. So finde ich nirgends einen Beweis des Satzes von den 
w.v Schnittpunkten, die in einen «-, bez. v-fachen Punkt zweier Cur- 
ven fallen. 

Zweitens ist die Orientirung darüber, wie weit die dargestellten 
Theorien und Sätze gelten, ob sie sich also in speciellen Fällen modifi- 
eiren, nicht immer leicht gemacht, oder ist auch an einzelnen Stellen 
gar nicht zu erhalten. Dies wird bei solchen Theorien, welche gerade 
in ihrer unbeschränkten Giltigkeit ihre wesentliche Bedeutung haben, bei 
welchen es also vor Allem auf einen klaren Begriff über ihre Grundlage 
und Tragweite ankommt, ziemlich bedenklich (wie bei den aus der ge- 
meinsamen Arbeit von Brill und dem Ref., Math. Ann. VII, entnom- 
menen Theorien über die Geometrie auf der Curve in Abth. 4 und 6, wo- 
von ich noch weiter unten zu sprechen habe). 

Endlich habe ich schon oben einen Missstand angedeutet, der aus 
einer guten Seite der Herausgabe entspringt. Derselbe hängt mit der in 
der Einleitung abgegebenen Erklärung des Herausgebers zusammen, dass 
er sich erst allmälig, im Laufe der beiden Jahre, die er an die Heraus- 
gabe des ersten Bandes gesetzt, in die einzelnen Gebiete tiefer eingear- 
beitet habe. Die hierdurch verursachte Ungleichheit in der Behandlung 
des Stoffes ist aber von geringer Bedeutung. Dagegen hat Herr Linde- 
mann bei dieser Aufnahme und Wiedergabe des Stoffes zugleich eine 
bedeutende Productivität entwickelt, die ihm persönlich zur Ehre gereicht 
und die dem Buche auch theilweise sehr zu gute gekommen ist, theil- 
weise aber auch dasselbe mit Theorien erweitert hat, die — was auch 
in mathematischen Dingen nicht unwichtig ist — noch nicht die Probe der 
Jahre aufweisen können oder gar von zweifelhafter Richtigkeit sind, Wir 
werden dafür uuten eine Reihe von Belegen anzuführen haben. Es ist 
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um so mehr zu bedauern, dass der Herausgeber hier das gebotene Mass 
überschritten hat, als eine Beschränkung auch den übrigen Theilen eine 
sorgfältige Redaction gesichert ,hätte, während jetzt bei der Masse des 
Materials eine solche nicht überall vorhanden ist. 

Es ist natürlich nicht möglich, hier alle Oapitel des Buches eingehend 
zu besprechen. Der Herausgeber hat auch, selbst insbesondere über die 
von ihm herrührenden Zufügungen in der Einleitung Rechenschäft ge- 
geben. Aber wenigstens die Mehrzahl der Capitel der beiden Abthei- 
lungen 4 und 6 will ich hier genauer betrachten, indem ich dadurch dem 
Werke, das voraussichtlich eine ausgedehnte Wirksamkeit zu entfalten 
berufen ist, für diese Theile, die Geometrie auf der Curve, von einigem 
Nutzen zu sein hoffe. 

In den ersten Capiteln der 4. Abtheilung finden sich ziemlich ein- 
gehende Entwickelungen, die sich auf Eliminationsprobleme beziehen, 
wie auf die Steiner’sche Curve etec., und an denen wohl die Behand- 
lung solcher Aufgaben erkannt werden kann. Trotzdem vermissen wir 
auf diesem Gebiete, in dem sich die Kraft der ersten Geometer, wie 
Sylvester, Clebsch u. A. zunächst bewährt hat, ausser den schon 
erwähnten Grundlagen noch eine grössere Vollständigheit, so das Elimina- 
tionsproblem bei drei Gleichungen m!°”, zweiten und ersten Grades mit 
seinen schönen Anwendungen. Ferner die Aufstellung der Gleichung 
14. Grades, welche für die Doppeltangenten einer Ourve vierter Ordnung 
auftritt, auch eine Betrachtung der speciellen Curven vierter Ordnung, 
die von Clebsch und von Lüroth behandelt sind, ete. Statt dessen 
finden wir freilich allgemeine Eliminationsprobleme behandelt, als alge- 
braische Grundlage für neuere Untersuchungen aus der Geometrie der 
Anzahl. Aber wenigstens bei dem ersten Beweise (über die Zahl der 
gemeinsamen Werthsysteme einer Gleichung mit einem System von Gleich- 
ungen, $. 399) zeigt sich die lückenhafte Grundlage; denn das behauptete 
Absondern eines Factors findet nicht statt, und das Verhalten von # 
in den singulären Punkten von ® hätte direct bestimmt werden müssen. 
‘In den weiterhin folgenden algebraischen Betrachtungen kommen an sich 
werthvolle Ideen des Herausgebers zum Ausdruck (bei den Uurvensyste- 
men S.419, die algebraische Darstellung von einfachen Coincidenzpunk- 
ten bei Correspondenz auf einer Ourve S. 446, bei der Ableitung des 
darauf bezüglichen Brill’schen Reciprocitätssatzes S. 464); aber es wäre 
wohl eine genauere Ausführung derselben an einem andern Orte mehr 
gerechtfertigt gewesen. 

In dem zweiten Capitel von Abtheilung 4 werden die singulären 
Punkte nach der Newton-Puiseux’schen Methode untersucht. Es ist 
uns zunächst aufgefallen, dass hierbei die Frage nach der von der Form 
der Reihenentwickelungen abhängigen Singularität und die nach der Realität 
der Zweige, Fragen, die doch von verschiedenartigen Annahmen über die 
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Constanten in der Gleichung der Curve abhängen, immer ungetrennt 
behandelt werden. Ferner scheint mir das über den vierten T'ypus eines 
Zweiges Gesagte nicht ganz verständlich; denn derselbe, durch 
2k YI+1 
z=yh4 ay?ı +.. 

charakterisirt, unterscheidet sich vom Rückkehrpunkte erster Art nicht 
nur durch das Verhalten im Reellen, sondern genau in demselben Sinne, 
wie Typus I von T'ypus II. Endlich sind von diesen Entwickelungen, 
ausser auf die Gestalt der Curve, keine Anwendungen gemacht, auch 
nicht auf die Schnittpunkte zweier Curven, wozu sich freilich die später 
(5. 491) gegebene Methode directer eignen würde. 

Von einem folgenden Capitel, über Charakteristikentheorie, erwähnen 
wir, dass es zugleich in die Zeuthen’schen Theorien, die sich auf OCur- 
ven höherer als zweiter Ordnung erstrecken, einführt, jedoch bei sehr 
vielen Zahlen nur "referirend, hauptsächlich auch durch Wiedergabe von 
Zeichnungen Zeuthen’s über Curvendeformationen. Hier wird unsein 
wichtiges und aussichtsreiches Capitel eröffnet. er 

Nun beginnt ein Cap. VII, das in Abth.6, Cap.I, II, XI seine 
Fortsetzung hat (Geometrie auf der Curve) und bei dem ich etwas länger 
verweilen werde. Diesem Oapitel liegt theilweise die schon eitirte Arbeit 
von Brill und dem Ref. (Algebraische Functionen, Math. Ann. VII) zu 
Grunde; aber die Auffassung und Wiedergabe der Resultate ist eine 
ziemlich freie, und nicht immer ganz klar. 

S. 427 figg. handelt es sich um die Anzahl der Punkte, welche in 
einem Schnittpunktsystem durch die übrigen bestimmt sind, wobei die. 
Beschränkung ‚wenn keine anderen Bedingungen hinzutreten‘ der Natur 
der Sache nach nur auf Bedingungen für die zu bestimmenden Punkte 
gehen kann. Aber dem widerspricht dann wieder die beim darauf fol- 
genden Pascal’schen Satze gemachte Anmerkung, wo dem Wortlaute 
nach jene Einschränkung auf die gegebenen Punkte bezogen wird, da 
ja hier diese es sind, welche in Gruppen zerfallen, nicht die zu 
bestimmenden Punkte.* 

Mit dem Beweise des Hauptsatzes der Theorie (S. 439 etc.), dass 
eine Gruppe er. für welche z>0—p-+1, von adjungirten („_3 aus- 
geschnitten werden kann, kann ich mich nicht einverstanden erklären. 


* Ich erwähne hier einige zu dieser Darstellung gegebene falsche zz 
die leicht irre leiten könnten: 

S. 434, In Z. 21 v. u, ist der Text richtig, aber Z. 16 v. u. ist ‚Sauivalente 
statt „residual“ zu lesen. 

8.436, Z.11v.u. Der Text ist ee nicht aber die von Durege gegebene 
Correetur, diese Zeitschr. Bd. XXT, kist -Lt. Abth. S. 119. Die übrigen daselbst 
angegebenen Correcturen finden sich grösstentheils bei denen des Heraus- 
gebers wieder. 


- Recensionen, 719 


ELLE EEE LT PIE SZ I SS CS CPL CZ LEI EZE DS DI DB D DL GDC DL DS DT DD PLIPLLL I SSL S HS LS GH DSL BL GL LG DL D KDD LIU ALL LINKIN, 


- 


Es werden zu dem Zwecke gewisse Specialgruppen ausgezeichnet, deren 
Existenz erst zu beweisen wäre, es werden also für diesen unbeschränkt 
giltigen Satz, der a. a. O. mit den einfachsten Mitteln bewiesen ist, Be- 
trachtungen benutzt, die man kaum beim Beweise des Riemann-Roch- 
schen Satzes gelten lassen darf, wo sie später vom Herausgeber wie- 
derum, aber nur unter anderen Beweisen, verwendet werden. Solche un- 
statthafte Betrachtungen werden z. B. speciell für wm, wo 922, ge- 


braucht; und doch genügt hier zum Beweis der eine Umstand, dass eine 
zu einer solchen Schaar gehörige Gruppe auch zu unendlich vielen 9) 
gehört, für welche der Satz gerade vorher bewiesen worden ist. 


Zum letzten Capitel der Abth. 4, der eindeutigen Ebenentransfor- 
mationen, mache ich noch zwei Bemerkungen. Aus Gleichung 10), 8. 481, 
allein folgt nicht (welche Folgerung ich übrigens noch in mehreren 
anderen Arbeiten gefunden habe), dass die Fundamentalpunkte das Netz 
vollständig bestimmen, da ja wegen specieller Lage dieser Punkte die 
Zahl der Bedingungen nicht mit Z}i(i+1).«; übereinstimmen könnte. 
Ferner ist die Formel für die Classe k bei singulären Punkten, am An- 
fange der $. 495, nicht richtig, da in derselben nicht berücksichtigt ist, 
dass z.B. der !,-fache Punkt selbst wieder aus einem gewöhnlichen sol- 
chen und einer Reihe an ihn herangerückter vielfacher Punkte bestehen 
kann. 


Re 


In der ‘6. Abtheilung erhalten wir eine vom Herausgeber selbststän- 
dig gegebene Ausarbeitung des wichtigen Gebiets neuerer algebraischer 
Forschung, wo die Untersuchungen mit denen der Functionentheorie 
zusammengehen. Diese Capitel sind, indem sie die bei rationalen Trans- 
formationen invarianten Eigenschaften der Curve behandeln, ihrem Inhalte 
nach zugleich eine Grundlage für die Theorie der Abel’schen Functio- 
nen, und sie zeigen die Fortschritte der Theorie, die seit dem Erschei- 
nen des Clebsch-Gordan’schen Buches über Abel’sche Funectionen 
in diesen grundlegenden algebraischen Theilen gemacht worden sind. 
Aber der Herausgeber scheint hier wieder über seine eigenen ursprüng- 
lichen Absichten hinausgegangen zu sein; denn das Gegebene stellt auch 
eine ziemlich ausführliche Einführung in die Functionentheorie selbst 
dar. Statt dieser nothwendig lückenhaften Uebersicht über die Theorie, 
deren Verständniss doch die Kenntniss der Theorie schon voraussetzen 
muss, und statt der hiervon herrührenden mangelhaften Ausführung eini- 
ger Theile hätten wir kurze Verweise mit den nothwendigsten Angaben 
der Bezeichnung weit vorgezogen. In diesen Oapiteln sind dagegen noch 
einige neue algebraische=Ableitungen, auf die ich noch zu sprechen 
komme, sowie die geometrischen Anwendungen auf die Berührungscurven 
ete., gut durchgeführt. Ich gehe jetzt zu einer specielleren Betrachtung 
dieser Abtheilung über. 
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Die ersten drei Capitel geben sehr vollständige Darstellungen des 
Verhaltens der Curve zu eindeutigen 'Transformationen. _ Nach der Unter- 
suchung der Transformationen selbst werden die verschiedenen Gesehlechts- 
beweise abgeleitet, wobei die vom Herausgeber durchgeführte directe 
Untersuchung der Curve M, welche die Abbildung der vielfachen Punkte 
ausschneidet, von Werth ist. Wir hätten nur gewünscht, dass der zuletzt 
von Clebsch gegebene Beweis (S. 683) etwas eingehender behandelt 
worden wäre, da hier der Anlass war, von den über singuläre Punkte 


früher eingeführten Begriffen Anwendung zu machen. Auch wäre es für 
den Zusammenhang räthlich gewesen, zu bemerken, dass der Satz 8. 677, 


über das Entsprechen adjungirter C,„.3, auch ohne die identische Gleich- 
ung von 8. 674 schon aus der 4. Abtheilung folgt, und dass dann aus 
diesem und dem Restsatze wieder der Satz auf S. 675 eine unmittelbare 
Folge ist. Sodann geht das Buch zur Darstellung des sogenannten 
Riemann-Roch’schen Satzes weiter und zur Aufsuchung der Speeial- 
schaaren, wobei die Discussion der hierbei auftretenden Determinanten- 
relationen zu bemerken ist. Endlich geben diese Capitel noch die Dar- 
stellung der Normaleurven (hierbei ist aber zur Herstellung der hyper- 
elliptischen Normalform, 8. 719 Z.5 v. u,, vorher eine weitere ratio- 
nale Transformation anzuwenden). 

In Cap. IV finden sich ausgedehnte Untersuchungen über Punkt- 
gruppen auf der Curve, welche mehreren Correspondenzgleichyngen gleich- 
zeitig genügen, der Form nach Verallgemeinerungen der über die vorhin 
genannte Curve M angestellten Betrachtungen, der Sache nach Beweise 
von Sätzen, von denen die meisten von Brill gegeben sind. Wir ent- 
halten uns, über diese ziemlich complicirten Darstellungen, die eine An- 
wendung auf Aufsuchung von sogenannten Specialgruppen auf-der Curve 
finden, sonst aber in ein noch wenig gekanntes Gebiet einzudringen 
suchen, hier ein kritisches Urtheil abzugeben. 

Oapitel V bringt die Jacobi’schen Schnittpunktsätze, und in den 
weiteren Capiteln geht das Buch zu den der Curve zugehörigen Inte- 
gralen über. Auf die Reduction der allgemeinen Integrale auf die Nor- 
malformen, wobei die Behandlung in durchaus homogener Weise hervor- 
zuheben ist, folgt die Untersuchung der Normalformen, mit Entwickelung 
der zugehörigen Periodicitätseigenschaften. Das hierbei (S. 793) gewählte 
Beispiel des Flächenintegrals passt nur nicht für den betrachteten Fall; 
dagegen ist die Ableitung der Eigenschaften des Integrals dritter Gat- 
tung, das in einem Doppelpunkte unendlich wird, mittelst Grenzproces- 
ses aus dem Integral erster Gattung (S. 806) anzuerkennen. Endlich 
folgen verschiedene Darstellungen des Abel’schen Theorems für die In- 
tegrale der drei Gattungen. Ich mache besonders auf die Darstellung 
des Theorems aus dem Jacobi’schen Satze aufmerksam, der selbst (die 
Erweiterung des Satzes über Partialbruchzerlegung auf zwei Functionen 
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von drei homogenen Variabeln) hier in homogener Form abgeleitet wird. 
Auch andere Ableitungen des Theorems, wie die durch eindeutige Trans- 
formation nach Brill, die aus dem für Integrale erster Gattung be- 
wiesenen Theorem nach Harnack, sind bemerkenswerth (bis $. 830, 
Cap. VIII). 

Von diesen algebraischen, ziemlich vollständigen Untersuchungen 
gelangen wir jetzt zu den rein functionentheoretischen Darstellungen, 
wo aber gleich im Beginn (S. 831) bei den verschiedenen Wegen, welche 
das Umkehrproblem einschlagen kann, sich Unklarheiten finden. Der 
erste daselbst erwähnte Weg existirt nämlich gar nicht, da es keine 


Functionen 7 giebt, welche in p beliebigen Punkten 0 oder ® werden, 


Im folgenden Capitel erhalten wir die Sätze über das Verschwinden 
der Thetafuncetion und damit nochmals (S. 857) einen Beweis für den 
Riemann-Roch!schen Satz, der aber, wie in der mehrmals .citirten 
Arbeit,, aus welcher der Satz gezogen ist, angedeutet wird, durch eine 
ganz einfache Verallgemeinerung der Riemann’schen Betrachtung, ohne 
alle Benutzung der im Buche gebrauchten Determinantenrelationen, sich 
ergeben würde. Dasselbe Capitel giebt noch unvollständige Betrach- 
tungen über denselben Riemann-Roch’schen Satz, die aus dem Um- 
kehrproblem folgen (S. 857); denn es ist ja bekannt, dass eine lineare 
Relation zwischen den @(«°) schon zu zwei Relationen für die v, führt, 
während die dortigen Betrachtungen den gegentheiligen Schluss zu im- 
plieiren scheinen. Und, um die Sache gründlich zu erschöpfen, wird 
noch ein letzter Beweis des Riemann-Roch’schen Satzes durch Inte- 
grale zweiter Gattung mitgetheilt (S. 862). Hierbei gelangt der Heraus- 
geber sogar zu einem bisher völlig unbekannten Satze (8. 865). Jenes 
Theorem soll auch für nicht adjungirte Curven gelten; mit anderen 
Worten: die Oonstantenzahl einer algebraischen Function soll, wenn diese 
sich auch in den singulären Punkten speciell (z. B. wie eine ganze Func- 
tion) verhält, doch auch nach der allgemeinen Regel bestimmt wer- 
den können! Das Beispiel des Herausgebers (S. 866) passt wohl hierzu; 
aber hier ein anderes analoges Beispiel. Sei eine Curve C, mit sechs 
Doppelpunkten gegeben, welche auf einem Kegelschnitte liegen; für die 
Function == gilt dann der Satz nicht. In der That verschwindet 
& 

dann auch die Gleichung 15) nicht identisch, sondern liefert eine 
Beziehung zwischen (den Ooefficienten der Function, während 16) nur 
eine Wiederholung von 13) und 15) ist. 

Von dem nun folgenden erweiterten Umkehrproblem, dessen Be- 
handlung, dazu noch für p=2 nach Riemann’schen Prineipien, man 
kaum in diesem Buche suchen möchte, wird die schon erwähnte Anwen- 
dung auf die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung mit Doppel- 
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punkt gemacht. Die drei letzten Oapitel des Buches, eine specielle 
Behandlung der Curven vom Geschlechte 0, 1 und 2, geben dem Heraus- 
geber mannigfache Gelegenheit, die bekannten Darstellungen Clebsch’s 
und Anderer durch anregende Bemerkungen fruchtbar zu machen, von 
denen ich nur die Anmerkung zu den rationalen Curven vierter Ordnung, 
S. 900, erwähnen will. Es wird hier so ziemlich Alles, was über die 
Parameterdarstellung dieser Ourven gearbeitet worden ist, mitgetheilt, 
wobei nur bedauerlich ist, dass bei der Darstellung der hyperelliptischen 
Ourven der Herausgeber wiederum eine viel zu weitgehende Verallgemei- 


nerung vorgenommen hat. Die auf $S. 918 versuchte Darstellung durch _ 


* n ” . * . . . 
Functionen vom Grade — existirtt im Allgemeinen gar nicht; denn in 


2 

Bezug auf die Verschwindungs- und Unendlichkeitspunkte einer Function 
sind nicht von beiden Systemen je » durch die übrigen bestimmt, son- 
dern nur von einem System, nachdem zuvor das andere vollständig 
gegeben ist. - 

Indem ich die Betrachtung der beiden Abtheilungen 4 und 6 
schliesse, bemerke ich noch, dass die übrigen Abtheilungen, also ins- 
besondere 5 und die zum Theil aus dem Nachlasse Clebsch’s mit- 
getheilte Abtheilung 7 über die Connexe, die vieles Neue enthält, sehr 
viel weniger Anlass zu Anständen zu geben scheinen. Auch die vor- 
stehenden Bemerkungen treffen nicht den Kern der Theorien, der überall 
richtig erfasst ist; aber sie zeigen, dass an vielen Stellen eine noch- 
malige kritische Revision und eine tüchtige Anwendung des Rothstiftes 
dem Buche sehr zu gute gekommen wäre. Die Aufgabe, die die geo- 
metrische Wissenschaft bewegenden Gedanken darzustellen, ist mit Ge- 
schick gelöst; auf diesen Darstellungen sich weiter entwickeind, wird die 
Wissenschaft von selbst über die Mängel derselben in speciellen Gebie- 
ten bald hinwegschreiten. Wir wünschen und hofien von dem Werke, 
dass die von ihm ausgehende Anregung kräftig genug wirken möge, um 
es bald selbst überholt erscheinen zu lassen und ihm vielleicht eine neue 
Auflage, unter Abstreifung der Mängel der jetzigen, zu ermöglichen. 

Der Herausgeber hat einen zweiten Band in Aussicht gestellt, der 
ein noch weiteres Feld, als das der ebenen Geometrie, die Raumgeo- 
metrie, behandeln soll. Gerade in der Raumgeometrie liegen die schön- 
sten Arbeiten von Ülebsch. Der Herausgeber hat in dem ersten Bande 
zwei Eigenschaften gezeigt, die ihn auch für diese weitere Aufgabe be- 
fähigen: Hingebung an die Sache und die Gabe, ein grosses Material 
zusammenzufassen. Es ist daher zu hoffen, dass Herr Lindemann 
auch seinen weiteren Plan, vielleicht unter einigen erleichternden Be- 
schränkungen, ausführe. 


Erlangen. M. NorTHER. 
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Theorie der goniometrischen und der longimetrischen Quaternionen, zu- 
gleich als Einführung in die Rechnung mit Punkten und Vecto- 
ren, von Professor K. W. Unverzact. Wiesbaden, ©. W. Kreidel. 
1876. 312 S. 

Der Verfasser des uns vorliegenden stattlichen Bandes ist uns wie 
den Lesern unserer Zeitschrift keineswegs unbekannt, und ebenso geht 
es mit den Grundgedanken des uns vorliegenden Werkes. Im IX. Bande 
dieser Zeitschrift S. 110 der Literaturzeitung haben wir über ein -Pro- 
gramm von 1864: „Ueber eine neue Methode zur Untersuchung räum- 
licher Gebilde“, im XVI. Bande S: 57 der Literaturzeitung über ein 
Programm von 1871: „Ueber ein einfaches Coordinatensystem der Ge- 
raden“ berichtet; zwischen beide Veröffentlichungen fällt ein Programm 
von 1866: „Ueber einige nene Projectionsmethoden“. An die jüngste 
dieser Abhandlungen schliesst sich die neue Schrift an, welche geradezu 
als Vervollkommnung und Ausarbeitung des Programms von 1871 be- 
zeichnet werden kann. Dürfen wir doch zugleich die Freude darüber 
aussprechen, dass einige wenige damals von uns geäusserte Bemerkungen 
‚von Herın Unverzagt aufgegriffen und gleichfalls in seine Ausarbeitung 
einverleibt worden sind, wo sie freilich unter der Menge des Stoffes ver- 
schwinden. Es sei gestattet, in aller Kürze den Grundgedanken auf’s 
Neue auszusprechen, woraus sich zugleich ergeben wird, dass, was Pro- 
fessor Biehringer in seinem in diesem Hefte recensirten Schriftchen 
„Ueber schiefe trigonometrische Functionen‘ mitgetheilt hat, keineswegs 
den Anspruch auf vollständige Nenheit erheben kann, so sehr auch an- 
zunehmen ist, dass Herr Biehringer von den chronologisch weit frühe- 
ren Untersuchungen unsers Verfassers keine Kenntniss gehabt haben mag. 

Denken wir uns zwei einander unter einem beliebigen Winkel A 
schneidende Gerade, welche unendlich gedacht die Zeichnungsebene in 
vier Seetoren zerlegen, die man uneigentlich Quadranten nennen könnte. 
Irgend eine von dem Durchschnittspunkte der beiden Axen ausgehende 
dritte Gerade lässt sich nun mit Hilfe einer der einen Axe parallelen 
Projicirenden auf die andere Axe projieiren und so entstehen drei 
Strecken: die Projieirte, die Projieirende, die Projection, von welchen 
je zwei in einen Quotienten vereinigt Funetionen des Winkels, den die 
Projieirte mit der Projectionsaxe bildet, darstellen, sofern man den Co- 
ordinatenwinkel A als constant ansieht. Diese Winkelfunctionen allgemei- 
nerer Natur als die gewöhnlichen goniometrischen Funetionen, welche 


IT FE . . 
== — voraussetzen, bezeichnet Herr Unverzagt durch die jedem An- 


2 
fänger aus der Trigonometrie bekannten Silben, deren ersten Buchstaben 
er nur als Majuskel schreibt, also Sin gegenüber von sin, Cos gegenüber 
von cos u. 8. w. Soll die Grösse des Coordinatenwinkels angegeben 
werden, so schreibt Herr Unverzagt z. B. Sin,ß oder #Sinß u. s. f. 
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Die erste Aufgabe, welche er sich somit zu stellen hat, geht dahin, 
Gleichungen zwischen den allgemeinen und den speciellen Winkelfunc- 
tionen zu entwickeln, unter welchen 
Sin = = ‚ Sin(@+Pß)= Sina.Cosß+ Cosa.Sinß +2 Sin«.Sinß.cosA, 
sin 
Sin(@«—ß) = Sina«.Cosß — Cosa.Sinß, 
sowie die erweiterten Lexell’schen Gleichungen der Polygonometrie 


a, Cosa, + a,.Cos(a, +%)+a,.Cos(, ++) +... 
+ an.Cos(e, + + +...+0n)=0 


a,.Sina, + a,.Sin(a, +) + a, Sn, +, +0)+... 
+ a„.Sin(a, +++... +0) = 0 


als Beispiele hervorgehoben sein mögen. 


und 


Ein besonderes Gewicht legt nun Herr Unverzagt anf die Auf- 


findung eines Factors j, der in seiner Anwendung auf die allgemeinen 
Winkelfunctionen das i des Moivre’schen Theorems ersetze, beziehungs- 
weise als speciellen Fall in sich schliesse. Mit anderen Worten, er 
untersucht den Werth von j, welcher die Gleichungen 
(Cosa +, Sina) (Cosß + j Sinß)= Cos(«+P)+j Sin(«a+ß), 
(Cos« +, Sina)" —=Cosna + Sinna 
erfülle und dessen Auffindung nicht leicht war, den Verfasser wenigstens 
mehrere Jahre beschäftigte, bis ein glücklicher Gedanke ihn 
f 
j=l-1)"=cosh +i.sink 
TC 


erkennen liess, eine Gleichung, welche in der That bei = 5 ins) er 


übergeht. 
Die Rechnung mit den durch / verbundenen complexen Zahlen, für 
welche eine reducirte Form 
a+jb=eo(Cosp -+j.Sinp), 
wo 


b l 
e®=a?+b?+2ab.cosA, Csy=&, Sno=-—, Tangp= 
eG Q 


erkannt wird, bietet manches Interesse, wenn auch natürlich der Name 
complexer Zahlen, welcher für diese Verbindungsart gewählt ist, nicht 
ausschliesst, dass dieselben Zahlen auch als complex im gewöhnlichen 
Sinne des Wortes behandelt werden könnten: 
a+jb=a+rb.cosa +ib.sink—=o(cosy +i.siny), 
wo oe denselben Werth besitzt, wie oben, nämlich 0 =a?+1b?+ 2ab.cosA, 
b,sink 

a+b.cosA 
derer complexer Zahlen als der gewöhnlich sogenannten erleidet somit 
keineswegs einen Widerspruch, es ist vielmehr nur ein neuer Algoritl- 


während tangy = Das Theorem von der Unmöglichkeit an- 


a 
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mus, welcher aufgestellt wird und welcher zur Entwickelung interessan- 
ter Sätze führt, unter denen 


Sn tr 
1+Cosp + (C0s2p + + Con = —— , 008, 
xD 
Sin 
ın J 
Sinp+ Sin2p +. ‚+ Sinnp = —— . Sin? 
| Sin Z 


hervorgehoben sein mögen. 
Einen besondern Fall der allgemeinen trigonometrischen Functionen 


erhält man bei A=_.. Es sind dieses, wie schon berührt, die gewöhn- 


2 


lichen goniometrischen Functionen. Ein anderer besonderer Fall ent- 
steht bei A= 5° Auch diesem hat der Verfasser einige Berücksichtigung 


geschenkt. Ganz hervorragende Aufmerksamkeit widmet er aber dem 
dritten speciellen Falle A=0, bei welchem die longimetrischen 
Functionen erscheinen, die er schon 1871 einführte. Wir verweisen 
auf das Buch selbst, um eine genügende Kenntniss von diesen eigen- 
thümlichen analytisch- geometrischen Ausdrücken und ihren Eigenschaften 
zu erwerben. Nothdürftiges haben wir bereits in unserer oben angeführ- 
ten Besprechung im XVI. Bande dieser Zeitschrift gegeben. Freilich ist 
der Verfasser gegenwärtig um soviel über sein Programm von 1871 hinaus- 
gegangen, als die neu hinzutretende Kenntniss des Factors j, der im 
allgemeinen Falle auch durch j,, bei longimetrischen Functionen durch j, 
bezeichnet wird, möglich und nothwendig machte. 
Die charakteristische Gleichung für j, ist 
Fe er Ya —1 ’ 
wie der Verfasser schreibt, um nicht j,„=1 zu sagen und dadurch einen 
Sinn hervorzurufen, den er nicht beabsichtigt. Die Vervielfältigung einer 
eine Strecke bedeutenden Grösse mit j, lässt dieselbe nämlich der Quan- 
tität wie der Richtung nach unverändert, giebt ihr aber einen andern 
Anfangspunkt, und damit rechtfertigt sich der Name des Verschie- 
bungsfactors, welchen Herr Unverzagt für j, einführt. Man sieht 
sofort, dass wir uns hier auf jenem Gebiete befinden, welchem Herr 
Grassmann seit 1844 den Namen der „Ausdehnungslehre‘ beigelegt 
hat, nachdem schon Möbius seit 1827 durch seinen „barycentrischen 
Caleul“ den Weg dazu eröffnet hatte. Freilich sind es nur die all- 
gemeinsten Begriffe geometrischen Rechnens, in denen Herr Unverzagt 
wenigstens in der ersten Hälfte seines Buches sich von seinen Vorgängern 
abhängig erweist. Die longimetrischen Functionen selbst, sowie diejeni- 
Hist.-lit. Abthig. d. Zeitschr. f. Math. u. Phys. XXII, 3. 7 
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gen Quotienten, welche er im weitern Verlaufe als planimetrische 
und stereometrische Functionen benennt, sind, soweit wir wissen, 
sein unbestreitbares Eigenthum. 

In der zweiten Abtheilung schliesst sich der Verfasser etwas Mehr 
an Möbius, aber auch an Hamilton an, dessen Quaternionen ihn 
begreiflicherweise mehr anmutheten, als es wohl für die Mehrzahl deut- 
scher Mathematiker der Fall ist. Ist doch überhaupt erst der Anfang 
gemacht, jenes ganze oben bezeichnete Gebiet für Deutsche zugänglicher 
zu machen, nachdem es der Hauptsache nach Deutsche waren, die es 
entdeckten. 

Zu einer Popularisirung des Gegenstandes scheint uns aber das vor- 
liegende Werk neben seinem Gehalte an eigenen Untersuchungen vor- 
zugsweise geeignet, da Herr Unverzagt eine besonders klare Darstel- 
lungsweise besitzt, vielleicht in dem Streben nach Klarheit mitunter etwas 


in die Breite geräth. CANTOR 


Ueber schiefe trigonometrische Functionen und ihre Anwendung. Von 
Dr. BieurinGer, Professor an der königl. Industrieschule in Nürn- 
berg. Nördlingen, Druck und Verlag der C. H. Beck’schen Buch- 
handlung. 1877. II, 54 S. 1 Figurentafel. 


Die Idee, den Begriff der goniometrischen Functionen dadurch zu 
erweitern, dass man an Stelle des Projeetionswinkels von 90° einen will- 
kürlichen andern treten lässt, ist an und für sich eben keine fernliegende. 
Dahin zielende Gedanken finden sich bereits in einer dem 31. Bande des 
Grunert’schen Archivs einverleibten Abhandlung von Beysell; in spä- 
terer Zeit hat Unverzagt in einem Wiesbadener Schulprogramm die 
Sache von Neuem angeregt (vergl. die Recension von Cantor im 10. Bd. 
dieser Zeitschrift). Der genannte Mathematiker beschränkte sich. jedoch 
auf den speciellen Fall eines Neigungswinkels von 180° wo dann der 
gewöhnlichen Fundamentalgleichung sin?«+cos®«—=1 das „longimetrische“ 


Anal 
1217557 sinlonga + coslonga& =1 


gegenübersteht. Den ganz allgemeinen Gesichtspunkt dagegen finden 
wir erstmalig in der vorliegenden Monographie Biehringer’s cönse- 
quent durchgeführt. Auch betrachtet der Verfasser seine Neuerung nicht 
blos als einen gelegentlichen Zusus ingenü, sondern erörtert in seiner Ein- 
leitung treffend die Eigenschaften, welche in die Mathematik einzu- 
führende Begriffe besitzen müssen, wenn sie wirklich Nutzen stiften sol- 
len. Derartige Eigenschaften glaubt er in seinen „schiefen“ Functionen 
zu finden, welche sich also zu den rechtwinkligen ganz ähnlich verhalten 
wie die Logarithmen eines willkürlichen Systems zu den Briggs’schen, 
und wir persönlich stimmen ihm darin vollständig bei. 
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Sind 4C und B4 zwei begrenzte, vom Punkte 4 unter dem Winkel 

@ ausgehende Strecken, und wird LCBA=n—p gesetzt, so hat man 

nachstehende sechs wohl unmittelbar verständliche Fundamentalrelationen: 
p CB p BA p GE p BA 


sind = — cos = — ga = — cola = — 
40’ RE CB’ 
p AR p 
; B4’ CB 
TC 





Wird 9o= 'so haben wir die alten Ausdrücke. Unter sich hängen 


7 ’ 
die neuen Verhältnisse in ganz ähnlicher Weise zusammen wie jene; so 
ist für «+ß=g die Function von « gleich der Co-Function von ß ete, 
Eine neue Reihe von Formeln erhält man, wenn man für das Dreieck 
ABC den allgemeinen pythagoräischen Lehrsatz anschreibt und bezüglich 


durch 402, CB? oder 34? die ganze Gleichung dividirt; den nachthei- 
5 zt 


2 
ligen Umstand, dass in der resultirenden Beziehung noch cosp =cosp 
übrig bleibt, weiss der Verfasser durch eine einfache geometrische Be- 
trachtung zu paralysiren, und es gelingt ihm so, Bestimmungsgleichungen 
herzustellen, in welchen kein anderer Projectionswinkel als eben selbst 


vorkommt. Als Probe mag folgende dienen: 
YN2 PNZ2 p p p 
1= ( a) a) — sina c0s@ C08s(n— 9). 
In $5 5—3 wird das Verhalten der schiefen Functionen studirt, 
wenn sie aus dem durch die Anfangslage des Winkels p charakterisirten 
ersten Quadranten heraustreten; dasselbe ist mit Ausnahme einer bemer- 


kenswerthen Thatsache demjenigen für = ziemlich analog. Die 


2 
Maximalwerthe für Sinus und Oosinus fallen nämlich nicht auf den Werth 
p des Arguments @ etc. Die nächsten Paragraphen enthalten Unter- 
suchungen über Identitäten, welche man für die Zerlegung eines Winkels 
in Summanden enthält. Ist z. Be e=ß-+y-+6, so bestehen die Gleich- 


ungen 
p A 3 d P_ Yp-a+ß Ptyyrdcdre 
sina=sinß.siny.sind.sina, Wea=lß.tgy.Wwö.tge. 

Als eine Consequenz ergeben sich weiterhin in $ 13 die Zerlegungsfor- 

meln für Sinus und Cosinus einer algebraischen Winkelsumme in sehr 


eleganter Gestalt; es ist nämlich abgekürzt 


{ p 9 ' p Ip 
sin sin cost. cos ) sin 
= En SD. 
et ae en gin ! sin P 


Nachdem dann in $ 17 allgemeine Bemerkungen über Differentiation 
und Reihenentwickelung der neuen Functionen eingeschaltet sind, begin- 
nen geometrische Anwendungen, welche sich bis $ 28 erstrecken. Da ist 
besonders die Form hervorzuheben, welche man einer bekannten Fun- 
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damentalgleichung der Polygonometrie ertheilen kann: Sind nämlich 
A) ..4n die Seiten eines n-Ecks und schneiden dieselben die positive 
X-Axe eines schiefwinkligen Systems vom Coordinatenwinkel 9 resp. 


unter den Winkeln «a, ...«n, so ist immer 


op mzn—i p 
An SING Am SINOm: 
m—1 


Indem sich dann die Darstellung zu drei Dimensionen erhebt, werden 
einige Formeln über das Wechselverhältniss zwischen einer ebenen Figur 
und deren Projection mitgetheilt, von denen wir besonders eine ihres 
schön abgerundeten Charakters halber hier reproduciren wollen. Ein 
Polygon F erzeuge durch ein Parallelstrahlenbündel, welches die Pro- 
jectionsebene unter dem Winkel p trifft, auf letzterer ein zweites Vieleck 
vom Inhalt ?. Eine beliebige dritte Ebene bilde mit den Ebenen von # 
und ? die Schnittlinien m und n, während die Kante jener ersten beiden 
Ebenen durch r bezeichnet werden möge. Dann ist, wenn wir die leichter 
verständlichen Bezeichnungen der analytischen Geometrie einführen, 
p (r,m) 
| P=Fcos (m, n) sin(n, r). 

Bei seinen Anwendungen auf höhere Geometrie gelangt Herr Bieh- 
ringer dadurch zu interessanten Ergebnissen, dass er principiell den 
beliebigen Projectionswinkel mit demjenigen von 90° verbindet oder, wie 
man auch sagen könnte, recht- und schiefwinklige Ooordinaten zugleich 
anwendet, denn es resultirt dadurch eine Symmetrie, welche bei. aus- 
schliesslicher Verwendung des nämlichen Axenwinkels sich nicht erreichen 
lässt. Sucht man z. B. für zwei Punkte, deren schief- und rechtwink- 
lige Coordinaten resp. &,, Yı, 215 &a,:4as 2 und xı, 41 EEE 
sein mögen, den durch die Fahrstrahlen r, und r, eingeschlossenen Win- 
kel, so findet sich 

2rırzcos(r,,n)=m0, tr, + YyıyatyYyı +22; + 2%2,. 
Lässt man gleicherweise in den betreffenden Formeln zu gleichen 'Thei- 
len rechtwinklige und schiefe Richtungscosinus zu, so ergeben-sich über- 
sichtliche 'T'ransformationsausdrücke zum Uebergang von einem schief- 
winkligen Axensystem auf ein beliebiges anderes. — Zum Schluss bietet 
$ 34 einen Excurs auf die Verwendung der bereits skizzirten Doppel- 
zerlegung auf statische Probleme, und dabei gelangt der Verfasser zu 
einem bei gewissen Untersuchungen im Gebiete der Mechanik vermuth- 
lich wohl zu beachtenden Corollar. Geht vom Angriffspunkte einer Kraft 
r ein Strahl unter willkürlichem Winkel aus, tragen wir darauf eine den 
virtuellen Weg von r repräsentirende Strecke r, auf und nehmen deren 
senkrechte Projectionen auf die Axen als virtuelle Wege der nach jenen 
Axen genommenen Öomponenten von r, so gilt, wenn das Axenkreuz 
ein rechtwinkliges ist, das Theorem, dass das virtuelle Moment der Re- 
sultante gleich der Momentensumme der drei Seitenkräfte ist. Bei be- 
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liebigen Ooordinatenwinkeln verhält sich dies hingegen anders, hier muss 
r, mit r zusammenfallen, wenn dem Satze seine Giltigkeit verbleiben soll, 
mit anderen Worten, es muss, wenn Ö jenen Winkel bedeutet, rcosö 
senkrecht auf die Axen projieirt werden. 

Wir glauben, dass der Versuch des Verfassers allgemein als ein 
gelungener anerkannt werden wird.* Die goniometrischen Functionen 
lassen in zweifacher Hinsicht eine Erweiterung zu, einmal indem man 
den Kreis durch eine andere Curve ersetzt, dann, indem man den Nei- 
gungswinkel des Projectionsstrahles abändert. Nachdem seit Lambert’s 
Zeit die hyperbolische Trigonometrie zu so hohen Ehren gelangt ist, war 
es wohl auch einmal angezeigt, nach der andern Richtung hin zu arbei- 
ten, und Herrn Biehringer’s Schrift lässt erkennen, dass dort noch 
gar Mancherlei zu holen ist. Axonometrie, Krystallographie und vor 
Allem gewisse Aufgaben der Lehre vom Potential dürften durch eine in 
diesem Sinne gehaltene Behandlung wesentlich gewinnen; der Verfasser 
hat auch eine Fortführung seiner Untersuchungen in Aussicht gestellt, 
und da ihm seine Stellung als Lehrer der Geometrie an der ersten tech- 
nischen Mittelschule Bayerns gewiss viel bezüglichen Stoff zuführt, so 
dürfen wir einer weiteren Lieferung wohl in nicht zu ferner Zeit ent- 
gegensehen. 

Ansbach. Dr. S. GÜNTHER. 


Die Nivellirinstrumente und deren Anwendung, von Dr. M. Dorr. Mit 
5 Tafeln, 30 S. 8°. Stuttgart, Ad. Bonz & Comp., 1876. 


Der Inhalt der kleinen Schrift entspricht nicht ganz den Verheis- 
sungen des Titels, da nur die fünf für das badische Präcisionsnivelle- 
ment und dessen Vorarbeiten verwendeten Instrumente ganz kurz beschrie- 
ben und abgebildet werden. Sie sind zwar alle Libellenfernröhre, stam- 
men aber aus verschiedenen Werkstätten und weichen in den Einzel- 
heiten der Einrichtung vielfach von einander ab. Die Vergleichung und 
Beurtheilung dieser Unterschiede lag nicht in des Verfassers Absicht, 
doch wird die Prüfung jedes der fünf individuellen Instrumente, die 
Empfindlichkeit ihrer Libelle, Vergrösserung ihres Fernrohres u. s. w. 
zahlenmässig angegeben. Eine Nivellirlatte wird beschrieben und über 
ihre wiederholte Vergleichung mit Normalmaassen berichtet. Werthvoll 
ist die Mittheilung einzelner Erfahrungen der badischen Ingenieure über 
verschiedene, die Genauigkeit der Messung beeinflussende Umstände, die 
daraus bervorgegangenen Arbeitsregeln, die Strecken, welche täglich mit 


* Druck und Figuren des Schriftchens verdienen gleiche Anerkennung. Der 
einzige etwa störende Druckfehler dürfte die öfters vorkommende Vertauschung 
von a und «& sein. 
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den einzelnen Instrumenten und verschiedenen Zielweiten nivellirt wer- 
den konnten, und Aehnliches mehr. Der wahrscheinliche Fehler einer 
Beobachtung für jedes der fünf Instrumente wird aufgesucht und eine 
etwas allgemeiner gehaltene Betrachtung über den Einfluss der Zielweite 
auf den wahrscheinlichen Schlussfehler eines Nivellements angestellt. 
Zum Schluss ist die Fehlerausgleichung nach dem Verfahren der klein- 
sten Quadratensumme an einem Beispiele ausgeführt. Als vorzüglich 
sind die auf den fünf Tafeln gegebenen Abbildungen zu rühmen. Sie 
stellen die fünf Instrumente in verschiedenen Ansichten mit Einzelheiten 
dar, dann die Nivellirlatte mit einem Aufstellungsstativ und Dosenlibelle, 
sowie die Fussplatte, auf welcher sie stehen kann. GEBöHR: 
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Ueber Arwed Walter’s Untersuchungen über 
Molecularmechanik., 


Von 
D. J. KorTEwes, 


Lehrer an der höheren Bürgerschule in Breda, Holland, 


Unter dem Titel „Untersuchungen über Molecularmechanik nach ana- 
lytisch-geometrischer Methode als mathematische Grundlage der chemi- 
schen Statik‘ erschien 1873 eine Arbeit von sehr mathematischem Aus- 
sehen, die Professor Lothar Meier gewidmet war. Sie führte sich ein 
als ein erster Versuch, um auch in der Chemie den Weg der mathe- 
matischen Deduetion zu betreten, und kündigte als hauptsächliches Er- 
gebniss an, dass die Moleküle sehr abgeplattete rotirende Scheiben wären, 
die zusammengesetzt seien aus um- und durcheinander schwingenden 
Atomen. Da dieses Resultat wohl geeignet war, Interesse zu erwecken, 
arbeitete ich mich durch die ersten achtzig Seiten durch, die nur die 
Einleitung bildeten und worin mit vieler Virtuosität im Gebrauch der 
Analyse die mathematische Grundlage für die folgenden Betrachtungen 
gelegt wird, fand aber dann, dass Hypothesen eingeführt werden, die 
allein darauf beruhen, dass mit ihrer Hilfe die Integrirung einiger Dif- 
ferentialgleichungen möglich wird. Ich fuhr fort und im weiteren Ver- 
lauf der Arbeit fand ich meine Vermuthung, dass in der genannten Ab- 
handlung die durch cursive römische Ziffern angedeuteten Resultate mei- 
stens kurz zuvor mehr oder weniger versteckt als Hypothesen eingeführt 
waren, vollkommen bestätigt. Ausserdem gewann ich die Ueberzeugung, 
dass das Nichtglücken von Walter’s Versuch nicht so sehr der Schwäche 
seiner Kräfte, als der befolgten Methode zu verdanken war. Von die- 
sem Gesichtspunkte aus kann es von Interesse sein, die Ungeschicktheit 
der Methode und die Unrichtigkeit der Resultate nachzuweisen. 

. Hist.-lit Abthlg. d. Zeitschr. f. Math. u. Phys. XXII, 4. 8 
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I. 


Die ursprüngliche Idee Walter’s war wohl, über die Zusammen- 
setzung der Moleküle und der innerhalb ihrer Grenzen wirkenden Kräfte 
ganz allgemeine Annahmen zu machen und zu untersuchen, was aus 
diesen allein schon abzuleiten wäre. Specielle Hypothesen können doch 
immer noch später eingeführt werden. 

Walter geht nun in der Ausführung dieser Idee sehr weit. Bis auf 
die schon genannte Seite 82 macht er keine anderen als die FOlBRR 
ziemlich allgemein anerkannten Annahmen, 

1. Die Materie löst sich schliesslich auf in Monaden, das sind unter 
einander vollkommen gleiche Theilchen, die physikalisch nicht mehr 
getheilt werden können und die mathematisch nicht mehr getheilt zu 
werden brauchen. Sie sind so klein, dass die lebendige Kraft ihrer 
rotirenden Bewegung um irgend eine Axe, die durch ihren Schwerpunkt 
geht, vernachlässigt werden mag, so dass sie als materielle Punkte be- 
trachtet werden können. | 

2. Atome bestehen aus Massen von fest mit einander verbundenen 
Monaden., 

3. Moleküle sind Aggregate von Atomen, die umeinander schwingen 
und dabei gewisse Grenzen nicht überschreiten, so dass sie alle zusam- 
men innerhalb eines gewissen stillstehenden oder sich fortbewegenden 
Raumes vereinigt bleiben. 

4. Monaden ziehen einander an oder stossen einander ab infolge 
von Kräften, deren Richtung mit der ihrer Verbindungslinie zusammenfällt. 

5. Die Kräfte, die zwei Monaden auf einander ausüben, sind gleich 
und entgegengesetzt. 

6. Diese Kräfte sind ausschliesslich Functionen des Abstandes beider 
Monaden, also unabhängig von der Richtung der Verbindungslinie und 
von dem Bewegungszustande der Monaden. 

Bedenkt man nun, dass die philosophische Annahme der absoluten 
Gleichheit der Monaden eigentlich überflüssig ist und diese Monaden 
ebenso gut betrachtet werden können als Differentialen der Atome, und 
dass ferner diese Atome nicht mit den chemischen Atomen identisch, 
sondern auch nur Bestandtheile dieser zu sein brauchen, dann wird zu- 
gegeben werden müssen, dass die Eigenschaften, die aus diesen An- 
nahmen abgeleitet worden sind, höchst wahrscheinlich mit den Eigen- 
schaften chemischer Moleküle übereinstimmen werden. 


II. 
Gehen wir nun dazu über, um zu sehen, was Walter mit diesen 
Annahmen anzufangen weiss. Er behandelt zunächst die Bahn einer 
einzigen Monade, die der Wirkung gegebener Kräfte unterworfen ist. 
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Er bespricht zu dem Zwecke unter anderen die beiden Bewegungsgleich- 
ungen 


Er A dz 

a! Zr 
ig Te - m ds. 

1 a n 2, ..dy dez 
ee ET) er Ye A ie 
e o \dt o ds? r N ds® eg ds’ 


wovon die erste sich bezieht auf’ die Projeetionen der Kräfte auf die 
Tangente, die zweite auf die Normale. 

Die „Anhäufung‘“ der Kraftwirkung in der Richtung der Tangente 
ist nun nach Walter die eigentliche Ursache der lebendigen Kraft, die 
sich in der Monade während der Bewegung ansammelt. Die Möglichkeit 
solch einer Anhäufung gründet sich auf das Prineip, dass die Wirkung 
einer Kraft auf ihren Angriffspunkt so lange bestehen bleibt, bis eine 
entgegengesetzte Kraft sie aufhebt, daher dann die Aequivalenz von 
lebendiger Kraft und Arbeit. 

Der Zweck dieser etwas unbestimmten Betrachtungsweise des Ver- 
fassers ist, dem Leser eine dunkle Ahnnng aufkommen zu lassen, dass 
die Anhäufung der Kraftwirkungen in der Riehtung der Normale eben- 
falls ein Resultat haben muss, das sich mit der lebendigen Kraft ver- 
gleichen lässt, Um nun dieser neuen Function auf die Spur zu kommen, 
behandelt Walter die zweite Gleichung ganz in derselben Weise wie 
die erste, wenn man daraus die Beziehung zwischen lebendiger Kraft und 
Arbeit ableiten will. Er multiplieirt nämlich mit ds und integrirt dann. 
- Dass diese Methode bei der ersten Gleichung solch ein wichtiges 
Resultat giebt, liegt an der Integrirbarkeit der beiden Seiten der Gleich- 
ung, nämlich 


des 
m ds Ken Adce+Ydy-+ Zdz. 


Die eine Seite ist nämlich das Differential der halben lebendigen Kraft 
und die andere Seite ist, wenn für die Kräfte die Beziehungen gelten, 
die wir früher genannt haben, stets das totale Differential einer Function 
2 von &, y und z. I 

Bei der zweiten Gleichung ist sie dahingegen durchaus nicht anzu- 
wenden, da von der Gleichung | 


I Pi -( d?x d?y Z)as 
nun ds X + Year 20 





% ds? 
weder die eine, noch die andere Seite integrirbar ist. 

Abgesehen davon, dass es keine Bedeutung hat, um auch die Kräfte 
senkrecht auf die Bahn sich ‚„anhäufen‘“ zu lassen, durch Multiplieirung 
mit einem Elemente der Bahn und Summirung dieser Producte, welche 
Anhäufung dann bei Walter den Namen „Spannkraft‘‘ oder „centri- 
fugale Energie“ erhält, führt die Methode zu keinem Resultat, weil das 


Integriren unmöglich ist. 
8*+ 
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Das sieht auch Walter ein und versucht darum sein Glück mit den 
Projeetionen der Bahn, und führt so statt einer einzigen Spannkraft drei 
Spannkräfte ein für die drei Projectionsebenen. Auch jetzt wird der 
Zweck nicht erreicht. Nach dem Einführen neuer Üoordinaten stösst 
Walter jedoch auf eine Differentialgleichung, deren eine Seite viele par- 
tielle Differentialquotienten der Function 

g=mrrv 
enthält, worin m die Masse, r den Radius vector, v’ die Winkelgeschwin- 
digkeit, =; Alles bezogen auf einen willkürlichen Pol. 

Diese Function erklärt er in Ermangelung einer bessern, wenigstens 
für die Ebene, für die wesentliche und wahre Spannkraft, und betrachtet 
sie als der lebendigen Kraft zur Seite stehend. Diese Function nun hat 
wirklich eine einfache Bedeutung, die Walter entgeht, aber die viel 
von dem Geheimnissvollen, das ihr sonst anklebt, verschwinden lässt. 
Man kann sie nämlich, wenn v den Polwinkel vorstellt, auch so schreiben: 
r dr dv 

di? 
Der Zähler des Bruches ist dann der Inhalt der kleinen Fläche, die 
zwischen den beiden Radii vectores der Endpunkte eines kleinen Bogens 
der Bahn und den beiden Kreisen, die mit jedem der Radii vectores als 


yg=m 


Radius um den Pol als Mittelpunkt beschrieben sind, gelegen ist. Dieser 
Inhalt, multiplieirt mit der Masse und getheilt durch das Quadrat der 
Zeit, stellt also diese Spannkraft vor, die ganz abhängt von der Wahl 
des Pols und darum nichts Wesentliches bedeuten kann, das mit der 
lebendigen Kräft verglichen werden könnte. 

Um nun zum Raume zurückzukehren, gebraucht Walter ein sehr 
einfaches Mittel. Er nimmt nämlich den Pol ausserhalb der oscillirenden 
Ebene der Bahn an, behält aber dieselbe Formel bei. 

Hiermit schliesst er das erste Oapitel, das nach unserer Meinung 
Nichts enthält, als einen Bericht über misslungene Versuche, um für die 
Centrifugalkräfte Etwas zu finden, äquivalent der lebendigen Kraft für 
die Tangentialkräfte, | 


III 


Im zweiten Capitel versucht Walter zu zeigen, dass die Eigen- 
schaften der Atome ausschliesslich abhängen müssen von ihrer Masse und 
von der Grösse der drei Hauptträgheitsmomente; darauf giebt er eine 
gut gelungene Vorstellung der Bewegungen, die in einem Atomensystem, 
wie Walter es sich denkt, statthaben müssen. 

Die Bewegung einer Monade kennt man ganz aus der Bahn, die 
sie beschreibt, und der Geschwindigkeit, die sie in jedem Punkte besitzt. 
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Bei der Bewegung eines Atoms kommt die Bahn in Betracht, die durch 
seinen Schwerpunkt beschrieben wird; ausserdem aber noch die drehende 
Bewegung des Atoms um diesen Schwerpunkt. In jedem Atom lassen 
sich drei Hauptträgheitsaxen augeben, die also bei der Bewegung im 
Allgemeinen drei geradlinige Oberflächen beschreiben werden. In jedem 
kurzen Augenblicke lässt sich die Rotation um den Schwerpunkt vor- 
stellen als eine Rotation um eine Axe, die durch den Schwerpunkt geht. 
(Augenblickliche Rotationsaxe.) Aber der Stand dieser Axe ist sowohl 
im Atom veränderlich in Bezug auf die Hauptaxen, als auch im Raume 
in Bezug auf die festen willkürlichen Coordinatenaxen. Durch die Ro- 
tationsgeschwindigkeiten, die das Atom um jede der Hauptaxen besitzt, 
ist die Lage dieser augenblicklichen Rotationsaxen, sowie die Rotations- 
geschwindigkeit um dieselbe vollkommen gegeben, und umgekehrt. Noch 
allgemeiner kann man sagen, dass zwei aufeinanderfolgende Lagen 
der Hauptaxen die -Rotationsaxe und die zugehörige Rotation ganz be- 
stimmen, 

Beim Molekül oder Atomsystem kann man sowohl den Begriff 
der Hauptträgheitsaxen, als auch den des Schwerpunktes festhalten, 
wenn man darunter nur den augenblicklichen Schwerpunkt und die augen- 
bliekliche Hauptträgheitsaxe »versteht, die dem für einen Moment unver- 
änderlich gedachten System zukommen würde. Die beiden aufeinander- 
folgenden Lagen dieser Axen bestimmen dann wieder eine aug®nblick- 
liche Rotationsaxe und eine Rotationsgeschwindigkeit um diese Axe, die 
dem ganzen unveränderlich gedachten System zukommen würden. Während 
aber die Bewegung eines Atoms vollständig gegeben ist durch die seiner 
Hauptaxen, weil die einzelnen Monaden ihre Stellung in Bezug auf diese 
nicht verändern, muss man, um die Bewegung eines Atomsystems zu 
kennen, auch noch die Bewegungen der einzelnen Atommittelpunkte und 
Hauptaxen in Betracht ziehen. Die Winkelgeschwindigkeit nun, die 
solch ein einzelnes Atom bei dieser Bewegung in Bezug auf eine der 
Hauptaxen besitzt und womit es also der Rotation des ganzen Systems 
um diese Axe vorausstrebt oder dahinter zurückbleibt, erhält den sehr 
bezeichnenden Namen von Torsion. 

Walter begnügt sich nicht mit diesen allgemeinen Betrachtungen. 
Er wünscht mittelst mathematischer Analyse für die relative Bewegung 
der Atome eines Atomsystems in Beziehung auf die Hauptaxen dieses 
Systems Formeln abzuleiten. Er hat dabei das allgemeinste Problem auf- 
zulösen, das bei der relativen Bewegung vorkommen kann, nämlich um 
bei einer gegebenen Bewegung in Beziehung auf ein X, F, Z-System 
die relative Bewegung in Bezug auf ein neues U, V, W-System abzulei- 
ten, dessen Bewegung bestimmt wird durch die Veränderung der Coordi- 
naten des neuen Axenmittelpunktes und die Veränderung .der Winkel, 
die die neuen Axen mit den alten machen. 
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Dazu müssen nun zuerst die Beziehungen gefunden werden, die 
zwischen diesen Axenwinkeln, den neuen und alten Coordinaten und 
ihren Differentialquotienten bestehen. Mit dieser Arbeit wird das Capitel 
beschlossen. 


IV. 


Im folgenden Abschnitt leitet Walter aus der allgemeinen Varia- 
tionsgleichung für die Bewegung hinsichtlich des A, Y, Z-Systems 


2 (:(E8e. + SL 3y+ 95 82)am= 2 [X 50 + Yoy+ 200 
(dm = Masse einer Monade) die ebenso allgemeine Variationsgleichung 
ab für die relative Bewegung in Bezug auf die U,V/, W-Axen, die er 
gleich auffasst als die Hauptaxen des Moleküls. Bei dieser Ableitung 
gebraucht er deshalb, wo es geeignet ist, die Beziehungen 


& [uvam=0, > funan=0, > [vw an=0. 


Man kann nun einsehen, dass man durch das Substituiren bestimmter 
Werthe für die neuen Variationen, insoweit sie unabhängig von einander 
geblieben sind, verschiedene allgemeine Formeln erhalten wird. Vorläufig 
beschränkt sich Walter auf die Gleichstellung der Coefficienten gleich- 
namiger Variationen in beiden Seiten der Gleichung. * 





* Hierdurch erhält er sechs Bedingungsgleichungen (Walter 8. 32 obenan). 
Hiervon sind die ersten drei falsch, sie werden aber erst viel später (nämlich S. 65) 
wieder für die Rechnung verwendet. Um den Fehler näher anzuzeigen, gebe ich 
Walter’s Bezeichnungsweise unverändert zurück, obschon diese im Text zur Ver- 
meidung von Weitläufigkeit ein wenig verändert ist. 

Die Variation öX wird durch Walter zergliedert in die Summe der Varia- 
tionen 8A, 6x und d&. Nun beachte man wohl, dass Walter, um die Formel, 
die dadurch aus der allgemeinen Variationsgleichung entsteht, einfacher zu machen, 
die Beziehung Zm öx= 0 gebraucht. 

Daraus folgt, dass er unter 6A die Variation des Schwerpunktes des Mole- 
küls versteht, welche Variation ganz bestimmt wird durch die Variationen der 
Atommittelpunkte des Systems, und zwar so, dass 6A gleich Zm öX,; daraus folgt 
dann wieder, dass die Variationen dx nicht ganz unabhängig von einander sind, 
sondern unterworfen sind der Gleichung 

zmoxz—0, 
Es wäre deshalb nicht erlaubt, aus der Bedingungsgleichung 

ZXör= zm ö% (s. über die Bedeutung von X S. 30 bei Walter) 
zu schliessen, dass j der 
X=m—o ie 

was auch BIN en falsch sein würde; ist doch ZX=X, (s. die Definition 
d?x 
>" 
8. 30) und m ge °. 

Das thut nun Walter nicht, sondern vergisst, dass die neuen Variationen 

du, da 
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Hätte er einen festen Monadencomplex zum Gegenstand seiner Un- 
tersuchung gemacht, dann würden sich auf diese Weise die bekannten 


Formeln dh 
AZ, +KUC-B)=L, 


k 
BIC +INA-0)=M, 


dl 
CT thk(B-4)=N 


ergeben haben, worin 4, 2, C die Trägheitsmomente, Ak, k, ! die Rota- 
tionsgeschwindigkeiten in Bezug auf die Hauptaxen, Z, M, N Kräfte- 
paare vorstellen, welche Formeln bekanntlich genügen, um die Bewegung 
eines solchen Systems ganz zu bestimmen. 

Von einem veränderlichen System ausgehend, findet Walter jetzt 
die allgemeineren Formeln 








dd ‚dh du’ ' 
Zn RHAS+ + HIlC-B)+kW- IV =L, 
dB Bere de en, 
En sh +Iih(4—-C)+1U" —hW=HM, 
dc di dW' 2 ‚ 
wir, IH tg thkB-A)HRIV'—kU=N, 
worin U’, V', W’ abhängig sind von der Torsion, so dass zum Beispiel 
s d 2 = 0 u S R F 
Um 2me?, - (0. Abstand von der U-Axe, — Winkelgeschwindig- 


keit in Bezug auf diese Axe), Diese neuen Grössen werden Torsions 


grössen und, in Uebereinstimmung damit, Ah, Bk und Cl Rotations- 
grössen genannt, 

| Bei einem System, das. sich selbst überlassen ist, werden Z, Mund 
N gleich Null und es wird Walter leicht, zu beweisen, dass für solch 
ein System 


dosu=aZmöxcr+ wa Emöy+a”imdz—0 
ebenfalls gebunden sind durch die Beziehungsgleichung 
Zmöu=a&möa+aEmöy+a’Emdz— 
und dass er also mit Unrecht S. 32 zur Formel gelangt 
mu —=#. 
Dass diese Formel falsch ist, kann leicht gezeigt werden, da 
Zmu”==0 (wie leicht hervorgeht aus dem Werthe von «”) 


und 25 ==X,e+ Yoa+ Zoe”. 
Ganz im Gegentheil kann man sehr leicht einsehen, dass 
mu = #— mu Be ma Fe en 
di? at? dt?’ 
und diese Formel entspricht derselben Prüfung, da 
3 
ZE-aLm N a’ im En a” Zm en =uH-et- Y- "u—0. 


dt? dt? dt? 
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die Summe aus der Rotationsgrösse und der Torsions- 
grösse des Systems in Bezug auf eine jede der Trägheitsaxen 
nur von der Lage derselben abhängt, also immer dann zu 
demselben Werthe zurückkehrt, wenn diese Axe in eine 
neue, einer älteren parallele Lage übergeht, 

während 

die Summe der Projectionen dieser Summen von Tor- 
sionsgrössen, jede für sich aufgetragen auf eine der drei 
Hauptaxen und darnach projectirt auf eine beliebige Linie: 
im Raume, stets constant bleibt. 


Dieses letztere Gesetz erscheint identisch mit dem bekannten Ge- 
setze der Sectoren. 


Walter betrachtet aber diesen Theil seiner Untersuchungen als eine 
Abschweifung, da ein Molekül niemals lange den Kraftwirkungen anderer 
Moleküle entzogen bleibt. 


V. 

Auf die allgemeine Variationsgleichung wird nun im vierten Capitel 
die Gleichstellung der Variationen mit den Differentialen angewendet. 
Wie zu erwarten war, entsteht eine Gleichung, die an beiden Seiten 
integrirbar ist und dann die Beziehung zwischen Arbeit und lebendiger 
Kraft anzeigt. Diese lebendige Kraft erscheint dabei als die Summe 
einiger Ausdrücke, von denen ein jeder eine einfache Bedeutung hat. 
Zuerst besteht sie aus der Summe der drei folgenden Theile: 

1. die lebendige Kraft der Bewegung des Schwerpunktes von dem 
Atomsystem, berechnet, als ob die ganze Masse in diesem Mittelpunkte 
concentrirt wäre; 

2. die lebendige Kraft der Bewegung der Atommittelpunkte in Bezug 
auf ein willkürliches Coordinatensystem, welches sich parallel mit sich 
selbst mit dem Schwerpunkte des Atomsystems fortbewegt; dabei wird die 
Masse eines jeden Atoms in seinem Schwerpunkte concentrirt gedacht; 

3. die lebendige Kraft der Rotation der Atome um ihre augenblick- 
lichen Drehungsaxen. 


Ferner kann nun der zweite dieser T'heile noch in die Summe von 
folgenden drei Theilen zerlegt werden: 

1. die lebendige Kraft der Fortbewegung der Atommittelpunkte in 
Bezug auf die Hauptflächen des Moleküls, also auf das U, V, W-System, 
wobei man sich die Masse eines jeden Atoms in seinem Schwerpunkte 
concentrirt denkt; 

2. die lebendige Kraft der Rotation des Moleküls um seine Haupt- 
trägheitsaxen, wobei das Molekül für einen Augenblick betrachtet wird 
als ein unveränderliches Atomsystem; 
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3. eine Grösse AU'+AkV’+1W’, die einzige, die abhängt von der 
Torsion, und die deshalb betrachtet werden kann als die lebendige Kraft 
der Torsion der Atome in Bezug auf die Trägheitsaxen des Moleküls, 
wenn auch in einigermassen figürlichem Sinne. 


VL 


Im folgenden Capitel kommt wieder die Spannkraft zur Sprache; 
aber weit davon, dass wir jetzt nähere Bekanntschaft machen mit dem 


Ausdrucke 


“ 


AEZANTT Ur 
womit Walter sich nach seinen schwankenden Untersuchungen des ersten 
Capitels begnügt zu haben schien, nimmt er auf’s Neue die drei nicht inte- 
grirbaren Ausdrücke in Arbeit, von denen ein jeder sich bezieht auf eine 
der Projectionen der Bahn auf die Coordinatenfläche, und führt also wieder 
drei Spannkräfte ein, die nichts Anderes sind, als die Integrale dieser Aus- 
drücke. Nun folgt die Einführung der wv, v, »-Coordinaten, wodurch die 
Integration natürlich nicht besser auszuführen ist; darauf theilt Walter 
seine Formeln in eine grosse Anzahl von Gliedern, von denen schliess- 
lich die meisten integrirt werden können, 

Er wählt nämlich sieben ohne feste Regel, aber so zweckmässig 
wie möglich ausgesuchte Functionen von h,k,!; 4, B,C, und von den 
Winkeln, die die v,®, w» mit den &, y, z-Axen machen, und bestimmt 
davon partielle Differentialquotienten. Diese partiellen Differentialquo- 
tienten führt er dann, soviel eben möglich, in die betreffenden Ausdrücke, 
aus deren Integration die Spannkraft entstehen muss, ein. Sobald er 
alle partiellen Differentialquotienten einer und derselben Function in der 
‘ Entwickelung bei einander hat, wird dieser Theil ein totales Differential 
und kann also integrirt werden. Es ist aber nicht möglich, alle partiel- 
len Differentialquotienten von allen sieben Functionen einzuführen, 
und ausserdem bleiben in den Ausdrücken noch einige Glieder übrig. 
Diese nicht integrirbaren Theile nun sucht Walter soviel wie möglich 
zu reduciren. Das ist natürlich eine unbestimmte Aufgabe und Walter 
schlägt schliesslich drei verschiedene Ausdrücke vor, von denen ein 
jeder aus einem integrirbaren Theile und einem nicht integrirbaren Reste 
besteht. 

Die zweite Seite der Gleichung, aus deren Integration das eine oder 
andere Theorem über die Spannkraft entstehen muss, und welche die 
Kräfte enthält, die auf die Atome wirken, wird ebenfalls für die U, V, W- 
Axen transformirt, so dass die Projectionen der Kräfte auf diese Axen 
eingeführt werden. Auch hier wird ein integrirbarer und nicht integrir- 
barer Theil unterschieden. 

Ausserdem vertreibt Walter theilweise die Kräfte dadurch, dass er 
die sogenannten Trägheitskräfte, denen sie gleich und entgegengesetzt sind, 
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einführt, und zwar mit Hilfe der Formeln, die in der letzten Anmerkung 
als fehlerhaft angezeigt sind, und er scheint nicht einzusehen, wie eigen- 
thümlich dieses Verfahren ist. 

Da nämlich seine Gleichungen auf dem Prineip von d’Alembert 
der Gleichstellung von Trägheits- und wirklich angreifenden Kräften 
beruhen, würde eine consequente Anwendung dieses Verfahrens noth- 
wendig die Beziehung 0=0 ergeben. Wir wollen dies aber auf sich 
beruhen lassen, da wir noch mehr eingreifende Verstösse antreffen wer- 
den, und bemerken allein, dass Walter so zu drei verschiedenen Syste- 
men dreier Gleichungen kommt, welche Systeme im Grunde identisch 
sind, sich aber von einander unterscheiden durch die Vertheilung in einen 
integrirbaren Theil und einen nicht integrirbaren Rest. 


VII. 


Im folgenden sechsten Oapitel betritt Walter endlich ganz das 
Gebiet der reinen Willkür. 

Er fängt damit an, in den eben genannten Gleichungen den nicht 
integrirbaren Rest einfach gleich Null zu setzen. So führt er also drei 
neue Beziehungen, „Spannungsgleichungen“, ein, deren Tendenz und 
eigentliche Bedeutung verborgen bleiben unter ihrer höchst verwiekelten 
algebraischen Form. Sie müssen Eigenschaften sein der Kräfte, die 
innerhalb oder ausserhalb des Moleküls wirken; welcher Natur aber diese 
Eigenschaften sind, wird weder hier, noch in dem Folgenden erklärt, 
doch wird die Annahme dieser geheimnissvollen Beziehungen einigermas- 
sen motivirt, wir müssen also den Werth dieser Argumentation prüfen. 

Zuerst bemerken wir, dass Walter in Uebereinstimmung mit den 
drei verschiedenen Systemen von je drei Gleichungen selbstverständlich 
auch drei verschiedene Systeme von Spannungsgleichungen erhält, die 
er, gewiss sehr gewagt, betrachtet als mit drei Modificationen der natür- 
lichen Moleküle übereinstimmend, 

Der einzige Fall, worin diese 'Spannungsgleichungen so einfach 
werden, dass wir ihnen eine Bedeutung, die man sich einigermassen vor- 
stellen kann, unterlegen könnten, ist der, wobei die Atome im Molekül 
so nahe bei einander liegen, dass sie annähernd als unbeweglich in Bezug 
auf einander betrachtet werden können, während ausserdem keine äusse- 
ren Kräfte auf sie wirken. In diesem Falle würden sie sich ausser nach 
den bekannten Gleichungen 


ah 
A—+kl(C-B=0, 

dt 

k 


al 
CZ +hk(B-A)=0 


auch noch verhalten nach den ‚„Spannungsgleichungen‘“ 
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ET eBh— 
Ar di 0% 
dl dk _ 

ch e.08 
dh dk 
IBE-— Ah = 
dt dt ae 


woraus die doch sehr sonderbaren Beziehungen 


VR_yr_yr 
aa leg Re 


sich ergeben, in welchen k,, k,, k, constant sind. 


oO 


Was nun die Argumentation Walter’s betrifft, so dient diese un- 
glaublich genug dazu, um zu beweisen, dass die Einführung von drei 
willkürlichen Gleichungen nothwendig ist, um die Bewegungszustände 
bei einem Moleküle zu bestimmen, selbst wenn die Kräfte, die darauf 
wirken, bekannt sind; mit anderen Worten, er sucht zu beweisen, dass 
in der Natur ohne das Einführen dieser Gleichungen kein Causalverband 
bestehen würde. * 


* Der Fehler in dieser um ihr sonderbares Resultat so merkwürdigen Argu- 
mentation liegt im Folgenden: 

Walter bemerkt, dass in einem Molekül von » Atomen die Lage eines jeden 
Atommittelpunktes in jedem gegebenen Augenblicke durch die drei Coordinaten 
U, V und W bestimmt wird. Dies giebt 3%» veränderliche Grössen. Ausserdem 
muss aber auch noch die Bewegung der U-, V- und W-Axen selbst bekannt sein. 
Achten wir nun nicht auf die Lage des Axenmittelpunktes, von der Walter ein- 
zusehen scheint, dass sie gegeben ist, sobald die Lage der Atome selbst bekannt 
ist, da sie mit ihrem Schwerpunkte zusammenfällt, so sind zur Bestimmung der 
Richtung dieser neuen senkrechten Coordinatenaxen nochmals drei veränderliche 
Grössen nöthig, das macht zusammen 3n-+3 Grössen, die man in einem bestimm- 
ten Moment kennen muss, um die Lage der Atome im Raume zu kennen. 

Walter weist nun hin auf die drei Beziehungen 

mu =#, mv’=H, mw"=2Z, 
die für jedes Atom gelten, wodurch aber nur 3n Beziehungen entstehen. Wun- 
derlich genug kann er die drei übrigen nicht finden und schliesst nun, dass er 
selbst drei neue Beziehungen, nämlich seine Spannungsgleichungen, einführen muss, 

Nun liegen die Beziehungen, die er vergisst, vor der Hand. Es sind die 
drei Gleichungen 

Zmuw=0, Zmvw=0, Zmuv=0, 

die er selbst mehrere Male anwendet, Wirklich brauchen die U-, V- und W-Axen 
ohne diese Beziehungen nicht mehr mit der augenblicklichen Hauptträgheitsaxe 
des Moleküls zusammenzufallen. Ihre Wahl wird dann ganz unbestimmt, und das 
ist der Grund dafür, dass die U, V, W-Coordinaten (nicht die wirkliche Stellung 
der Atome im Raume) unbestimmt bleiben, wenn man diese Beziehungen nicht in 
Rechnung bringt. Mit diesen Beziehungen dagegen wird die ganze Bewegung 
bestimmt, wie zu erwarten war, 
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VIII. 


Durch die Einführung der „Spannungsgleichungen“, wodurch 
der nicht integrirbare T'heil eliminirt wird, kann nun natürlich integrirt 
werden. Dennoch -erreicht Walter nur das folgende unbestimmte Re- 
sultat: 

„In einem der Wirkung innerer und äusserer Kräfte überlassenen 
Molekül, dessen in seinem Massenmittelpunkte sich rechtwinklig kreu- 
zende Hauptträgheitsaxen durch ihre Bewegung im absoluten Raume 
geradlinige Oberflächen erzeugen, sind immer, so lange es besteht, drei 
Functionen, welche alle Bestimmungsstücke der Lage und Bewegung der 
einzelnen das Molekül zusammensetzenden Atome enthalten, einzig nur 
von der Richtung der Axe, auf welche sie gehen, abhängig, so dass 
jede dieser Functionen immer zu demselben Werthe zurückkehrt, wenn 
die ihr entsprechende Hauptträgheitsaxe wieder in die alte Lage oder in 
eine neue, dieser parallele, Lage übergeht.‘ 

Dieser Satz erklärt nach Walter den Widerstand, den ein Molekül 
äusseren Einflüssen entgegensetzt, und er nennt ihn das Gesetz der Er- 
haltung der Spannkraft in jedem einmal entstandenen Molekül. Dann 
geht er dazu über, die vielen Glieder, woraus die Spannkraft besteht, 
zu besprechen und mit neuen Namen zu versehen. 

Endlich bemerkt er, dass die drei Spannkräfte (jede Axe besitzt 
nämlich eine) projectirt werden können auf willkürliche Linien und dass 
es unter diesen Linien eine geben muss, worauf die Summe dieser Pro- 
jectionen ein Maximum ist. Diese erhält den Namen von „Haupt- 
Spannkraftaxe‘ und hat eine unveränderliche Lage im Raume. Na- 
türlich erhält er aber für die verschiedenen Systeme von Spannungs- 
gleichungen auch drei verschiedene Haupt-Spannkraftaxen, und jetzt 
geht Walter so weit, um von drei Modificationen der Moleküle zu 
sprechen, die durch eine, durch äussere Kräfte verursachte, plötzliche 
Veränderung ihrer Haupt-Spannkraftaxen in einander übergehen müssen. 

Wir wollen nun den Versuch, in jedem System die dritte Spannungs- 
gleichung aus den beiden ersten abzuleiten, mit Stillschweigen übergehen, 
aber noch einen Augenblick bei den neuen Hypothesen stillstehen, die 
Walter mehr oder weniger deutlich einführt (sie werden wenigstens 
nicht deutlich hervorgehoben, wie es wohl stattfindet mit den Resultaten, 
die er daraus erhält). 

Wir bemerken dann, dass Walter, um noch eine grössere Ver- 
allgemeinerung zu erreichen, das Molekül nicht mehr als ein Aggregat 
von Atomen betrachtet, sondern als ein Aggregat von Partialmolekülen, 
und seine Formeln, soweit nöthig, mit dieser Veränderung in Ueberein- 
stimmung bringt. S. 141 und 163 wird nun, einigermassen verborgen, 
die Hypothese eingeführt, dass die augenblicklichen Rotationsaxen der 
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Partialmoleküle fortwährend parallel bleiben der augenblicklichen Rota- 
tionsaxe des ganzen Moleküls. Was am letztgenannten Orte zu ihrer 
Vertheidigung angeführt wird, kann höchstens dazu dienen, sie einiger- 
massen plausibel zu machen. Während zugegeben wird, dass, nach der 
Formel für die Bewegung der Rotationsaxe der Partialmoleküle, diese 
höchstens um diese parallele Lage hin- und herschwingen, wird die paral- 
lele Lage die Normale genannt und dabei unentschieden gelassen, ob 
der Verfasser diesen normalen Zustand als wirklich existirend, als an. 
nähernd richtig oder als durchaus nicht mit dem wirklichen Zustande 
übereinstimmend betrachtet. Warum dieser Zustand annähernd wahr sein 
muss und warum die Rotationsaxen der Partialmoleküle nicht heftig hin- 
und herschwingen, wird wenigstens nirgends angezeigt. 

Eben wenig logisch sind die Argumentationen, wodurch die übrigen 
Resultate dieses Capitels erhalten. werden. 


a 


IX. 


„Das jetzt folgende siebente Capitel übergehen wir um so eher, als 
darin ein ganz neues Gebiet betreten wird, das nur entfernt in Beziehung 
mit dem vorhergehenden steht. Walter betrachtet darin die Kräfte, die 
zwei Moleküle auf einander ausüben können. Es sind dies eigentlich 
Kräfte, die von Monade auf Monade wirken, die in Gruppen vertheilt 
und zusammengefügt werden. Besonders die Kräftepaare, wodurch .die 
Drehung um die Hauptaxen verzögert oder beschleunigt werden kann, 
bilden den Gegenstand der Behandlung. Wir begeben uns jeden Urtheils 
über dieses Capitel. 

Schliesslich resumirt Walter seine Sätze und versucht ihre Ueber- 
einstimmung mit physikalischen und chemischen Thatsachen zu zeigen, 
wie uns scheint, mit wenig Glück. Dieser Theil kann übrigens durch 
jeden Chemiker beurtheilt werden, wenn man dabei nur die Thatsache 
ins Auge fasst, dass die durch Walter angeführten Sätze nicht bewie- 
sen sind. Ran 

Resumiren wir jetzt unser Urtheil über Walter’s Arbeit, dann be- 
merken wir, dass er bis auf S. 82 keine willkürlichen Hypothesen ein- 
führt, aber auch keine Resultate erhält. Später findet er Resultate, hat 
aber dann mehrere unerlaubte Hypothesen eingeführt. Wir können dabei 
nicht unterlassen, als unsere Ansicht auszusprechen, dass ein jeder Ver- 
such, jetzt schon den inneren Bewegungszustand der Moleküle durch 
glückliche, auf mechanische Prineipien sich stützende Hypothesen aufzu- 
klären, gleiche Folgen haben muss. Wir besitzen dazu noch zu wenig 
Daten, dagegen lässt der Uebergangszustand, in dem die Chemie sich 
jetzt befindet, vielleicht für die nächste Zukunft viel hoffen. Darum ist 
aber auch kein Augenblick schlechter gewählt als der jetzige, um eine 
mathematische Theorie der chemischen Verwandtschaft zu begründen, 
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jetzt, wo z. B. der Streit über feste und veränderliche Valenz, worauf 
eine solche Theorie sich wenigstens stützen müsste, wenn sie sich auf 
irgend Etwas stützen will, noch nicht ausgestritten ist, und wenigstens 
die Bedingungen, unter welchen die Valenz verändert, noch nicht fest- 
sestellt sind. 

Mehr wie wahrscheinlich werden wir neue Resultate über das Wesen 
der Moleküle den eifrigen Untersuchungen der Chemiker zu danken 
haben, die nach den Methoden arbeiten, die sich schon als ‚so fruchtbar 
erwiesen, und werden diese nicht durch eine glückliche mathematische 
Vermuthung gewissermassen aus der Luft fallen. 

Wahrscheinlich ist Walter zum Unternehmen seiner mühevollen und 
nach unserer Ueberzeugung grösstentheils fruchtlosen Arbeit veranlasst 
worden durch die genialen Untersuchungen Lothar Meier’s und Men- 
delejeff’s, die auch für Nichtchemiker ein so grosses Interesse gewähr- 
ten. Walter’s Auffassung über die dadurch eröffneten Voraussichten 
erscheint uns jedoch unrichtig. Die Moral, die wir aus der Arbeit Lothar 
Meier’s gezogen zu sehen wünschten, ist Anschluss an die Physik,, Be- 
stimmung physikalischer Constanten im grossen Masstabe, aber man ver- 
suche nicht, über dieses Terrain hin durch einen „Sant perilleux‘‘“ bei 
der mathematischen Deduction zu landen. Man betrachte wenigstens 
solchen Versuch mit grossem Misstrauen. 

Dass übrigens die mathematische Analyse sich bereit macht, die 
Bewegungen und Formveränderungen solcher Atomsysteme, wie Walter 
sie bespricht, zu behandeln, wer sollte es ‚nicht billigen? Man überlade 
dann aber seine Arbeit nicht mit nutzlosen Betrachtungen und Hypo- 
thesen und man sage auch nicht: „Ich habe es verschmäht, das Neue, was 
ich bringe, schulmässig darzustellen.“ So viel Eile hat es wahrlich nicht. 


Breda, 20. Dec. 1874. 


Ueber den Himmelsglobus des Archimedes. 


Von 
F. HusnrtscH 


in Dresden. 


Heinr. Aug. Schiek schliesst seine treflliche Abhandlung über 
„Die Himmelsgloben des Archimedes“ (Programm des Gymnasiums zu 
Hanau, 1846) mit den Worten: „Gerade die wesentlichsten Punkte blei- 
ben in Dunkel gehüllt. Unauflösbar sind unter anderen die Räthsel in 
Claudian’s Worten: 


Knechtisch dient die verschlossene Luft den verschied’nen Gestirnen, 
Treibet das lebende Werk fort im gemessenen Lauf, 
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durch welche unwillkürlich der Gedanke an einen sinnreichen Automaten 
erweckt wird. Und welche Mittel giebt es, die prunkende und darum 
noch dunklere Schilderung des Marcianus Capella aufzuhellen? Sie 
führt in ein Labyrinth, dessen Irrgänge in der T'hat abschreckend sind. 
Deshalb scheint es wenigstens für jetzt räthlicher, mit Offenheit das Un- 
vermögen zur Enthüllung der Geheimnisse einzugestehen, als Vermuth- 
ungen Raum zu geben, die jedenfalls ungenügend sein würden.‘ Dem 
Verfasser war, als er diese Worte schrieb, eine kurze Notiz noch nicht 
zugänglich, welche sich zu Anfang des 7. Buches der Sammlung des 
Pappus von Alexandria findet: unyavınovg dE xwÄovoıw “Kal Tovg Tag 
opaıgororiag Enıorau&vovug, Up Wv EiH@v TOO ovgavoV Aaracxevaterar Öl 
oumAng zul Eyaunklov xıvnaswe Voarog, „Mechaniker heissen auch diejeni- 
gen, welche Himmelsgloben anzufertigen verstehen, denn von ihnen wird 
ein Abbild des Himmels (und des Laufes der Gestirne) durch gleichmäs- 
sige Kreislaufbewegung des Wassers dargestellt.‘ Nun war bekanntlich 
das einzige Werk mechanischen Inhalts, welches Archimedes geschrie- 
ben, der opaıgomoıla gewidmet; und seitdem galt diese Kunstfertigkeit 
al; eine besondere Disciplin der Mechanik, wie wir aus der Darstellung 
bei Proclus in seinem Commentar zum 1. Buch der Elemente des 
Eucelid (8. 41 der Ausgabe von Friedlein) ersehen. Denn hier 
erscheint unter einer vollständigen Uebersicht aller Theile der mechani- 
schen Wissenschaft s«ı 7 spaıponosia ara ulunsıw Twv ovgavioav regLPogWv, 
olav zur Apyıunöng dmoayuarsvoaro (die Kunst, Himmelsgloben als Abbilder 
des Umlaufes der Gestirne anzufertigen, eine Kunst, welche schon Ar- 
ehimedes betrieben hat). Bringen wir hiermit die leider so dunklen 
Andeutungen der Dichter Ovid (fast.6, 269— 280), Claudian (epigr. 18) 
und Martianus Capella (6, 583 fig.) in Verbindung, so eröffnet sich 
als nicht unwahrscheinlich die Annahme, dass der Himmelsglobus des 
Archimedes durch ein hydraulisches Werk getrieben worden 
sei. Dass die Hydraulik bei den Alten\bereits zu einem hohen Grade 
ausgebildet war, wissen wir aus Heron’s Spiritalia und so mancher 
andern Ueberlieferung; es darf also wohl mit Recht vermuthet wer- 
den, dass der grosse Archimedes die Prineipien auch dieses Theiles 
der Mechanik gekannt und, wie aus obigen Stellen hervorgeht, bei der 
Construction seines berühmten Himmelsglobus verwerthet habe, An Was- 
ser als Triebkraft des Kunstwerkes fehlte es weder in Syracus, noch 
später in Rom, wo der Globus im Tempel der Virtus durch Mareellus, 
den Bezwinger von Syracus, aufgestellt worden war. Vielleicht gelingt 
es nach diesen Andeutungen, den Mechanismus des Archimedischen Glo- 
bus zu reconstruiren, oder wenigstens der Lösung des schwierigen Problems 
näher zu treten, als es bisher möglich war. 


Recensionen. 


Darstellung von Stereoskopbildern mit Hilfe orthogonaler Coordinaten. 
Programm der königl. Gewerbeschule zu Neustadt a. d. H. pro 
1876. Von Dr. Tu. Huser, k. Reetor. Darmstadt, Buchdruckerei 
von’ G. Otto. II, 13 S. 9 Figurentafeln. 


Der rührige Verfasser dieser Gelegenheitsschrift hat vor Kurzem ein 
selbstständiges Werkchen über reguläre und halbreguläre Polyeder erschei- 
nen lassen, an welche sich eine Garnitur stereoskopischer didaktisch 
höchst empfehlenswerther Figuren anschloss. Dieselben erregten durch 
die Correctheit ihrer Ausführung in weiteren Kreisen Aufsehen, da man 
über das zu ihrer Herstellung’ angewandte Verfahren sich im Unklaren 
befand. Nunmehr setzt uns der Autor selbst in ansprechender Weise 
auseinander, welcher Mittel er sich bedient hat; in der festen Ueber- 
zeugung, dass blosse Construction nicht die erforderliche Genauigkeit zu 
liefern vermöge, liess er sich die Mühe nicht verdriessen, die Abmes- 
‚sungen für jedes einzelne Bild algebraisch auszurechnen und die gefun- 
denen Masszahlen mit Hilfe einer Theilmaschine aufzutragen. 

In $$ 1 und 2 wird das Wesen der perspectivischen und speciell 
dasjenige der stereoskopischen Darstellung erläutert; als X Y-Ebene gilt 
eine durch die Verbindungslinie der Augen und einen ausgezeichneten 
Punkt des Körpers gelegte Ebene; dieselbe wird von der FZ-Ebene im 
sogenannten „Nasenstrahl‘‘ geschnitten, und die nunmehr in ihrer Stel- 
lung festgelegte XZ-Ebene nimmt das stereoskopische * Doppelbild auf. 
$ 3 lehrt dieses Axensystem auf ein anderes, für die Rechnung günstiger 
gelegenes überführen, und hierbei ergeben sich gewisse aus den Coordi- 
naten eines willkürlichen Punktes und Constanten zusammengesetzte Aus- 
drücke, welche als „stereoskopischer Charakter‘ und ‚redueirter stereosko- 
pischer Charakter‘ für die weitere Entwickelung bedeutsam sind. Der 
nächste Paragraph enthält dann die eigentlichen Details der Rechnung, 
berücksichtigt die anzuwendenden Cautelen, wenn die Bilder gegenseitig 
übergreifen sollen, und stellt in Gemeinschaft mit $5 numerische Werthe 
zusammen. Die drei Schlussparagraphen endlich beuten die gewonnenen 
Resultate in rein wissenschaftlichem Sinne aus, so führt $ 8 mit Hilfe 
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einiger Determinantensätze den Beweis, dass die entsprechenden Ste- 
reoskopen von Parallellinien sich in Einem Punkte schneiden. 

Wer,sich für die Theorie der wissenschaftlichen Zeichnungskunst 
interessirt und etwas Rechnung nicht scheut, wird die kleine Schrift mit 
Vergnügen lesen und dem Verfasser für seine grosse Anstrengung Dank 
wissen. Die sehr zahlreich beigegebenen Figuren sind zwar nicht- mit 
besonderer Feinheit, aber doch hinlänglich genau ausgeführt, um der 
Lectüre eine wirksame Unterstützung zu leisten. 


Ansbach. Dr. S. GÜNTHER. 


Lehrbuch der Physik, fir den Gebrauch in höheren Unterrichtsanstalten 
und beim Selbstunterricht. Von Dr. ©. FLIiEpner, Prorecetor am 


Gymnasium zu Hanau. Braunschweig, Friedrich Vieweg & Sohn. 
1875 — 1876. 


Der Verfasser ist den Lehrern der Physik von seiner Aufgabensamm- 
lung, die schon in fünf Auflagen erschienen ist, wohl bekannt. An der 
Vollendung des vorliegenden Werkes, dessen erster Theil schon vor eini- 
gen Jahren erschienen ist, wurde derselbe durch ein Augenleiden ge- 
hindert, das ihn schliesslich nöthigte, in Oberlehrer Dr. Krebs einen 
Mitarbeiter zu suchen. Im ersten Theil wird die Physik der Materie, 
der Eintheilung von Mousson entsprechend, behandelt, Mechanik, Wel- 
lenlehre und Akustik; im zweiten Theil Licht, Wärme, Magnetismus und 
Elektrieität. Der erste Theil und die Gesetze der Zurückwerfung und 
Brechung der Lichtes sind von Fliedner selbst bearbeitet, und da die 
ganze Anlage des Werkes darauf hinausgeht, den mechanischen Theil 
der Physik vorzugsweise zu berücksichtigen, von Licht, Wärme, Magne- 
tismus und Elektricität nur das Hauptsächlichste kurz aufzunehmen, so 
störte die Mitarbeiterschaft eines Andern ‚nicht die Einheit des Ganzen. 

Das Lehrbuch soll an höheren Unterrichtsanstalten als Vorbereitung 
für Vorträge über Physik an Hochschulen dienen, es wird in erster 
Linie für humanistische Anstalten passen. Der Verfasser sucht, „durch 
verständige Verknüpfung von Thatsachen und Gesetzen ein lebendiges 
Interesse für die Wissenschaft hervorzurufen‘‘ und glaubt namentlich in 
der Mechanik, in der näheren Betrachtung der Schwerkraft und der Wel- 
lenlehre mehr als die gewöhnlichen Lehrbücher zu leisten. Wir glauben 
nach Durchsicht des Buches, dass er seinen Zweck erreicht hat. 

Der Verfasser vorliegender Recension hat noch nie sein Urtheil über 
ein Lehrbuch der Physik öffentlich abgegeben, wohl aber ein halbes 
Dutzend im Einzelnen näher kennen gelernt: Es ist ihm bei allen auf- 
gefallen, dass bei Feststellung der Grundbegriffe und Betrachtung be- 
stimmter einfacher Apparate nicht ganz logisch vorgegangen wird: er 
hätte gewünscht, dass auch in dieser Beziehung das vorliegende Werk 
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über die gewöhnlichen Lehrbücher hinausgegangen wäre. Es möge uns 
gestattet sein, auf diesen Gegenstand näher einzugehen, mit der Bitte 
an den Leser, im Auge zu behalten, dass es sich nicht um Aussetzungen 
speciell am vorliegenden Buche handelt, sondern um ererbte Fehler, die 
freilich hätten gebessert werden können. 

Die Masse eines Körpers wird vermittelst des Gewichts definirt: zwei 
Körper haben gleiche Massen, wenn sie gleiche Gewichte haben. Diese 
Definition fehlt darin, dass sie das Einfachere durch das Zusammen- 
gesetzte erklärt. Es ist nicht richtig, dass mit der Waage das Gewicht 
bestimmt werde, die Waage dient nur zur Vergleichung der Massen, ist 
unabhängig von der Grösse der Schwerkraft. Diese — der Werth von g — 
wird vermittelst des Pendels bestimmt. Es ist darum kein Grund abzu- 
sehen, warum man von der alten Definition der Masse als Menge Stoff im 
Körper abgehen soll. Wie Kohlrausch (Praktische Physik, 2. Aufl., 
S. 185) mit Recht sagt, besteht der Zweck der Wägung meistens in der 
Massenbestimmung: dem Chemiker, dem Kaufmann, dem Arzte ist es 
nicht um den Druck der Körper auf die Unterlage zu thun, sondern 
lediglich um ihre Masse, denn durch diese wird die chemische Wirksam- 
keit, der Geld- oder Nahrungswerth u. s. w. bedingt. Wenn Wüllner 
(Experimentalphysik, 4. Aufl., I, 8.60) bebauptet, man könne bei der 
alten Definition nicht von gleichen Quantitäten Materie sprechen, wenn 
man verschiedene Körper, z. B. Kupfer und Blei vergleichen wolle, so 
beruht das auf einer Verkennung der Waage, deren Aufgabe eben das 
ist, Mengen verschiedener Stoffe zu vergleichen. 

Mit Gramm ist in dem ursprünglichen französischen Gesetz aller- 
dings das Gewicht eines Kubikcentimeters Wasser bezeichnet, und ebenso 
in den neueren gesetzlichen Bestimmungen, wenn das Grammgewicht 
eingeführt wurde. Aber der Physiker muss darauf aufmerksam machen, 
dass das Gewicht von Breite zu Breite wechselt, die Masse gleich bleibt. 
Wenn Gauss bei seiner Einführung eines absoluten Maasses das Gramm 
als Masseneinheit betrachtet hat, wenn dies noch jetzt bei Bestimmung 
der Intensität des Erdmagnetismus immer geschieht, so sollte ein Lehr- 
buch der Physik etwas davon erwähnen, . wenn auch im praktischen 
Leben das Gramm stets Gewichtseinheit bleiben wird. Es würden dann 
auch in Poggendorf’s Annalen keine Anfragen kommen, für welchen 
Breitegrad eigentlich das Gramm Gewichtseinheit sei. 

Die Waage ist mit dem Worte abgethan und auf die Aufgaben ver- 
wiesen (8. 5l). Das ist denn doch zu wenig, wenn auch immer noch 
besser, als vollkommen gleiche Waagbalken zu verlangen (Wiüllner I, 
S. 79; Mousson I, 8.52; Receknagel, 8.27 u. s. w.). Wenn man 
bis auf ein Milliontel genau wägen will, so wäre jene Gleichheit nur 
ebenso weit zu treiben, aber selbst dies ist keinem Mechaniker möglich. 
Wie stimmt jenes sogenannte nothwendige Erforderniss zu dem Zugeständ- 


 Recensionen. 111 


| 
DELL LLLLLLLLLLLLLLSEL LADE unnunnnrnnnr.1.. nn NINE LI LS LI SSLLALSZLS GL DR LLLLLLLLLG. 








www 


nisse, das meist kurz nachher folgt, dass kleine Fehler nicht zu vermei- 
den seien? Die Waage soll in der Physik als nicht vollkommen betrach- 
tet, aber gezeigt werden, wie man sich doch von den Fehlern beim 
Wägen frei machen kann. Eine Angabe dieser Art sollte auch in vor- 
liegendem Lehrbuche nicht fehlen. 

Was dann den Abschnitt über die Schwerkraft betrifft, auf den der 
Verfasser in der Vorrede als eigenthümlich behandelt aufmerksam macht, 
so vermissen wir — und das ist freilich wieder bei allen Lehrbüchern, 
mit Ausnahme von Mousson, der Fall — eine klare Auseinandersetz- 
ung der Begriffe „Schwere“ und „Anziehungskraft“. In $ 94 wird von 
einer totalen Schwerkraft gesprochen und von einem übrig bleibenden 
Theile der Schwerkraft, wenn man jene in zwei Componenten zerlegt, 
von denen eine senkrecht zur Erdaxe ist. Auch in der Anmerkung 
kommt diese neue Bezeichnung „totale Schwerkraft‘ vor. Sie. soll 
durch den Erdmittelpunkt gehen, scheint also die Anziehung der Erde 
zu sein, wie sie stattfäinde, wenn die Erde in Ruhe wäre; alsdann ist 
aber der Ausdruck „Anziehungskraft der Erde‘ der einzig passende. 
Diese Anziehung geht genähert durch den Erdmittelpunkt, senkrecht zur 
Erdaxe von dieser weg wirkt die Centrifugalkraft, wenn man sich jetzt 
die Erde als drehend denkt, und die Resultante beider, die Schwerkraft, 
wird direct von uns beobachtet. In $ 96 ist ganz richtig die Anziehungs- 
kraft der Erde genannt, freilich auch gleich nachher wieder mit der 
Schwerkraft identifiitt. In $ 98 wird dann von einer allgemeinen 
Schwere gesprochen, welche gleich der Gravitation sei. Wie soll nun der 
Studirende mit der totalen, allgemeinen und gewöhnlichen Schwere und 
einem Reste von Schwere fertig werden? Das Wort Schwere sollte man 
auf die Anziehung der Weltkörper nicht anwenden, sie ist (wie auch 
der Verfasser $S 94 sagt) der Druck auf eine Unterlage und deswegen 
steckt in ihr die Centrifugalkraft. Es mag noch gestattet sein, darauf 
aufmerksam zu machen, dass der Satz ‚alle Körper sind gleich schwer“ 
($ 91) missverstanden werden kann. Im gewöhnlichen Leben versteht 
man unter „gleich schwer“, was gleiches Gewicht hat, zuweilen auch 
was gleiches specifisches Gewicht hat; der Physiker wird deswegen das 
Adjeetiv „schwer“ lieber vermeiden. Mit Verweisung auf $ 13 hätte 

ausgeführt werden können, dass die Beschleunigung der Schwerkraft für 
alle Körper gleich ist, weil mit wachsender oder abnehmender Masse 
auch das Gewicht, also die bewegende Kraft, in gleichem Maasse zu- 
oder abnimmt. ' 

In der Wellenlehre ist an einer Reihe von Zeichnungen das Fort- 
schreiten und die Zurückwerfung einer Welle, dann eines Wellenzuges 
und die daraus sich ergebende stehende Schwingung sowohl für Quer- 
schwingungen, als für Längsschwingungen auseinandergesetzt. Ausführ- 


liche graphische Darstellung ist sicherlich das beste Mittel, Klarheit in 
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die Sache zu bringen. Bei Gelegenheit der Zurückwerfung- einer Luft- 
welle wird passenderweise schon auf die Verschiedenheit aufmerksam 
gemacht, je nachdem die Zurückwerfung aus dünnerem oder dichterem 
Mittel stattfindet. Der Verfasser dachte wohl an die Anwendung bei den 
Farben dünner Blättehen: da er jedoch den betreffenden $ 184 nicht 
bearbeitet hat, so suchen wir dieselbe vergebens. 

In den ersten Sätzen über Zurückwerfung und Brechung des Lichtes 
sollte nach unserer Ansicht die Bemerkung, dass die Construetionen nur 
für geringe Oeffnung gelten, gleich anfangs gemacht werden; es gäbe 
dann Gelegenheit zu einer Andeutung, dass im andern Falle bei Zurück- 
werfung an krummen Flächen und bei der Brechung überhaupt Nichts 
entstehen kann, was den Namen Bild verdient, und es lassen sich dar- 
über ja eine Menge der einfachsten Versuche machen. Freilich ist ins- 
besondere die Angabe über das Bild eines Punktes z. B. unter einer 
Wasseroberfläche eigentlich in allen Lehrbüchern falsch, und ein Kritiker 
in Poggendorf’s Annalen (Bd. 153 8.572) hat selbst eine einseitige 
Anschauung. Die Arbeiten von Reusch (z. B. Poggendorf’s An- 
nalen Bd. 130, S. 497) sind bei den Darstellungen der elementaren Optik 
noch nicht berücksichtigt worden. 

Zum Schluss möchten wir noch auf einige Aussprüche hinweisen, 
die wohl schärfer zu fassen wären: In $ 97 heisst es, Kepler habe 
durch astronomische Beobachtungen seine Gesetze gefunden, geschicht- 
lich richtig sollte es heissen: aus astronomischen Beobachtungen (Tycho's). 
Beim Pendel ($ 56) ist das Gesetz aufgestellt: ‚Die Dauer kleiner Schwing- 
ungen, d. h. solcher, deren Schwingungsbogen 10° nicht übersteigt, ist 
von der Grösse der Schwingungsbogen unabhängig.‘ Wenn der Schüler 
an den Wortlaut sich hält, so muss er glauben, dass bei 10° ein Sprung 
stattfinde. Etwas vorsichtiger ist ein ähnlicher Ausdruck in $ 150. 

S 165 steht gesperrt gedruckt der Satz: „Bei Prismen aus demselben 
Stoffe sind sowohl die Längen der Spectra, als auch die Abstände der 
entsprechenden Fraunhofer’schen Linien den brechenden Winkeln der 
Prismen proportional.‘ $ 121 heisst es: „Ist die reflectirende Wand der 
Schallquelle sehr nahe, so fällt die reflectirte Schallwelle mit der direeten 
zugleich ins Ohr.‘“ Zu beiden Sätzen ist zu bemerken, dass, was ge- 
nähert der Fall ist, nicht als absolut giltig dargestellt werden soll. 

Die Bewegung eines Planeten um einen Centralkörper „Umdrehung“ 
zu nennen ($ 46), erscheint nicht passend; entschieden falsch aber ist 
es, zu sagen ($ 47), eine Tangentialkraft werde nach dem Bogenelement 
und senkrecht zur Tangente zerlegt, als ob das Bogenelement eine an- 
dere Richtung als die Tangente hätte; warum heisst es nicht „nach der 
Sehne‘ ? | 

Bei der Figur endlich, welche ($ 263) eine Skizze der Art des 
Telegraphirens von Station zu Station mit dem Morse’schen Telegra- 


Recensionen., is 


wur nnnnnnnnnn nn Ir I rn I I Ir Ir I 





PRIIIEIIIIN ANMILR I I IN III IL I A DR ATI N ann HnnNnNn 


phen giebt, geht der Strom durch beide Schreibapparate, was in der 
Praxis nie der Fall ist. 

Der Recensent hofft durch diese Bemerkungen gezeigt zu haben, 
dass er das vorliegende Buch mit Interesse studirt hat; die ganze Anlage 
ist entschieden zu loben. Möge dem Verfasser erneute Gesundheit ge- 
statten, in einer spätern Auflage den Werth seines Buches noch mehr 
zu Ghahen. =: De 


Einfluss der Himmelskörper auf Witterungsverhältnisse. Vortrag von 
Dr. S. Güntner. Nürnberg, H. Ballhorn. 1876. 

Der Glaube, dass die Gestirne mit den Witterungsverhältnissen in 
enger Beziehung stehen, ist ein uralter, obgleich gegenwärtig wohl Nie- 
mand mehr einen Einfluss der Gestirne — abgesehen von den Wirkungen 
der Sonnenstrahlen — auf unsere Atmosphäre annehmen möchte. In 
einem höchst gediegenen Schriftchen behandelt der Verfasser auf eine 
klare und bündige Weise Alles, was wir über den Einfluss der Himmels- 
körper auf unsere Erde wissen. Wir sind hierfür dem Verfasser zu 
Dank verpflichtet, um so mehr, als wir diesen Gegenstand in keinem 
Werke zusammenhängend behandelt finden, und der angehängte Literatur- 
nachweis uns in Stand setzt, den Gegenstand eingehend zu studiren. Nur 
die Hauptpunkte sollen hier hervorgehoben werden. Zunächst zeigt der 
Verfasser, dass weder der Mond, noch die Sonne, noch irgend ein anderer 
Himmelskörper durch ihre Attraction einen merklichen Einfluss auf un- 
sere Atmosphäre ausüben. Dieser Satz ist von hoher Bedeutung. Würde 
z. B. der Mond, ähnlich wie beim Meere, auch in der Atmosphäre Fluth 
und Ebbe hervorrufen, so würde er einen directen Einfluss auf die Luft- 
druck- und folglich, da die Richtung und Stärke des Windes vom Luft- 
druck abhängig sind, auf die Windverhältnisse ausüben. Da nun aber 
durch den Wind die Witterung der einen Gegend auf die andere über- 
tragen wird, so hätte wirklich der Mond einen Einfluss auf unsere Wit- 
terung, sobald eine merkliche Anziehung unserer Lufthülle durch den Mond 
dargethan würde. Nun aber ist besonders durch die Arbeiten von Laplace 
und anderen Gelehrten nachgewiesen, dass die durch den Mond hervor- 
gerufenen Störungen in unserer Atmosphäre so unmerklich sind, dass sie vor 
den allgemeinen atmosphärischen Bewegungen vollständig verschwinden, 
und hiermit ist dann dargethan, dass der Mond an allen Witterungsvor- 
gängen ganz unschuldig ist, was auch mit den durch mannichfach an- 
gestellte Vergleichungen der Witterungszustände bei den verschiedenen 
Mondphasen erhaltenen Resultaten vollkommen übereinstimmt. Dann ge- 
langt der Verfasser zu dem Schlusse, dass die Himmelskörper — mit Aus- 
nahme der Sonne — keinen Einfluss haben auf die Erwärmung unserer At- 
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mosphäre. Schliesslich behandelt der Verfasser noch eine sehr schwie- 
rige, aber sehr interessante Frage, nämlich den Zusammenhang der Son- 
nenflecken mit den meteorologischen Erscheinungen. Dieser Zusammen- 
hang ist besonders durch die geistreichen Arbeiten namentlich Köppen’s 
und Wolf’s als sehr wahrscheinlich dargethan; den Grund des Zusam- 
menhanges kennen wir nicht, und wir müssen abwarten, bis sich dieses 
wunderbare Räthsel lösen wird. 

Wir wünschen dem Werkchen eine weite Verbreitung, da dasselbe 
ganz geeignet ist, manche irrige Vorstellungen, die sich vom schlich- 
testen Landmann bis hinauf zum akademisch Gebildeten geltend machen, 
zu beseitigen. 


Weissenburg a. 8. VAN BEBBER. 


Lezioni di stalica grafica per Antonio Favaro, Professore nella 
R. Universita di Padova: Membro ete. etc. Padova, Premiala Tipo- 
grafia Edit. F. Sacchetto, 1877. XX, 652 S. 32 Figurentafeln. 


Mit der altberühmten Hochschule von Padua ist in neuerer Zeit eine 
„Scuola d’Applicazione“, ein polytechnischer Lehrceurs, in Verbindung 
gesetzt worden, über dessen für unsere Begriffe etwas ungewöhnliche 
Einrichtung der Verfasser obigen Werkes im vorigen Jahre eine selbst- 
ständige Broschüre hat erscheinen lassen. An dieser Anstalt vertheilte 
sich ehedem der Unterricht in der Graphostatik auf zwei volle Studien- 
jahre, und Herr Favaro, der seit 1870 die bezüglichen Vorlesungen 
zu halten hat, legte sich den Stoff so zurecht, dass immer im ersten 
Jahre neuere Geometrie und graphischer Oalcul, im zweiten dagegen die 
eigentlich sogenannte graphische Statik vorgetragen wurde. Es ergab 
sich dabei der nachtheilige Umstand, dass die italienische Literatur zwar 
treffliche Leistungen für einzelne Partien (insbesondere von Cremona), 
nicht jedoch ein vollständiges Compendium der Wissenschaft im oben 
bezeichneten Sinne aufweist,* und da das Gros der Paduaner Studenten 
die deutsch oder französisch geschriebenen Lehrbücher nicht zu benützen 
in der Lage ist, so entschloss sich der Lehrer des Faches, einen auto- 
graphirten Leitfaden seinem Unterrichte zu Grunde zu legen. Allein 
auch dieser war bald vergriffen, und so entstand denn das vorliegende 
stattliche Werk, dessen Charakter der Verfasser im Vorwort ausdrück- 
lich dahin erklärt, es solle durchaus keine originale Schöpfung reprä- 


* Professor Is& in Neapel besorgt zur Zeit eine ‚italienische Ausgabe des 
bekannten Werkes von Bauschinger, welches jedoch bekanntlich von den neue- 
ren geometrischen Methoden prineipiell Abstand nimmt. 
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sentiren, sondern lediglich unter dem didaktischen Gesichtspunkte, als 
möglichst vollständige und nach den besten Quellen gearbeitete Zusam- 
menstellung der graphostatischen Lehren, beurtheilt werden. Dass das 
Buch dieser Tendenz ausgiebig gerecht wird, ist nun in der That unsere 
vollste Ueberzeugung. 

Was daran besonders lobend hervorzuheben ist, das ist die allsei- 
seitige und überaus gründliche Hervorhebung des geschichtlichen -Ele- 
mentes, wie man das freilich von dem Verfasser nicht anders erwarten 
durfte. Die Quellenangaben sind mit solcher Genauigkeit zusammen- 
getragen, dass wir. wenigstens nirgends das Uebersehen einer irgend 
bemerkenswerthen Thatsache zu constatiren vermöchten. Um an einem 
speciellen Beispiel zu charakterisiren, wie ernst es der Verfasser mit seinem 
Studium der fremdländischen Literatur — bekanntlich sonst die schwache 
Seite der Romanen — genommen habe, sei ein an sich gleichgiltiger 
Abschnitt herausgegriffen,‘ derjenige, welcher von dem Gebrauche -des 
logarithmischen Rechenlineals handelt (S. 309); unter den Arbeiten, 
welche bei Ausarbeitung desselben verwendet wurden, finden wir vier 
deutsche (Culmann, Tetmajer, Herrmann, Steiner), zwei ita- 
lienische (Sella, Bellavitis), zwei französische (Lalanne zweimal) 
und je ein englisches und amerikanisches (Everett, Fuller). Dass 
unter diesen Umständen Favaro’s Buch geradezu eine werthvolle Ma- 
terialiensammlung für eine künftige pragmatische Geschichte der statischen 
Graphik bildet, liegt auf der Hand. Wir heben einige Stellen hervor, 
die unser persönliches Interesse besonders erregt haben. Hierher gehört 
_ die Bemerkung ($.13), dass schon bei Leibnitz eine Andeutung des 
später unter Poncelet’s Namen berühmt gewordenen „Prineips der 
Continuität‘ sich vorfinde, die Vielen wohl neuen Nachweisungen über 
Encontre’s und Stanville’s Transformationsmethoden (8. 86), die 
Prioritätsreelamation der „geometrischen Addition“ für John Warren, 
der schon in seinem 1828 erschienenen Werke „Treatise on Ihe geomelri- 
cal representation of Ihe square roots of negative quantities“ jenen Calcul 
der Aequipollenzen, den dann Bellavitis in ein System brachte, prak- 
tisch anwandte (8. 255). Auch die vom Verfasser vordem publicirte 
„Geschichte der mechanischen Planimetrie‘‘ erhält einen interessanten 
Nachtrag (S. 391); es hat sich nämlich herausgestellt, dass die erste der- 
artige Vorrichtung unter dem Namen „Balance planimetrique‘“‘ von Mari- 
noni im Jahre 1714 ersonnen ward. 

Wenden wir uns nach Voraussendung dieser speciellen Notizen zu 
einer kurzen Inhaltsübersicht. Den ersten Theil des Buches (S. 1 — 246) 
nimmt die Geometrie der Lage ein, ein ausführlicher Abriss dieses Wis- 
senszweiges in 20 starken Paragraphen. Die Behandlungsweise ist im 
Wesentlichen derjenigen v. Staudt’s resp. Reye’s nachgebildet, stützt 
sich also ausschliesslich auf projectivische Betrachtungen; da aber der 
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praktische Zweck des Werkes die Rechnung mit einschliesst, so sind — 
ebenfalls wieder im Sinne der Reye’schen Vorträge — einzelnen Para- 
graphen umfängliche analytische Anhänge beigegeben worden, so z. B. 
denjenigen, welche die Lehre von der Involution, von den elementaren 
Verwandtschaften u. s. w. abhandeln. Was die Menge des verarbeiteten 
Stoffes anbelangt, so sei nur constatirt, dass ausser einer vollständigen 
T'heorie der Gebilde zweiter Ordnung auch die cubischen Raumeurven 
mit herangezogen wurden. 


Als zweite Hauptabtheilung erscheint der graphische Caleul, welchem 
der Verfasser beim Unterrichte vermuthlich das Sommersemester des ersten 
Schuljahres zu widmen pflegte. Hier musste die Darstellung sich noch 
mehr als früher innerhalb der diesem Hilfsfache conventionell eingeräum- 
ten Grenzen halten, so dass dieses zweite Capitel (S. 247=396) wesent- 
lich mit anderen bekannten Compendien, vor Allem mit dem trefflichen, 
auch in diesen Blättern besprochenen Werkchen von Cremona überein- 
stimmt. Indess ist auch hier durchaus nicht an sclavische Reproduction 
zu denken, vielmehr wird man manche eigenthümliche Darstellung finden. 
So hat uns besonders die eingehende Berücksichtigung der verschiedenen 
Spiralen beim Dividiren und Wurzelausziehen gefallen. Im Vergleich zu 
Cremona, Ott und anderen Fachautoren wird man bei Favaro manch’ 
Neues finden, so (S. 330) das Steiner’sche Curvenlineal, ein Verfahren, 
graphisch zu integriren (8 305) u. A.m. Ein eigener Paragraph ist den 
beim sogenannten Massennivellement vorkommenden graphischen Rechen- 
operationen angewiesen. 


An dritter Stelle endlich treffen wir auf die eigentliche Graphostatik 
(S. 397 bis Ende). Der Hauptsache nach, wie es nicht anders sein kann, 
an Oulmann’s Prineipien und Lehrgang sich anschliessend, strebt doch 
auch dieser wichtigste Abschnitt darnach, den neuesten Fortschritten 
gerecht zu werden und seine Leser mit dem Normalmass der Wissen- 
schaft vertraut zu machen. So sind die erst dem vergangenen Jahre 
angehörigen Untersuchungen Steiner’s, welche eine Erweiterung des 
bekannten Seilpolygons zur Seilpyramide anstreben, gebührend verwer- 
thet, so hat im vorletzten (13.) Paragraphen ein ausgedehnter Cyclus von 
Arbeiten des Mailänder Mathematikers Jung über Trägheitsmomente 
Berücksichtigung gefunden. 


Die Entwickelungsweise des Autors kommt uns, soweit wir uns ein 
Urtheil zutrauen dürfen, klar und lichtvoll vor. Diese wichtigste Eigen- 
schaft eines Unterrichtswerkes wird demselben in seiner Heimath gewiss 
viele Freunde erwerben; wir zweifeln aber auch nicht, dass sich Fa- 
varo’s graphische Statik nicht minder in den technischen Bibliotheken 
Deutschlands einbürgern wird. Dazu eignet sie sich trefflich wegen 
ihrer umfassenden Benützung der Gesammtliteratur; in dieser Hinsicht 
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verdient sie geradezu den Namen eines internationalen Repertoriums der 
graphostatischen Lehren und ihrer Vorbereitungsdisciplinen. * 


Ansbach. Dr. S. GÜNTHER. 


Die Regenverhältnisse Deutschlands, von Dr. Jac. van BEBBER. Mün- 
chen, Ackermann. 1877. 


Ueber den Regen weiss die Meteorologie noch so wenig zu sagen, 
dass jede Zusammenstellung einer grössern Zahl von Beobachtungen ihr 
Verdienstliches hat. Der Verfasser hat die aus Deutschland zu Gebote 
stehenden Zahlen gesammelt, leider nicht bis zur neuesten Zeit, was 
wohl theilweise der meist verspäteten Publication meteorologischer Be- 
obachtungen zuzuschreiben ist; er hat eine grosse Zahl Mittel gezogen 
und eine graphische Darstellung der Vertheilung des Regens nach Ein- 
zelgebieten und nach’ der Höhe über dem Meere, der Regenwahrschein- 
lichkeit und Regendichte nach den Einzelgebieten, Alles für die einzel- . 
nen Monate des Jahres, gegeben. 

Aus den Verhältnissen der einzelnen Orte, die der Verfasser theil- 
weise in seinen Regentafeln schon früher publieirt hat, werden Mittel 
gezogen, um die Zahlen für die einzelnen Gebiete, Baden, Hannover, 
Sachsen u. s. w. zu erhalten. Dann werden diese Gebiete in drei grös- 
sere, Nord-, Mittel- und Süddeutschland zusammengefasst und als Mittel 
aus den ihnen zukommenden Zahlen das Mittel für ganz Deutschland 
berechnet. Bei diesem Mittelziehen bleibt die Zahl der Stationen im ein- 
zelnen Lande ausser Berechnung, 'was bei nahe gleicher Grösse der Ein- 
zelgebiete wohl zu rechtfertigen ist. Für ganz Deutschland dürfte man 
aber wohl ein genaueres Mittel erwarten, fnit Rücksicht auf die Quadrat- 
meilenzahl der Einzelländer. 

Unangenehm fällt es auf, dass das Verständniss der Zahlentafeln 
erschwert ist durch zu grosse Sparsamkeit in der Bezeichnung. Wenn 
es S. 54 heisst: „Breslau 791 — 54“, so ist dem Leser doch etwas zu viel 
zugemuthet, aus diesen Zahlen herauszulesen: ‚von den Beobachtungs- 
jahren 1791 bis 1854“. Jedenfalls sollte es irgendwo gesagt sein.” Was 
S. 52 ‚Nordöstliches Deutschland «a, 5b, c“ und S. 60 ,‚Nordöstliches 
Deutschland «a, 5b‘ bedeutet, sucht man vergebens; bei den Zusammen- 
stellungen S. 58 und 64 wird von sieben Stationen des nordöstlichen. 
Deutschlands gesprochen, die vorher nicht vorkommen. In vielen Fällen 


* Um so höher werden wir diese Eigenschaft unseres Buches schätzen müs- 
sen, wenn wir an gewisse abschreckende Exempel denken. So soll ein jüngst 
erschienenes französisches Werk verwandten Inhalts in theoretischer Hinsicht zwar 
Originales und Werthvolles, in der Verkennung fremdländischer Leistungen da- 
gegen nach Sturm’s Bericht (in ÖOhrtmann-Müller’s „Jahrbuch‘) nicht minder 
Staunenswerthes bieten. 
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sind die Beobachtungsjahre nicht genannt, durch ein Sternchen wird an- 
gedeutet, dass nahe dieselbe Reihe Jahre benützt seien: der Leser ver- 
langt keine Andeutung, sondern eine Angabe der Reihe, wenn auch 
etwas mehr Zahlen gedruckt werden müssen. 

Das Hauptverdienst des Werkes scheinen die graphischen Darstel- 
lungen zu sein, wenn nur nicht der Verfasser in einer Schlussbemerkung 
sagen würde, es haben sich Ungenauigkeiten eingeschlichen, von deren 
mühsamer Revision wegen ihrer Unerheblichkeit abgesehen worden sei! 
Die Einleitung erscheint zu weitschweifig und zuweilen, z. B. im geo- 
graphischen Theile, sehr mangelhaft. Wer die Tafeln benützt, braucht 
nicht die allgemeinen meteorologischen Belehrungen, sondern eben nur 
die Tafeln mit gründlicher Anleitung zu ihrem Gebrauch. 


Stuttgart. P. Zeca. 
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Gauss’ Werke. 5. Bd. 2. Abdr. Göttingen, Vandenhoeck & Ruprecht. 
18 Mk. 


Physik und Meteorologie. 


Horr, J. H. van’t, Die Lagerung der Atome im Raume. Deutsch be- 


arb. von F. Herrmann. Braunschweig, Vieweg. 2 Mk. 
BOLTZMANN, L., Ueber die Natur der Gasmoleküle. (Akad.) Wien, Gerold. 
20 Pf. 

Weser, L., Untersuchungen über die Temperatur der Maximaldichtigkeit 
für destillirtes und Meerwasser. Kiel, Häseler. 2 Mk. 
STEFAN, J., Ueber das Wärmeleitungsvermögen des Hartgummi. (Akad.) 
Wien, Gerold. 40 Pf. 
BöRNSTEIN, R., Der Einfluss des Lichtes auf den elektrischen Leitungs- 
widerstand von Metallen. Heidelberg, Winter. 1 Mk. 60 Pf. 
KourrauscHh, F., Leitfaden der praktischen Physik. 3. Aufl. Leipzig, 
Teubner. 5 Mk. 


Haun, F., Ueber die Beziehungen der Sonnenfleckenperiode zu den 
meteorologischen Erscheinungen. Leipzig, Engelmann. 5 Mk. 


Wırrstein, Tu., Gedächtnissrede auf O©. F. Gauss zur Feier des 30. April 


1877. Hannover, Hahn. 40 Pf. 
WINNECKE, F., Gauss. Ein Umriss seines Lebens und Wirkens, Braun- 
schweig, Vieweg. 60 Pf. 
SARTORIUS VON WALTERSHAUSEN, Gauss zum Gedächtniss. Leipzig, 
Hirzel. 3 Mk. 


Briefe zwischen A. v. Humboldt und Gauss. Herausgegeben von C. Bruuns, 
Leipzig, Engelmann. | 2 Mk. 
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1. 


12. 
13. 


14. 


15. 
16. 
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1876. 
Erste Hälfte: 1. Januar bis 30, Juni. x 
- A. 
Akustik. 


. Ueber die Klangfiguren einer quadratischen Platte von Flüssigkeit und des 


ceubischen Volumens einer Luftmasse. Matthiessen. Zeitschr. Math. 
Phys. XXI, 38 


Analytische Geometrie der Ebene. 


. Ueber ein besonderes Liniencoordinatensystem. Schwering. Zeitschr. Matlı. 


Phys. XXI, 278. 


. Das System der polaren Liniencoordinaten in der Ebene Weinmeister, 


Zeitschr. Math. Phys. XXI, 301. 
d.cose 





. Valeur de - Terre etant l’angle entre le rayon de courbure et une direction 


donnee et s l’arc de courbe. Schoentjes. N.corresp. math.* II, 358. - 


. Sur les asymptotes des courbes algebriques.. De Tilly. N. corresp. math. II, 


49, 149. — Niewenglowskiibid. 146. 


. Ueber Fusspunkteurven. Reuschle. “Zeitschr. Math. Phys. XXI, 139. 


Sur deux formules relatives & la theorie des courbes planes, Mansion. 
N, corresp. math. II, 174. 


. Enveloppes paradoxales d’une multitude de droites. Niewenglowski. N. corr. 


math. II, 120. — Paturet ibid. 182. — Mansion ibid. 307. 


. Sur l’enveloppe de certaines droites relatives & une courbe plane quelconque. 


Laisant. N. corresp. math. II, 23. 
Enveloppe des polaires du pole d’une spirale logarithmique par rapport ä& une 
serie de circonferences. Brocard. N. corresp. math. II, 392. 
Relation entre les m periodes eyclique de la quadratrice d’une courbe algebrique 
de degre m. Marie. Compt. rend. LXXX, 872. 
Proprietes d’une ligne droite. Catalan. N. corresp. math. II, 124. 
Be de Pascal engendr& par un triangle. Neuberg. N. corresp. math. 
I, 358. 
Propriete de l’ovale de Descartes. Philippin. N, corresp. math. II, 85. 
Vergl. Cycloide. Doppeltangente. Homogene Functionen. Imaginäres 126. 
Kegelschnitte. Krümmung 156, 157. Quadratur. Rectification. Trisection 
des Winkels. 
Analytische Geometrie des Raumes. 
Ueber einige Anwendungen eines besonderen Falles der homographischen Ver- 
wandtschaft. Korteweg. Zeitschr. Math. Phys. XXI, 28. 
Sur l’enveloppe d’un cylindre de revolution. Le Paige. N.corr. math. II, 296. 
Vergl. Krümmung 155. Normalen. Oberflächen. Oberflächen zweiter Ord- 
nung. Perspective. Quadratische Formen 221. 


* Unter ‚N. corresp. math,‘‘ verstehen wir von nun an die belgische Zeitschrift: ‚Nouvelle 


correspondance mathömatique, redigee par E. Oatalan avec la collaboration de P. Mansion, 


A. Laisant, H. Brocard, J. Neuberg et E. Lucas“. 
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17. 
18, 


19. 


21. 


22. 


28, 


29, 
30. 


31. 


32. 





Astronomie. 
Sur des formules de perturbation. E. Mathieu. Compt. rend. LXXX, 627, 
1216. — Journ. mathem. XL, 183. 
Sur une methode du calcul des perturbations absolues des cometes. Gylden. 
Compt. rend. LXXX, 809, 907. 
Sur les inegalites seculaires des grands axes des orbites des planetes. E. Ma- 
.thieu. Crelle LXXX, 97. 


. Sur le mouvement de rotation de la terre. E. Mathieu. Compt. rend. 


LXXX, 1582. 
On the theory of the moon’s motion. Stockwell. Astr. Nachr, LXXXV, 113; 
LXXXVI, 131. 


Bedenken gegen H. Stockwell’s verbesserte Mondtheorie. Schjellerup. Astr., 
Nachr. LXXXV, 273. 


Vergl. Elliptische Transcendenten 61. Geodäsie. Mechanik 164, 168, 169, 


B. 
Ballistik. 


23. Sur la theorie generale des percussions et sur la maniere de l’appliquer au 


calcul des effets du tir sur les differentes parties de l’affüt. Putz. Compt. 
rend, LXXX, 295. 


24. Recherches sur la dispersion des el&ments d’un obus & balles apr&s l’explosion, 


Resal. Journ. mathem. XL, 121. 
Bernoulli’sche Zahlen, 


. Sur le calcul symbolique des nombres de Bernoulli. E, Lucas. N. corresp. 


math. II, 328. — Catalan ibid. 336. 
Bestimmte Integrale. 


. Zur Definition des bestimmten Integrals durch den Grenzwerth einer Summe. 


Thomae. Zeitschr. Math. Phys. XXI, 224. 


‚ Sur la constante d’Euler et la fonctiop de Binet. Catalan. Journ. mathem. 


XL, 209. 
Vergl. Gammafunctionen. Variationsrechnung. 


C. 
Cubatur. 

Classification des integrales cubatrices des volumes termines par des surfaces 
algebriques. Definition geometrique des surfaces capables de cubature 
algebrique. Marie. Compt. rend. LXXX, 757. 

Volume d’un segment spherique Egal & la difference d’un eylindre et d’un tronc 
de cone, Guillet. N. corresp. math. II, 396. 

Anneau engendre par un segment parabolique dans sa rotation autour de l’axe. 
Guillet. N. corresp. math. II, 398. 

Volume d’un trone hyperbolique. Guillet. N, corresp. math. II, 399. 


Cycloide. 
Zur elementaren Behandlung der Cycloiden. Holzmüller. Zeitschr. Math. 
Phys. XXI, 128. 
Vergl. Kegelschnitte 133. Mechanik 174. 


D. 
Determinanten. 


. Extraits de la theorie des determinants de S. Günther. Brocard. N. corresp. 


math.211.,.209; 


. Zur Theorie der Hesse’schen Determinante. Pasch. Crelle LXXX, 169. 
. Ueber die Determinanten, welche aus Functionen und deren Differentialen 


gebildet sind. Pasch. Crelle LXXX, 177. 


. Zar Construction einer unimodularen Determinante, K. Weinrauch, Zeitschr. 


Math. Phys. XXI, 134. 
Vergl. Gleichungen 108, 114. 


Determinanten in geometrischer Anwendung. 


37. Le triedre et le tötra&dre avec application des determinants. Dostor. N. cor- 


resp. math. II, 143. [Vergl. Bd. XXI, Nr..254.] 
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38. 
39. 
40. 
41. 


42. 


43. 
44. 
45, 


46. 
47T, 
48. 


49. 


50. 


60. 


Differentialgleichungen. 

Ueber algebraisch integrirbare lineare Differentialgleichungen. Frobenius. 
Crelle LXXX, 183. 

Ueber die regulären Integrale der linearen Differentialgleichungen. Frobe- 
nius. Crelle LXXX, 317. 

Die Form der Integrale der linearen Differentialgleichungen. E. Jürgens. 
Crelle LXXX, 150. 

Sur les equations differentielles lineaires du second ordre. Moutard. Compt. 
rend. LXXX, 729. a 

Sur quelques systemes partieuliers d’&quations differentielles. Combescure. 
Crelle LXXX, 33. 


Integrer l’equation Y=a—-bxVy. Brocard. N. corresp. math. II, 394. 

Integrer l’equation y’+4y'—-y=0. Brocard. N. corresp. math. II, 282. — 
Catalan ibid. 284. 

Ein Fall, in welchem die Differentialgleichung 

(1-2) 1-ka)y”" + ut+Vc+wkd)y + (T+wka)y+w”ky=0 
integrirt werden kann. Thomae. Zeitschr. Math. Phys. XXI, 100. 

Sur la premiere methode de Jacobi pour l’integration des equations aux derivees 
partielles du premier ordre. Darboux. Compt. rend. LXXX, 160. 

Zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen. Sophie von Kowalevsky. 
Crelle LXXX, 1. 

Sur l’existence des integrales d’un systeme quelconque d’equations differen- 
tielles, comprenant comme cas tr&s-restreint les &equations dites aux 
derivees partielles. M&ray. Compt. rend. LXXX, 389, 444. 

Sur l’existence de l'integrale dans les equations aux derivees partielles con- 
tenant un nombre quelconque de fonctions et de variables independantes. 
Darboux. Compt. rend. LXXX, 101, 317. — Genocchi ibid. 315. — 
Puiseux ibid. 341. 

Sur lintegration des @quations aux derivees partielles du premier ordre. 
Allegret. Journ. mathem. XL, 241. 

Vergl. Functionen 64. 
Differentialquotient. 


. Sur une formule analogue ä celle de Leibnitz. Drussel. N, corresp. math, 


Il, 103. 


. Sur une formule de M. Delaunay. Hermite. N. corresp. math. II, 54. 
. Differentiation d’une fonction implieite tres compliquee. Laisant. N. corresp. 


math. II, 61. 
Differenzengleichung. 


. Sur une @quation aux differences finies. Le Paige. N. corresp. math. II, 301. 


Doppeltangenten. 


. Bestimmung der Anzahl der Doppeltangenten ebener Curven, deren Coordi- 


naten rationale Functionen eines Parameters sind. Schwering. Zeitschr. 
Math. Phys. XXI, 130. 
Vergl. Kreis 148, 
EB. 
Elastiecität. 


. Sopra l’equazoni di equilibrio dei corpi solidi elastici. Betti. Annali mat. 


Ber.2, VI; 101, 
Ellipse. 


. Ueber die einem Dreieck eingeschriebene und die umschriebene Ellipse. Thomae. 


Zeitschr. Math. Phys. XXI, 137. 
Vergl. Ellipsoid. Krümmung 157. 


Ellipsoid. 


. Sur diverses propridtes de l’ellipsoide et de l’ellipse. Brocard. N, corresp. 


math. Il, 136. — Neuberg ibid. 207. 
Vergl. Hydrodynanıik 118. 


Elliptische Transcendenten. 


. Sur une formule de transformation des fonctions elliptiques. Brioschi. 


Compt. rend. LXXX, 261. | at 
Eine einfache Darstellungsform der vollständigen elliptischen Integrale erster 
und zweiter Gattung. Radicke. Zeitschr. Math. Phys. XXI, 442. 
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61. 


62. 
63. 


64, 


65. 


66. 


67. 
68. 


69. 


1, 
78. 


79. 
80. 


31. 
82. 
88. 


54. 
85. 





Sur le developpement de la fonction perturbatrice suivant les multiples d’une 
integrale elliptique. Gylden. Compt. rend. LXXX, 1070. 
Vergl. Geschichte der Mathematik 95. Quadratur 222. Rectification. 


F. 


Fourier’sche Reihe, 
Sulla serie di Fourier, Ascoli. Annali mat. Ser. 2, VI, 21, 298, 


Functionen. 
Sull’uso delle linee lungo le quali il valore assoluto di una funzione e costante. 
Schlaefli. Annali mat. Ser. 2, VI, 1. 


Sur une propriete de la fonction e’®. Glaisher. N. corresp. math. II, 240, 
349. — Le Paige ibid. 279. 

Vergl. Bernoulli’sche Zahlen. Bestimmte Integrale. Determinanten. Differen- 
tialquotienten. Gammafunctionen, Imaginäres. Integration (unbestimmte). 
Invarianten. Kettenbrüche, Kugelfunctionen. Productenfolge Reihen. 

&. 
Gammafunctionen. 
Ueber die unvollständige Gammafunction. Hotevar. Zeitschr. Math. Phys. 
XXI, 449. 
Geodäsie. 
Sulla posizione dell’asse di rotazione della terra rispetto all’asse di figura. 


Fergola. Annali mat. Ser. 2, VI, 246. 
Sur le calcul des coordonndes geodesiques. Trepied. Compt. rend. LXXX, 36. 
Sur une nouvelle methode et un nouvel instrument de telemetrie Giraud- 
Teulon. Compt. rend. LXXX, 1379. 
Moyen facile d’obtenir sans instruments et avec une assez grande approxima- 
tion la latitude d’un lieu. D’Avout. Compt. rend. LXXX, 372. 
Vergl. Geschichte der Mathematik 88. 


Geometrie (höhere). 


. Sur lemploi dans la g&eometrie d’un nouveau principe des signes. E. Lucas. 


N. corresp. math. II, 384. 


. Prineipes de geometrie tricirculaire et tetraspherique. E Lucas. N. corresp. 


math. II, 225, 255, 289. 


. Studio sulla geometria projettiva. D’Ovidis. Annali mat, Ser. 2, VI, 72. 
73. Sur quelques proprietes des courbes algebriques, Laguerre. Compt. rend. 


LXXX, 1218. 


. Sur la theorie des transformationslineaires Mansion. N.corresp. math. 11,15, 41, 
‚Sur les courbes unicursales considerees comme des cissoides. Mansion 


N. corresp. math. II, 321, 404, 


. Sur les courbes d’ordre n & point multiple d’ordre n—1. Niewenglowski. 


Compt. rend. LXXX, 1067. — N. corresp. math. II, 120. — Fouret. 
Compt rend. LXXX, 1158. 

Theoremes generaux sur le deplacement d’une figure plane sur son plan, 
Chasles. Compt. rend. LXXX, 346. 

Sur le deplacement fini quelconque d’une figure de forme invariable. Brisse, 
Journ. mathem. XL, 141. [Vergl. Bd. XXI, Nr. 79,] 

Zur Geometrie der Geraden. Moshammmer. Zeitschr. Math. Phys. XXI, 449, 

Par un point donne, mener une secante telle, que le segment intercepte entre 
les cötes d’un angle donne soit vu, d’un autre point donne, sous un angle 
connu. Brocard. N. corresp. math. II, 59, 115. — Laisant ibid. 59. 
— Neuberg ibid. 216. — Mathew Collins ibid. 311 

Zur synthetischen Behandlung der ebenen Curven dritter Ordnung. Mili- 
nowski. Zeitschr. Math. Phys. XXI, 427. 

a: deux lettres de Mr. Bischoff & Mr, Cremona. Annali mat. Ser. 2, 

‚144. 

Untersuchungen über cubische Raumceurven, R Sturm. Crelle LXXX, 128, 
334. [Vergl. Bd. XXI, Nr. 78] 

Sur des courbes gauches du genre zero. Saltel. Compt. rend. LXXX, 1324. 

On the correlation of two planes. Hirst. Annali mat. Ser. 2, VI, 260. 

Vergl. Gleichungen 107. Normalen 180. Perspective, Singularitäten. 
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86. 
37. 


88. 


89. 
90. 


91. 


92. 
93. 


94, 


95. 
96, 


97. 
98. 


99. 
100, 


101. 
102. 
103. 
104. 


105. 
106. 


107. 
108. 


109. 
110. 


111. 
112. 


113. 
114. 


115. 


116. 
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Geschichte der Mathematik. 
Lebenszeit des Pappus. Cantor. Zeitschr. Math. Phys. XXI, hist. Abth, 70. 
Die geometrischen Progressionen bei den Arabern. $S. Günther. Zeitschr. 
ath. Phys. XXI, hist. Abth. 57. 

Die Chorographie des Joachim Rheticus. Hipler. Zeitschr, Math. Phys. XXI, 
hist. Abth. 125. 

Sur la valeur de x. Mansion. N. corresp. math. II, 213, 281. 

Sur un nouveau document historique relatif & Salomon de Caus. Depping. 
Compt. rend. LXXX, 333. — Dumas ibid. 804. 

Sur John Wilson. Catalan. N. corresp. math. II, 32. — De Marsilly ibid. 
33. — Glaisher ibid. 110. 

Note historique sur les carr&s magiques. P.S. N. corresp. math. II, 55. 

Die magischen Quadrate bei Gauss. 8. Günther. Zeitschr. Math, Phys. XXI, 
hist. Abth. 61. 

Zur Geschichte des Problems der Fortpflanzung ebener Luftwellen von end- 
licher Schwingungsweite. Boltzmann. Zeitschr. Math. Phys. XXI, 452. 

Correspondance mathematique entre Legendre et Jacobi. Crelle LXXX, 205. 

Sur la n&cessit& d’une publication des oeuyres de Cauchy. Bertrand. Compt. 
rend. LXXX, 317. 

Note biographique sur Ch. E. Delaunay. Catalan. N. corresp. math. II, 54. 

Alfredo Clebsch e i-suoi lavori scientific. Annali mat. Ser. 2, VI, 153. [Vergl. 
Bd. XXI, Nr. 296.] 

Barnaba Tortolini, 7 24. Agosto 1874. Annali mat, Ser. 2, VI, 352. 

Todesanzeige von F. W. A. Argelander, + 17. Februar 1875. Astr. Nachr. 

 LXXXV, 161. 

Annonce du deces de C. L. Mathieu, + 5. Mars 1875. Compt. rend. LXXX, 
581, .1457. 

Nekrolog von C. G. Reuschle, “+ 22. Mai 1875. Zech. Zeitschr. Math. Phys. 
XXI, hist. Abth. 1. 

Necrologue of Prof. Jos. Winlock, + 11. June 1875. Rogers. Astr. Nachr, 
LXXXVI, 116. 

Todesanzeige von H. L. d’Arrest, + 14. Juni 1875. Astr. Nachr. LXXXVI, 63. 

Todesanzeige von A. Reslhuber, + 29. Sept. 1875. Astr. Nachr. LXXXVI, 321. 

Adolph Zeising (+ 27. April 1876) als Mathematiker. S. Günther. Zeitschr. 

ath. Phys. XXI, hist.. Abth. 157. 
Vergl. Differentialgleichungen* 49. Gleichungen 110. Kegelschnitte 129. 

Kreis 139, 140. Mechanık 163. Reihen 228. Zahlentheorie 253, 254, 257. 


Gleichungen, 

Sur une extension analytique du principe de correspondance de Mr, Chasles. 
Saltel. Compt. rend. LXXX, 1064. . 

Sur l’elimination. Calcul des fonctions de Sturm. Lemonnier. Compt. 
rend. LXXX, 252. 

Sur la transformation des equations,. Catalan. N. corresp. math. Il, 342. 

Sur r methode d’approximation de Cardan. Brocard. N. corresp. math. 

el: 

Sur les fonctions dissymme6triques des racines d’une @equation. Cayley. 
N. corresp. math. II, 119. 

Zur Auflösung der biquadratischen Gleichungen, Heilermann. Zeitsehr. 
Math. Phys. XXI, 364. | 

Sur l’&quation du cinquieme degre, Brioschi. Compt, rend, LXXX, 753, 815. 

Theor&mes sur des equations possedant des racines communes. Lemonnier. 
Compt. rend. LXXX, 111. 


Homogene Functionen. 
Sur l’application de la th&orie des formes binaires ä& la geometrie analytique. 
Laguerre. Journ. mathem. XL, 99. | 
Vergl. Determinanten. Invarianten. Quadratische Formen. 


Hydrodynamik. . nl. 
Determinazione della pressione nell’interno d’un fluido inecompressibile sog- 
getto ad attrazioni interne ed esterne. Lipschitz. Annali mat. Ser. 2, 

VI, 226. 


Hist.-lit, Abthlg. d, Zeitschr. f. Math. u, Phys, XXII, 4. 10 
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137. 
138. 


139. 
140. 
141. 
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Zur Theorie der inneren Reibung. O.E. Meyer. CrelleLXXX, 315. [Vergl. 
Bd.XX, Nr. 452.] 

Ueber eine einfache Behandlungsweise derjenigen Probleme der Hydromecha- 
nik, in welchen Ellipsoide mit kleinen Excentricitäten vorkommen. Gie 
sen. Zeitschr. Math. Phys. XXI, 47. 

De la propagation des marees dans les rivieres (d’apr&s Mr. H. Airy). Guieysse, 
Journ. mathem. XL, 399. 

Vergl. Akustik. Geschichte der Mathematik 94. 


Hyperbel, 


, Construction de l’hyperbole. Retsin. N. corresp. math. II, 143. — Catalan 


ibid. 143. 


. Lieu des milieux des diagonales de certains trapezes d’aire constante. Habbe& 


& Guillet. N. corresp. math. II, 158. 


2. Sur I’hyperbole &quilatere et ses asymptotes,. .Brocard, N. corresp. math. 


II, 105. 
Vergl. Cubatur 31. Krümmung 157. 
2. 
Imaginäres. 


. Sur les fonctions de quantit&s complexes. De Marsilly. N. corresp. math, 


11,5800; 


. Sur une question paradoxale. Laisant. N. corresp. math. II, 274, 353. — 


Catalan ibid. 276. — Mansion ibid. 369. 


. Sur certains nombres complexes compris dans la formule a+bV-c. P. Pepin. 


Journ. mathem. XL, 317. 


. Lemniscatische Geometrie, Verwandtschaft und Kinematik. Holzmüller. 


Zeitschr. Math. Phys. XXI, 325. 
Integration (unbestimmte). 


. Two theorems in integration. Malet. Annali mat. Ser. 2, VI, 252. 


Invarianten. L 
Recherches sur les covariants. C, Jordan. Compt. rend. LXXX, 875, 1160, 


K. 


Kegelschnitte. 
Sur l’essai pour les coniques de Pascal. Le Paige. N. corresp. math II, 9. 
Vorlesungen aus der analytischen Geometrie der Kegelschnitte. Hesse. 
Zeitschr. Math. Phys. XXI, 1. 
Geometrischer Ort eines Punktes in der Ebene, welcher einem fortrückenden 
Punktepaare von constanter Entfernung auf der Fundamentallinie ent- 
spricht. Hesse. Zeitschr. Math. Phys. XXI, 73. 


2. Coniques se deplacant de maniere que chacun des foyers reste sur une droite 


donnee. Catalan. N. corresp. math. II, 75. — Brocard ibid. 277. 


. Roulettes de coniques. Brocard. N. corresp. math. Il, 373. 
. Des quatre coniques circonscrites ä un triangle un foyer &tant donne, Neu- 


berg. N. corresp. math. II, 356. 


. Bur les coniques circonscrites & un quadrilatere. Neuberg. N. corresp. math, 


II, 318. 


. Sur les polygones circonscrits ä une conique. Neuberg. N, corresp. math, 


II, 1, 34, 65. 
Vergl. Ellipse. Hyperbel. Kreis. Parabel. 


Kettenbrüche. 
Ueber eine Kettenbruchentwickelung. Schendel. Crelle LXXX, 95. 
Ueber aufsteigende Kettenbrüche. S. Günther. Zeitschr. Math. Phys. XXT,. 


178. : 
Kreis. 

Eine analytische Auflösung der Aufgabe des Apollonius, Mertens. Zeitschr. 
Math, Phys. XXI, 443. 

Die Malfatti’sche Aufgabe für das geradlinige Dreieck. Mertens. Zeitschr. 
Math. Phys. XXI, 297. 

en d’un point par rapport & un cercle. Van Aubel. N. corresp. math. 

‚155 





142, 


143. 
144. 
145, 
146. 
147. 
148. 
149. 
150. 


151. 
152. 
153. 


154. 
155. 
156. 
157. 


158. 
159. 
160. 


161, 


163. 


164. 
165. 


166. 
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Le lieu des points dont la somme des puissances par rapport & n circon- 
ferences donndes est constante est une circonference Van Aubel, N. 
corresp, math. II, 156. 

Somme des puissances d’un point par rapport aux circonferences d6crites sur 
les cötes d’un quadrilatere. Van Aubel. N. corresp. math. II, 184. 
Somme des puissances de n points par rapport & une circonference passant 
par leur centre de gravite. Van Aubel. N. corresp. math. II, 185. 
Differences des puissances d’un point par rapport & trois circonferences. Van 
Aubel. N. corresp. math. II, 185. r 
Propriete du centre de similitude externe de deux eirconferences. Van Aubel. 

N. corresp. math. II, 187. 
a de deux cordes paralleles dans un cerele. Barzin. N. corresp. math. 
‚316. 

Formule relative & deux circonferences dont la corde commune et une tan- 
gente commune sont donnees. Neuberg. N. corresp. math. II, 250, 

Tangentes ä deux circonferences donne&es faisant entre elles un angle donne. 
Neuberg. N. corresp. math. II, 219. 

Sur trois circonferences ayant m&me axe radical et &etant coupdes par une 
quatrieme circonference Tesch. N. corresp. math. II, 61. — Neuberg 
ibid. 209, 

Trois eirconferences ‚se coupant en un point tandis que les autres points com- 
muns sont en ligne droite Guillet. N, corresp. math. II, 399. 

Sur les rayons du cercle circonscrit et des cercles inscrit et ex-inscrits d’un 
triangle. Boset. N. corresp. math. II, 273. — Neuberg ibid. 391. 

Construire un triangle connaissant les rayons de deux des cercles tangents 
aux trois cötes et le rayon du cercle inscrit. Van Aubel. N. corresp. 
math. II, 315. 

Vergl. Geschichte der Mathematik 89. 


Krümmung, 

Die Theorie des Krümmungsmasses von Mannigfaltigkeiten höherer Ordnung, 
Beez. Zeitschr. Math, Phys. XXI, 373. [Vergl. Bd. XXI, Nr. 327.] 
Proprietes relatives & la courbure de la developp&e d’une surface quelconque. 

Halph@n. Compt. rend. LXXX, 116: 
Bene theoremes sur la courbure des lignes, Catalan. N. corresp. math. 
II, 178. 
Construction für die Krümmungsmittelpunkte von Ellipsen und Hyperbeln. 
Geisenheimer. Zeitschr. Math. Phys, XXI, 80. 
Vergl. Analytische Geometrie der Ebene 4. Oberflächen 188. 


Kugelfunctionen. 
Zur Theorie der Kugelfunctionen. Schendel. Crelle LXXX, 86. 
Sur les fonctions de Legendre. Laurent. Journ. mathem. XL, 373. 
Sulla uniecitä degli sviluppi delle funzioni di una variabile in serie di funzioni 
Xn. Dini. Annalı mat. Ser. 2, VI, 216. 
Sopra le serie di funzioni sferiche Dini. Annali mat. Ser. 2, VI, 112, 208. 


M. 
Magnetismus. 


. Sur la determination de la quantite de magnetisme d’un aimant. Blondlot. 


Compt. rend. LXXX, 653. 
Maxima und Minima. 
Vergl. Ellipse. Oberflächen 192, 193. Variationsrechnung. 


Mechanik. 

Sur de prötendues inadvertances dans lesquelles Lagrange serait tombe& sui- 
vant Poinsot relativement & deux points fondamentaux de la mecanique 
analytique.. Breton (de Champ). Journ. mathem. XL, 81, 263. — 
Bertrand ibid. 181. 

Sur le problöme des trois corps. Allegret. Journ. mathem. XL, 277. 

Sur les applications des theories generales de la Dynamique au mouvement 
d’un corps de forme variable. Durrande. Compt. rend. LXXX, 877. 

Die Bewegung materieller Punkte auf vorgeschriebenen beweglichen Bahnen. 
Mischer. Zeitschr. Math. Phys. XXl, 219. | 
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167. 


168. 
169. 
170. 
171. 


172. 
173. 


174. 
175. 


176. 


114, 
178. 


179. 


180, 


181. 


183. 


184. 
185. 
186. 


187. 


188. 


189. 
190. 


Ueber die Bewegung eines Punktes auf einer Kugel unter Einwirkung von 
Kräften in einer Meridianebene mit dem Potential Ax%, + Bx%» + (x,, 
Böttcher. Zeitschr. Math. Phys. XXI, 145. | 

Construction der Bahn eines Punktes, der von einem festen Punkte nach dem 
Newton’schen Gesetze angezogen wird. Schellbach. Crelle LXXX, 194. 

Bewegung in Kegelschnitten von mehr als zwei Körpern, welche sich nach 
dem Newton’schen Gesetz anziehen. Veltmann. Astr. Nachr. LXXXVJ, 17. 

Sur la stabilit6 de l’&quilibre d’un solide pesant pose sur un appui courbe. 
C. Jordan. Journ, mathem. XL, 7. [Vergl. Bd. XXI, Nr. 133.] 

Resultante de certaines forces appliquees au centre d’une circonference. 
Schoentjes. N. corresp. math. II, 360. 

Sur un theor&me de eindematique. Liguine. N. corresp. math. Il, 354, 

Les compas composes de Peaucellier, Hart & Kempe. Mansion. N. corresp. 
math. II, 129. 

Theoreme relatif au pendule cycloidal. Liguine, N. corresp. math. II, 395. 

De la resistance au choc d’une chaine & maillons plats. Besal. Journ. ma- 
them. XL, 43. 

Sur les modes d’&quilibre limite les plus simples que peut presenter un massıf 
sans coh6sion fortement comprime. Boussinesq. Compt. rend. LXXX, 
546, 623. 

Construction geometrique des moments flechissants sur les enpnle d’une poutre 
ä plusieurs travees solidaires,. Fouret. Compt. rend. LXXX, 550. 

Sur la theorie des poutres droites continues,. M.Levy. Compt. rend, LXXX, 
749. 

Vergl. Akustik. Astronomie. Ballistik. Elasticität. Hydrodynamik. Ima- 
ginäres 126. Magnetismus. Molecularphysik. Optik. Potential. Schwer- 
punkt. Wärmelehre. 

Molecularphysik. 


Ueber die Grundhypothese der Molecularmechanik. Gosiewski. Zeitschr. 
Math. Phys. XXI, 116. 
N. 
Normalen. 


Generalisation de la theorie des normales des courbes geometriques, ou l’on 
substitue & chaque normale un faisceau de droites.. Chasles. Compt. 
rend. LXXX, 505. 

Sur la construction des normales & quelques courbes et ä quelques surfaces. 

- Ghysens. N. corresp. math. II, 165. 


. Ueber die Flächen, deren Normalen Winkel mit den Coordinatenebenen bil- 


den, welche gegebene Functionen der Coordinaten sind. Schloemilch, 
Zeitschr. Math. Phys. XXI, 75. 


®. 
Oberflächen. 

Sur la notion des systemes generaux des surfaces, algebriques ou transcen- 
dantes, deduite de la notion des implexes. Fouret. Compt. rend. LXXX, 
167. [Vergl. Bd. XXI, Nr. 154.] 

Sur quelques consäquences d’un theoreme general relatif & un implexe et & 
un systeme de surfaces. Fouret. Compt. rend. LXXX, 805. 

Ueber Curven auf Rotationsflächen. Biehringer. Zeitschr. Math Phys. XXI, 
229. [Vergl. Bd. XIX, Nr. 138.) 

Beziehungen zwischen Meridian- und Contourcurve orthogonal dargestellter 
Rotationsflächen. R. Müller. Zeitschr. Math. Phys. XXI, 265. 

Solutions geometriques de quelques problömes, relatifs & la theorie des sur- 
faces, et qui dependent des infiniment petits du troisieme ordre. Mann- 
heim. Compt. rend. LXXX, 541, 619. 

Proprietes de courbes tracdes sur les surfaces. Ribaucour. Compt. rend. 
LXXX, 642. — Mannheim ibid. 725. — Laguerre ibid. 822. — O.Bon- 
net ibid. 823. 

Sur un point de la theorie des surfaces. Halphen. Compt. rend. LXXX, 258. 

Theorie des surfaces de revolution qui, par voie de deformation, sont super- 
posables les unes aux autres et chacune ä elle-möme dans toutes ses 
parties. Reech. Compt. rend. LXXX, 1388, 1442. 
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191. Sur les surfaces trajectoires des points d'une figure de forme invariable dont 
le deplacement est assujetti & quatre conditions. Mannheim, Journ. 
mathem. XL, 57. 

192. Miscellen aus dem Gebiete der Minimalflächen. H, A. Schwarz. CrelleLXXX, 
280. 

193. Ueber diejenigen Minimalflächen, welche von einer Schaar von Kegeln zwei- 
ten Grades eingehüllt werden. H. A. Schwarz. Crelle LXXX, 301. 

Vergl. Cubatur 28. Krümmung 155. 


Oberflächen zweiter Ordnung. 


194. realen d’un theoreme de Mr. Hesse. Bischoff, Annali mat. Ser. 2, 
I, 232. | 

195. Decagones gauches inscriptibles & une surface du second ordre. P. Serret. 

N. corresp. math. II, 118. 
Vergl. Ellipsoid. 
Optik. 

196. Sur la diffraction, proprietes focales des reseaux. Cornu. Compt. rend. 
LXXR, 645. 

197. Nouvelle formule destinee & calculer la force refringente ou le numero des 
lunettes de presbyte. Monoyer. Compt. rend. LXXX, 919. 


P. 


Parabel. 
198. Construction d’une parabole. Moreau. N. corresp. math. II, 85. — Bro- 
card ibid. 312. 
199. Le polygone forme par n tangentes ä& une parabole est la moitie du polygone 
qui a pour sommets les points de contact. Lucie Leboeuf. N. corresp. 
math. II, 153, 
Vergl. Cubatur 30. 
Perspective. 


200. Grundzüge einer allgemeinen axonometrischen Theorie der darstellenden Per- 
spectivee Hauck. Zeitschr. Math. Phys. XXI, 81, 402. 

201. Sur certaines perspectives gauches des courbes planes algebriques. Halphen. 
Compt. rend. LXXX, 638. P= 


Planimetrie. 

202. Ueber Bertrand’s Beweis des Parallelenaxioms. Lüroth. Zeitschr. Math. 
Phys. XXI, 294. 

203. Sur le vide qui reste en cherchant & remplir un polygone au moyen de cercles. 
Brocard. N. corresp. math. II, 106. 

204. Decompositions des figures rectilignes en parties qui en constituent d’autres, 
Busschop. N. corresp. math. II, 83. 

205. Quadrilatere partage en deux par une secante quelconque Even. N. corresp. 
math, II, 109, — Mansion ibid. 109. 

206, Demonstration des proprietes du quadrilatere inscriptible. Mansion. N. cor- 

‚ resp. math. II, 181. 

207. A un triangle isoscele inscrire un hexagone &quilateral. Neuberg. N, corresp. 
math. II, 219. 

208, Cas ans d’inegalitE de deux triangles. Gelin. N. corresp. math. 

‚338. 

209. Proprietes des trois triangles Equilateraux construit sur une droite et sur ses 
deux segments Van Aubel. N. corresp. math. II, 90. 

210. Propriete du triangle coupe par une bissectrice.e Van Aubel. N. corresp. 

| math. II, 157. 

211. Propriete d’un triangle. Neuberg. N. corresp. math. II, 248, 

212. Triangle coupe par une transversale. Neuberg. N. corresp. math. Il, 220. 

213, Trois droites qui dans un triangle se coupeut en un möme point. Modard. 
N. corresp. math. II, 218. f 

214, Propriete des droites joignant les sommets d’un triangle & un m&me point. 
Even. N. corresp. math. II, 89. 

215. Les droites tirdes perpendiculairement sur les cötes d'un triangle A partir des 
projections de ses sommets sur une droite quelconque passent par un 
mö&me point. Van Aubel. N. corresp. math. II, 281, 316. 
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216. Angle plan coupe par une transversale droite. Neuberg. N. corresp. math. 


217. Sul potentiale mutuo di due sistemi rigidi ed in particolare sul potenziale 
elenientare elettrodinamico. Beltrami. Annali mat. Ser. 2, VI, 233. ° 
Vergl. Mechanik 167. 
Productenfolge. 
218, Sur un produit de sinus. Catalan. N. corresp, math. II, 244. 


@. 


Quadratische Formen. 
219. Ueber die Transformation einer quadratischen Form in sich selbst. Rosanes, 
Crelle LXXX, 52. ! 
220. Ueber die Darstellung der ternären quadratischen Formen durch Quadrate, 
Igel. Annali mat. Ser. 2, VI, 141. 
221, Ueber das simultane System von drei ternären quadratischen Formen. S.Gun- 
delfinger. Crelle LXXX, 73. 


Quadratur. 
4 


222, Ueber die durch elliptische Integrale quadrirbaren Sectoren der Curve a 


a1 
+ a =1. Schwering. Zeitschr. Math. Phys. XXI, 133. 


223. Sur l’erreur de la formule de Poncelet relative ä l’Evaluation des aires. Che-. 
villiet. Compt. rend. LXXX, 823. 
224. Quadrature approchee d’un segment de courbe plane. Guillet, N. corresp. 
math. II, 217. f 
Vergl. Analytische Geometrie der Ebene 11. Parabel 199. Planimetrie 203. 


RB. 


Rectification. 
225. Sur la rectification des ovales de Descartes. Genocchi. Compt. rend. 
LXXX, 112, 837. — S. Roberts ıbid. 687. 
Vergl. Geschichte der Mathematik 89. Reihen 230. 


Reihen. 
226. Sur les nombres polyedraux. Charlier. N. corresp. math. II, 24. 
227. Sur le triangle arithmetique de Pascal et sur la serie de Lame. E. Lucas. 
N. corresp. math. II, 70. 
228. Sur l’emploi du calcul symbolique dans la theorie des series r&ecurreutes. 
E. Lucas. N. corresp. math. II, 201. 


229. Developpement de = Bauer. N, corresp, math. II, 272, 


230. Sur le developpement de arctgx. Mansion. N. corresp. math. II, 308. 
231. Ueber die Entwickelung abgekürzter convergirender Potenzreihen. W. Jör- 
dan. Astr. Nachr. LXXXV, 73. = 
232, Sur la generalisation d’une identite remarquee par M. Catalan. Tche&bychef. 
N. corresp. math. II, 303. 
233, Sur le developpement en une serie d’exponentielles. Popoff. Crelle LXXX, 
204. 
Vergl. Elliptische Transcendenten 61. Fourier’sche Reihe. Geschichte der 
Mathematik 87. Kugelfunctionen. 


S. 


Schwerpunkt. 


234. Zwei Sätze vom Schwerpunkt. Schlegel. Zeitschr. Math. Phys. XXI, 450. 
Vergl. Kreis 144. 
Singularitäten. 
235. Rapport sur un m&moire de Mr. Halphen concernant les points singuliers des 
courbes algebriques planes. De la Gournerie. Compt, rend. LXXX, 97 
236, Sur les singularites des courbes de quatrieme classe, Laguerre, Journ, 
mathem. XL, 265. 
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237. Sur la determination des singularites de la courbe gauche, intersection de 
deux surfaces d’ordres quelconques qui ont en commun un certain nombre 
de points multiples. Saltel. Compt. rend LXXX, 1285. 
Vergl. Doppeltangenten. 
Stereometrie. 
238. Theoreme sur des plans paralleles coupant deux droites queleonques. Neu- 
berg. N. corresp. math. II, 355. 
Vergl. MN 


T. 


Tetraeder. 
239, Propriete du tetra&dre. Brocard. N, corresp. math. II, 108. 
240. Theor&me sur le tetra&dre,. Neuberg. N. corresp. math. II, 356. 
Vergl. Determinanten in geometrischer Anwendung. 


Trisection des Winkels. 
241. De la trisection de l’angle au moyen du compas. E. Lucas. N. corresp. 
math, II, 14. 


V. 


ä Variationsrechnung. 
242. Ueber die Kriterien der Maxima und Minima bestimmter Integrale Mer- 
tens. Zeitschr. Math. Phys. XXI, 142. 


ww. 


Wärmelehre. 

243. Ueber die geometrische Darstellung der Zustandsveränderung eines Körpers 
durch die Wärme nach der mechanischen Wärmetheorie. Dahlander, 
Zeitschr. Math. Phys. XXI, 287. 

244, Sur l’expression du travail relatif ä une transformation el&mentaire. Moutier, 
Compt. rend. LXXX, 40. 

245. Sur la loı des variations diurnes et annuelles de la temperature dans le sol. 
Peslin. Compt. rend. LXXX, 1090. ö 


Wahrscheinlichkeitsrechnung. 


246. Ueber die Berechnung des wahrscheinlichen Fehlers einer endlichen Zahl von 
Beobachtungen, Mees. Zeitschr. Math. Phys. XXI, 126. [Vergl. Bd. XXI, 
Nr. 396, 397.] 

247. Ueber die Wahrscheinlichkeit der Potenzsummen der Beobachtungsfehler und 
über einige damit in Zusammenhang stehende Fragen. Helmert. 
‚Zeitschr. Math. Phys. XXI, 192. 

248, Ueber die Formeln für den Durchschnittsfehler. Helmert. Astr. Nachr. 
LXXXV, 353. ; 

249. Sur la methode des moindres carres,. Laurent. Journ. mathem. XL, 75. 

250. Sur la methode des moindres carres. Faye. Compt. rend. LXXX, 352. 

251. Ueber Fehlerbestimmung und Ausgleichung eines geometrischen Nivellements. 
Baeyer. Astr. Nachr. LXXXVI], 177: 

252. Sur la substitution par approximation, entre des limites determindes, du rap- 
port des variables d’une fonction homogene de deux variables & une 
autre fonction homogene du möme degre. Resal. Compt. rend. LXXX, 


1185. 
2. 
Zahlentheorie. 

253. Sur les carres magiques. Mansion. N.corresp. math. II, 161, 193. — Lucas 

ibid. 215. : 
254. Sur un problöme d’Euler relatif aux carres magiques. E. Lucas. N. corresp. 

math, II, 97. , 
255. Sur un m&moire de Libri. Catalan. N. corresp. math, II, 30. — kealis 


ibid. 122. — De Tilly ibid. 150. 
256. Sur les nombres parfaits. Carvalho. N, corresp. math. Il, 180. 
257, Extension d’un th&eor&me de Stiefel. Laisant. N. corresp. math. II, 341. 


132 





258. 
259. 


260, 
261. 
262, 
263, 
264, 


265. 
266, 


267. 
268. 


269. 
270, 
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Ueber die Theilbarkeit der Zahlen. Otte. Zeitschr. Math. Phys XXT, 366. 

Theilbarkeit einer gegebenen Zahl durch eine andere, Schlegel. Zeitschr. 
Math. Phys. XXI, 365. 

Demonstration de la loi de reciprocit& des residus quadratriques, Mansion, 
N. corresp. math. II, 233, 266. 

Observatio arıthmetica. Christoffel. Annali mat. Ser. 2, VI, 148. 

Sur les rösidus de septieme puissance. P. Pepin. Compt. rend. LXXX, 811. 

Sur la partition des nombres. J. W.L. Glaisher, Compt. rend. LXXX, 255. 

Ueber eine zahlentheoretische Spielerei. F. Müller. Zeitschr. Math. Phys, 
XXI, 227. [Vergl. Bd. XXI, Nr. 399.) 

Sur un theor&me d’arithmetique. Catalan. N, corresp. math, II, 179. 

Ueber die Darstellbarkeit einer Zahl als Summe von Quadratzahlen. Schlegel, 
Zeitschr. Math. Phys. XXI, 79. 

Diverses propositions d’arithmetique, E. Lucas, N. corresp. math. II, 101. 

Theoremes d’arithmetique apres Mrs. Petersen et E. Lucas. Mansion, 
N. corresp. math. II, 85. 

d’arithmetique. P.S. N, corresp. math. II, 123. — Neuberg 
ibid. 215. 

Sur un porisme de Diophante. Brocard. N. corresp. math. II, 246. 

Vergl. Geschichte der Mathematik 91, 92, 93, Imaginäres 125. 
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Recensionen. 


I sei cartelli di malemalica disfida primamente intorno alla generale 
risoluzione delle equazioni eubiche di Ludovico Ferrari coi sei contro- 
cartelli in risposia di Nicolö Tartaglia comprendenti le soluzioni de’ 
quesiti dal!’ una e dall’ altra parte proposti, Raccolti, aulografali e 
pubblicati da Enrico Giordani Bolognese. Milano 1876. R. Sta- 
bilimento litografico di Luigi Ronchi e tipografia degl’ ingegneri, 

Aufgaben, welche in Gleichungsform gebracht den zweiten Grad 
übersteigen, zunächst also auf eubische Gleichungen führen, waren den 

Mathematikern seit den ältesten Zeiten entgegengetreten. Wir brauchen 

nur an den freilich einfachsten Fall einer rein cubischen Gleichung, 

an die delische Aufgabe von der Würfelverdoppelung zu erinnern, 
welche, wie wir wissen, über die Zeit-des Euripides hinaufreicht, also 
mindestens in das V. vorchristliche Jahrhundert. Die zur Lösung dieser 

Aufgabe allein nothwendige Ausziehung einer Cubikwurzel war die alexan- 

drinische Wissenschaft, soweit dieselbe heute bekanut ist, arithmetisch 

zu leisten ausser Stande. Geometrische Constructionen, beziehungsweise 
mechanische Hilfsmittel, mussten dazu dienen, die Durchschnittspunkte 
von mitunter recht complicirten Curven zu liefern, und die mit dem 

Zirkel zu messende Entfernung jener Durchschnittspunkte von anderen 

gegebenen Punkten gab alsdann die verlangte Cubikwurzel.e Wann und 

durch wen die arithmetische Ausziehung der Cubikwurzel entstanden sein 
mag, ist. noch theilweise ein Räthsel. In Indien begegnen wir derselben 

im VII. nachchristlichen Jahrhundert, ohne dass von ihr als von einer 

neuen Erfindung besonderes Aufheben gemacht würde. In Europa da- 

gegen lehrte Leonardo von Pisa 1202 in seinem Ziber Abbaci zuerst 
die Operation, deren Erfindung er ausdrücklich für sich in Anspruch 
nimmt, ein Anspruch, dessen Berechtigung bei Leonardo’s ungemeiner 

Gewissenhaftigkeit gegenüber von ihm bekannt gewordenen Vorgängern 

nicht dem leisesten Zweifel ausgesetzt ist. Kurze Zeit darauf lehrte 

Johann von Sacrobosco gleichfalls die Cubikwurzelausziehung, jeden- 

falls aus indisch-arabischer Ueberlieferung. 

Hist.-lit. Abthlg. 4 Zeitschr. f. Math. u. Phys. XXII, 5. 11 
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Die durch blosse Cubikwurzelausziehung lösbare rein cubische Gleich- 
ung ist freilich nur die elementarste unter den Gleichungen von höherem 
Grade als der zweite ist, ünd wir müssen uns weiter umgehen, wo und 
wann unreine cubische Gleichungen auftreten. Ein arabischer Schrift- 
steller Omar Alkhayami, in dessen Lebenszeit das Jahr 1079 fällt, 
unterscheidet 13 verschiedene Gattungen cubischer Gleichungen, je nach- 
dem mehr oder weniger Glieder vorkommen und dieselben, wie wir uns 
ausdrücken würden, mit positiven Coefficienten versehen rechts oder 
links vom Gleichheitszeichen auftreten. Sie alle weiss er durch einander 
durchkreuzende Kegelschnitte aufzulösen. Eine unreine cubische Gleich- 
ung war es dann auch, welche Johann von Palermo bei Gelegenheit 
der vermuthlich 1225 in Pisa angeordneten öffentlichen Production des 
Leonardo von Pisa diesem vorlegte, die Gleichung &°+22?+10 2—=20. 
Leonardo fand nun, dass euklidische Irrationalzahlen, d.h, 
solche, bei welchen nur Quadratwurzeln in beliebiger Verschränkung 
vorkommen, nicht im Stande sind, einer solchen Aufgabe zu 
genügen. Das war der erste erfolgreiche Schritt zur allgemeinen Theorie 
der Gleichungen, bis zu einem gewissen Grade dem Satze vergleichbar, 
das Gleichungen von höherem als dem vierten Grade, von besonderen 
Fällen abgesehen, überhaupt durch algebraische Functionen nicht mehr 
aufgelöst werden können, durch welchen Ruffini (1806) und in strenge- 
rer Beweisführung Abel (1824) die Wissenschaft bereicherten. Neben 
dem negativen Satze, wie die Wurzel jener cubischen Gleichung nicht 
aussehen könne, gab aber Leonardo auch einen numerischen Nähe- 
rungswerth der Wurzel in Gestalt von 2 = 12% 7” 42 331V 4Y40Y1, wo 
die einzelnen Zahlen als Sexagesimalbrüche wachsender Ordnung gelesen 
werden müssen. Man hat nachgerechnet, dass dieser Näherungswerth 
auf ein Dreissigtausendmilliontel genau ist. Um so interessanter wäre 
es, die Methode zu kennen, deren Leonardo sich dabei bediente. Leider 
besitzen wir zur Ermittelung derselben nicht den geringsten Anhaltspunkt. 
Wenn Hankel (Zur Geschichte der Mathematik im Alterthum und Mit- 
telalter, 5. 290 figg.) zu diesem Zwecke auf eine Methode aufmerksam 
macht, deren ein arabischer Schriftsteller muthmasslicb des XV. Jahr- 
hunderts sich bediente, um &°-+0 = Px näherungsweise zu lösen, so ist 
zwar die Methode selbst gewiss würdig, in der Geschichte der Algebra 
aufbewahrt zu werden, aber die Schlüsse, welehe Hankel daran an- 
knüpft, sind unrichtig. Ist doch der Rückschluss, dass eine spätere 
Methode der Hauptsache nach schon zwei Jahrhunderte früher bekannt 
gewesen sei, an sich ein sehr gewagter. Dazu kommt zweitens, dass 
die Form. der Gleichung des Leonardo sich von der Form der durch 
den Araber behandelten wesentlich unterscheidet, während jede andere 
Form noch im XVI. Jahrhundert, wie wir gleich sehen werden, als be- 
sonderer Fall besondere Schwierigkeiten machte. Dazu kommt drittens, 
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dass man bei genauerer Beachtung der arabischen Methode nachweisen 
kann, dass sie auf Leonardo’s Gleichung überhaupt nicht anwendbar ist. 

Wie nun auch Leonardo verfahren sein mag, die Thatsache, dass 
er eine cubische unreine Gleichung mit ausserordentlich scharfer An- 
näherung gelöst hat, steht fest, und vielleicht dem Eindrucke, den diese 
bis dahin unerhörte Leistung hervorbrachte, ist es zuzuschreiben, dass 
von diesem Augenblicke an die cubischen Gleichungen nicht aufhörten, 
das Interesse italienischer Mathematiker zu fesseln, bis es ihnen endlich 
gelang, die Auflösung derselben zu finden. Libri (Histoire des sciences 
mathematiques en Italie II, 213 Note) macht beispielsweise auf eine hand- 
schriftliche, muthmasslich im XIV. Jahrhundert in Florenz entstandene Al- 


} : ; a 
gebra aufmerksam, in welcher die Gleichung px=ax+b durch N 4 


ae LER 
V(s) +5 gelöst sei. Diese Auffassung von Libri ist zwar falsch, 
indem der Text (abgedruckt bei Libri III, 306) nicht so, wie er be- 


hauptet, verstanden werden kann, sondern nur als <= Dr + (+ 
d. h. die eubische Gleichung ist als quadratische behandelt; aber die 
Gewissheit, dass man in jener Zeit sich überhaupt mit eubischen Gleich- 
ungen beschäftigte, wird durch unsere Einwendungen nicht angetastet. 
Cubischen Gleichungen forschte bei seinem Aufenthalte in Italien auch 
Regiomontanus nach. Im Februar 1464 stellt er in einem Briefe an 
Bianchini eine Aufgabe, welche’ modern geschrieben ax? = 3ab?x 
— b?(a?+b?—.c?) hiesse, und fügt hinzu: „Si dabitis lineam dabo cordam 
unius gradus.“ Man kannte nämlich den Sinus und Cosinus der Winkel 
von 18° und von 30°, welche mit Hilfe von Quadratwurzeln in genauer 
Weise dargestellt, beziehungsweise bis zu beliebiger Annäherung berech- 


net werden konnten. Keiner höheren Hilfsmittel bedurfte es, um die 
12? o 
Winkelfunctionen von 30° — 18°= 12°, von a und von = 


abzuleiten. Hier stockte die Rechnung. Der Uebergang von den Winkel- 
functionen von 3° zu denen von 1° verlangte die Auflösung einer cubi- 
schen Gleichung, und diese forderte demgemäss Regiomontanus von 
seinem wissenschaftlichen Freunde. Konnte sie überhaupt geliefert wer- 
den? Trotz der sicherlich nicht untergegangenen Tradition von der 
denkwürdigen Leistung des Leonardo von Pisa war darüber Zweifel. 
Luca Paeioli gab demselben bestimmten Ausdruck. In seiner 1494 
gedruckten Summa de Arithmetica Geomelria Proportioni e Proportionalita 
spricht er nach den Gleichungen ersten und zweiten Grades, deren Auf- 
lösung er lehrt, auch von den Gleichungen vierten Grades, von welchen 
er acht Formen unterscheidet. Die drei ersten Formen: #!=a, !=ar, 


x*=ax°, sind als reine Gleichungen vierten, dritten und zweiten Grades 
11° 
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durch blosse Wurzelausziehungen lösbar. Die drei letzten: at -a=bır?, 
zt+a@®=b, t=axr’+b (wo a und 5 immer positive Zahlen sind), 
haben nur scheinbar die Form von Gleichungen vierten Grades und lösen 
sich als quadratische Gleichungen. Als vierte und fünfte Form endlich 
treten die Gleichungen @!+aa?—=bx und &!+ax—bx? auf. Zunächst 
könnte jede derselben durch x getheilt und damit auf eine eubische 
Gleichung ( +ax=b und @+a=bx) zurückgeführt werden. Luca 
Pacioli unterlässt solches; er begnügt sich vielmehr, das Wort /mpos- 
sibile daneben drucken zu lassen, das Eingeständniss der für ihn wenig- 
stens vorhandenen Unmöglichkeit einer Auflösung. 

Was für Pacioli noch unmöglich war, gelang einem nur wenig 
jüngeren Zeitgenossen. In Bologna. lehrte von 1496—1526 ein Sci- 
pione del Ferro, von dessen Abstammung, von dessen Bildungsgang, 
ja von dessen Schriften unmittelbar Nichts erhalten ist, wiewohl er un- 
zweifelhaft zu den hervorragendsten Mathematikern seines Jahrhunderts 
gehört haben muss. Unter seinen Schülern kann sehr wohl Nicolaus 
Copernicus gesessen haben, der bekanntlich von 1496 bis 1500 in 
Bologna studirte. Ueber seine Lebensverhältnisse wissen wir nur aus 
den Verzeichnissen der Universität Bologna, dass er in den genannten 
Jahren dort mathematische Vorlesungen hielt, dass er vermuthlich im 
letzten Jahre 1526 seinen Schwiegersohn Annibale dalla Nave zum 
Gehilfen hatte, dass er wahrscheinlich in dieser Zeit starb, indem seit 
1527 sein Name in den Vorlesungsverzeichnissen verschwindet und statt 
seiner eben Annibale dalla Nave eingetreten zu sein scheint, dessen 
Lehrthätigkeit ununterbrochen bis 1558 sich verfolgen lässt. Sceipione 
del Ferro, auch wohl Ferreus mit lateinischer Form des Namens 
genannt, hat nun unzweifelhaft die Lösung der dreigliedrigen, 
des quadratischen Gliedes entbehrenden cubischen Gleich- 
ung @®+ax=b gefunden. Er hat sie niedergelegt in einem Werke, 
dessen Handschrift als Erbstück in den Besitz von Dalla Nave gelangte, 
hat sie aber auch Schülern mitgetheilt, wiewohl wir nicht sicher wissen, 
um welche Zeit dieses geschah. Man möchte vermuthen, dass erst gegen 
das Ende seiner Lehrthätigkeit die gewaltige Entdeckung ihm gelang, 
da sonst die Verkennung seiner Verdienste, das Verschwinden seines 
Namens in den nächsten Jahrhunderten selbst aus solchen Schriften, 
welche historische Nachweise mit Vorliebe enthalten, nur noch räthsel- 
hafter erscheinen wird, und dennoch spricht die einzige Kunde, welche 
auf die Verbreitung seiner Lösung sich bezieht, von einer erheblich 
früheren Zeit, von dem Jahre 1504 etwa. Der Schüler, um den es sich 
handelt, war ein gewisser Antonio Maria del Fiore, lateinisch Flo- 
ridus genannt. Wir wissen von ihm, dass er 1550 einen Mathematiker 
von Brescia mit Namen Zuane de’ Tonini da Coi, lateinisch Johan- 
nes Colla, herausforderte, im öffentlichen Wettkampfe mit ihm Pro- 
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bleme dritten Grades aufzulösen. Da Coi war nicht im Stande, das 
Gewünschte zu leisten, und wandte sich rathsuchend an einen Lands- 
mann, dessen Persönlichkeit ebenso wie die einiger anderen Mathematiker 
uns einen Augenblick beschäftigen muss, da in geschichtlichen Fragen, 
insbesondere wenn es um einander schroff widersprechende Aussagen sich 
handelt, oftmals die Kenntniss der Charaktere der Aussagenden zur Ent- 
scheidung führt. 4 
Nicolo war der Sohn eines Postillons, Micheletto mit diminutivem 
Namen, um die kleine Statur desselben zu kennzeichnen. Nicolo erbte 
von dem Vater die kurze Gestalt, fast das einzige Erbtheil, auf welches 
die sechsjährige Waise um 1506 beim Tode Micheletto’s sich Hoffnung 
machen konnte, Die Mutter ernährte kümmerlich ihre drei Kinder, unter 
welchen Nicolo damals schon lesen konnte. 1512 wurde Brescia durch 
die Franzosen eingenommen, welche in der eroberten Stadt fürchterlich 
hausten. Der 12jährige Nicolo wurde im Dome, wohin seine Mutter mit 
ihm sich geflüchtet hatte, durch fünf Hiebe verwundet, deren einer über 
das Gesicht ging und beide Kiefer spaltete, Diese letzte Wunde heilte 
nur mangelhaft bei der geringen Pflege, welche die Mutter dem Knaben 
gewähren konnte. War sie doch nicht im Stande, einen Arzt zu be- 
zahlen, und musste sich begnügen, die Wunden durch häufiges Waschen 
rein zu erhalten als einzige Unterstützung bei der Heilung. So vernarbte 
der grässliche Hieb über die unteren Theile des Gesichts nicht in rich- 
tiger Weise, die Zähne blieben wacklig, die Sprache wurde stotternd 
und um ihretwillen legten Nicolo’s Altersgenossen ihm einen Spottnamen 
bei, den er später freiwillig als Namen behielt: der Stammler, Tartaglia. 
Als er 14 Jahre alt geworden war, brachte die Mutter ihn zu einem Schreib- 
lehrer. Es war dort Sitte, das Schulgeld in drei Abtheilungen zu zahlen. 
Das erste Drittel musste voraus erlegt werden, das zweite, wenn die Hälfte 
der Buchstaben, also 4 bis X, erlernt war, das letzte Drittel am Ende des 
Unterrichts. Tartaglia’s Mutter hatte nur das erste Drittel aufzubringen 
gewusst. Der Knabe wurde deshalb entlassen, noch ehe er die Anfangsbuch- 
staben seines Namens zu schreiben erlernt hatte, wie er mit bittrer Selbst- 
ironie erzählt, und war von da an in Allem sein eigener Lehrer, sich stets 
nach den Vorschriften der Verstorbenen richtend. Auch dieser letztere Aus- 
druck ist von ihm selbst, wie denn Alles, was wir von seiner Jugend‘ 
wissen, aus autobiographischen Notizen stammt. Sind dieselben geeignet, 
schon das Interesse des Mitleids für Tartaglia zu erwecken, so steigert 
sich dieses Interesse zur Bewunderung, wenn wirklich kein lebender 
Führer dem jungen Manne bei seinem mathematischen und humanisti- 
schen Bildungsgange zur Seite ging, wenn er wirklich ganz allein sich 
die Fähigkeit erwarb, eine italienische Uebersetzung des Euklid, eine 
lateinische des Archimed anzufertigen, wenn er ganz allein auf die 
Versuche zur Bestimmung der Dichtigkeit der Körper, auf die Unter- 
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suchungen über Wurfgeschosse, auf die Geometrie mit einer Zirkelöffnung, 
auf die Arbeiten über cubische Gleichungen kam, wenn die Verstorbe- 
nen, nach deren Vorschriften er sich richtete, solche waren, die nicht 
innerhalb seiner eigenen Studienzeit aus dem Leben gingen, mithin die 
Höhe der damaligen Wissenschaft noch nicht erklommen hatten. Sollten 
aber an allen diesen hypothetisch von uns ausgesprochenen Dingen ge- 
rechte Zweifel haften, sollte das wenn, womit wir sie einleiteten, nicht 
stark genug betont werden können, so bleibt immerhin Tartaglia der 
grossen Hauptsache nach Autodidakt, bleiben die trüben Erinnerungen 
seiner Kindheit, die Kämpfe um den nothdürftigsten Lebensunterhalt, 
welche sein Mannesalter erfüllen, welche von Aufenthalt zu Aufenthalt 
ihn begleiten nach Mailand, nach Verona, 1534 nach Venedig, wohin 
er nach kurzem verunglücktem Versuche, in der Vaterstadt Breseia eine 
gesicherte Stellung zu finden, auf’s Neue zurückkehrt, wo er endlich im 
Alter von etwa 59 Jahren sein Leben beschliesst, Aus diesen Schick- 
salen erklärt sich dann leicht eine gewisse Bitterkeit, eine gesteigerte 
Vorliebe für alle Kenntnisse, die er Niemandem als sich zu schulden sich 
vielleicht selbst einredet, ja es erklärt sich, wenn es sich auch nicht 
rechtfertigt, dass Tartaglia es lieben mochte, eine gewisse Kunstfertig- 
keit für sich zu besitzen, die ihm einen Vorrang vor Solchen bereite, 
welche im Uebrigen vermöge eines regelmässigeren Bildungsganges ihn 
überragten. 

Diesem Tartaglia gegenüber stellen Zeit und Verhältnisse Ge- 
ronimo ÜCardano, lateinisch Hieronymus Oardanus. In einer 
Abhandlung, welche wir vor nunmehr 21 Jahren in dieser Zeitschrift 
veröffentlichten (‚Drei mathematische Charakterbilder‘“, Zeitschr. Math. 
Phys. Il, 353 — 376, vergl. besonders 367 flgg.) haben wir diesen merk- 
würdigen Mann zu schildern versucht. Wir benutzen vielleicht einen 
andern Ort, uns wiederholt mit ihm zu beschäftigen und auf seine Be- 
deutung auch auf solchen Wissensgebieten, die wir damals kaum streiften, 
näher hinzuweisen. Gegenwärtig darf es uns genügen, auf jene frühere 
Arbeit uns zu beziehen, von seinem Lebenslaufe nur zu erwähnen, dass 
er 1539 endlich nach manchen schmerzlichen Zurückweisungen in das 
Collegium der Mailänder Aerzte aufgenommen, die erste, einzige glück- 
liche Zeit seines Lebens anbrechen sah, in seinem Charakter auf’s Neue 
einen Widerstreit von Leidenschaften der niedrigsten Art und tiefer Re- 
ligiosität, von wahrhaft colossalem Wissen und wirklichem oder erheuchel- 
tem Aberglauben zu bezeugen, ohne ihn zu erklären. Nur ein Zug, 
einen neuen Widerspruch enthaltend, sei dem Bilde beigefügt. Derselbe 
Cardano, der in Geldsachen ein recht weites Gewissen hatte, so dass 
sein Benehmen bei manchen Gelegenheiten nur durch dem Strafrechte 
angehörige Bezeichnungen richtig zu benennen ist, zeigt sich in gelehr- 
ten Dingen als Muster von ehrlicher Anerkennung dessen, was er Vor- 
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gängern verdankt, so zwar, dass seine Werke eine fast unerschöpfliche 
Fundgrube für den Historiker bilden, welcher dort Namen und Verdienste 
von Persönlichkeiten verzeichnet findet, die sich nirgend sonst erhalten 
haben. 

Noch eine dritte Persönlichkeit wird uns begegnen: Ludovico 
Ferrari. Er wurde 1522 zu Bologna geboren und kam 15 Jahre alt 
zu Cardano, dessen begeisterter Schüler er wurde. Freilich dehnte sich 
die Gelehrigkeit des Zöglings auch auf Dinge aus, in welchen er besser 
ein anderes Vorbild gewählt hätte: Cardano selbst schildert ihn nämlich 
als ebenso zügellosen Lebens, als begabt und gelehrt in den mathemati- 
schen Wissenschaften. Für die Treue der Schilderung spricht nach der 
einen Richtung ein Raufhandel, in welchen er mit 17 Jahren sich ein- 
liess und bei welchem der jähzornige Jüngling sämmtliche Finger der 
rechten Hand einbüsste, nach der andern Richtung die Auflösung der 
biquadratischen Gleichungen, welche man Ferrari verdankt. Seine 
mathematische Begabung bethätigte er auch frühzeitig als Lehrer zu Mai- 
land. Ebendaselbst war er etwa 1549 —1556 Vorsteher des Kataster- 
wesens. Eine Fistel, die er sich zuzog und die es ihm unmöglich machte, 
zu Pferde zu sitzen und wie ehedem die praktischen Arbeiten seiner 
Untergebenen da und dort zu beaufsichtigen, veranlassten ihn wohl, die 
Stellung aufzugeben und nach der Heimath, nach Bologna, zurückzu- 
kehren. Dort lebte er als Lehrer seiner Wissenschaft bis 1565. Ueber 
seinen Tod schwebt ein geheimnissvolles Dunkel. Seine Schwester, so 
wird kurz berichtet, habe ihn muthmasslich vergiftet. 

Wir kehren nach diesen, wie wir glaubten, nothwendigen Zwischen- 
bemerkungen zw den Ereignissen des Jahres 1530 zurück. Wir sehen, 
dass Da Coi sich damals, von Del Fiore herausgefordert, an Tar- 
taglia wandte, ihn um die Lösung cubischer Gleichungen angehend, 
wobei als selbstverständlich gilt, dass es hier, wie in der ganzen Periode 
dieses Streites sich immer nur um eine Wurzel der betreffenden Gleich- 
ung und zwar um eine reelle positive Wurzel handelt, wiewohl Cardano 
um dieselbe Periode bereits mit negativen, ja mit imaginären Wurzeln 
quadratischer Gleichungen bekannt war und eben derselbe nicht minder 
als Tartaglia das Vorhandensein von einer grösseren Anzahl von Wur- 
zeln der den ersten Grad übersteigenden Gleichungen mehr als nur ahnte. 
Unter den Aufgaben, welche Da Coi dem Tartaglia einschickte, deren 
Lösung ihm selbst aber wohl nur unter der Voraussetzung zu Gebote 
stand, dass er von der Wurzel ausgehend rückwärts die Gleichung ge- 
bildet hatte, fanden sich auch solche von der Form @?+ax?=b, also 
in einer Form, in welcher das quadratische Glied nicht fehlte. Tar- 
taglia gelang es zwar nicht, diese Gleichung aufzulösen, aber sie gab 
ihm doch den Anlass, sich nunmehr, wenn nicht schon früher, mit Gleich- 
ungen dritten Grades zu beschäftigen und zu erkennen, dass ad tax=b 
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jedesmal eine Wurzel besitzt, wenn b=2c(2c—.a)? ist, und dass diese 


Wurzel <=Y2ac—3c2—c heisst, wovon man sich durch Substitution 


überzeugen kann. Damit war durchaus kein Schritt zur wirklichen Lö- 


sung cubischer Gleichungen gethan, aber es war mit unleugbarem’Scharf- 


sinne eine Methode gefunden, lösbare Specialfälle aufzustellen. Dass . 


Tartaglia sich über den Werth seiner Entdeckung täuschte, dass er 
sich rühmte, cubischer Gleichungen unter gewissen Voraussetzungen Herr 
zu sein, ist ihm bei dem Stande der damaligen Kenntnisse nicht zu ver- 
argen. Es beweist uns nur, dass er kurz nach 1530 in der That über 
die eigentlichen Fragen und über Mittel zu deren Beantwortung noch 
ganz im Unklaren tappte. Die Ruhmredigkeiten Tartaglia’s drangen 
zu Del Fiore, der nun 1534 auch ihm gegenüber auf seine Kunst, 
Aufgaben wie zZ? +ax=b zu lösen, pochte. Tartaglia hielt es für 
inhaltslose Prahlerei und forderte seinerseits Del Fiore zum öffentlichen 
Wettkampfe auf den 22. Februar 1535. An diesem Tage sollte jeder 
der Gegner 30 Aufgaben in die Hände eines Notars niederlegen, zu 
deren Auflösung 50 Tage Zeit gegeben seien. Wer mehr Auflösungen 
als der Andere zu Wege bringe, solle Sieger sein und noch 5 Soldi für 
jede Aufgabe erhalten. Das Ergebniss war ein für Tartaglia glänzen- 
des. Del Fiore war nicht im Stande, auch nur eine von den Aufgaben 
Tartaglia’s zu lösen. Tartaglia bewältigte dagegen sämmtliche Auf- 


gaben des Del Fiore, die durchgängig der Form 2?+ax=b angehör- 


ten, in zwei Stunden. 

Wie war Tartaglia in Besitz dieser Kunst gelangt? Er selbst 
erzählt die Sache, wie folgt: Er habe, nachdem er die Herausforderung 
schon gestellt, in Erfahrung gebracht, dass Del Fiore in der T'hat mehr 
wisse, als er geahnt hatte; dass vor etwa 30 Jahren (das ist also um 
1504, wie vorher bemerkt worden ist) sein Gegner die mehrerwähnte 
Form der Gleichungen und ihre Lösung von einem verstorbenen Meister 
erhalten habe, dass ihm demzufolge fast mit Gewissheit eine Niederlage 
drohe. Nun habe er allen Eifer, Fleiss und Kunst eingesetzt, und es 
gelang- ihm zehn Tage vor dem Termin, am 12, Februar, durch sein 
gutes Geschick, die Auflösung zu finden. So Tartaglia und Alle, die 
ihm auf’s Wort glauben (z. B. Hankel, Zur Geschichte der Mathematik 
im Alterthum und Mittelalter, S. 362). Wir werden nachher unsere ent- 
gegengesetzte Meinung, in welcher wir mit Gherardi (Materialien zur 
Geschichte der mathematischen Facultät von Bologna, deutsch von 
M. Curtze in Grunert’s Archiv Bd. LIT) zusammentreffen, zu begrün- 
den haben.* Sei dem nun für's Erste wie da wolle, jedenfalls endigte 


* Wir wissen nicht, welche Ansichten in der Biographie H. Morley’s: 
„Jerome Cardan. The life of Girolamo Cardano of Milan, Physician“ (2 vol., 
London 1854) vertreten sind, welches uns erst ganz kürzlich dem Namen nach 
bekannt geworden ist, aber gerade den Streit zwischen Cardano und Tartaglia 
ausführlich zu behandeln scheint. 
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der Wettkampf zwischen Tartaglia und Del Fiore in der genann- 
ten Weise, 

Da Coi, wüthend, dass er selbst Nichts erfuhr, theilte um 1538 
Cardano in Mailand mit, dass Del Ferro die Lösung der Gleichung 
a? +ax=b seiner Zeit gefunden habe, dass Tartaglia und Del Fiore 
sie gegenwärtig besässen. Jetzt war Cardano’s Begierde, gleichfalls 


‚in Besitz des grossen wissenschaftlichen Geheimnisses zu gelangen, auf’s 


Stärkste gereizt. Er wendet sich bittend an Tartaglia um die Mit- 
theilung, jener schlägt sie ab; wenn die Methode im Drucke der Oeffent- 
lichkeit übergeben werden solle, so könne er das selbst besorgen. UCar- 
dano bedient sich nun der List; er thut, als wenn er an Tartaglia’s 
Methode überhaupt nicht glaube; er lockt ihn nach Mailand zu sich, um 
einem freigebigen Marchese Unterricht zu ertheilen, der sich als stets 
abwesend erweist, wenn er zum Vorschein kommen soll; er schwört bei 
Allem, was heilig ist, das Geheimniss, wenn Tartaglia es ihm mit- 
theile, bewahren zu wollen, schwört es sogar nur in Geheimschrift auf- 
zeichnen zu wollen, damit auch durch Zufall, auch nach seinem Tode 
Niemand der Aufzeichnung sich bedienen könne. Der 25. März 1539 ist 
der Tag, an welchem Tartaglia, den Schwüren Cardano’s ver- 
trauend, ihm in Gegenwart Ferrari’s die Methode enthüllt. Ob wohl 
das Wort „enthüllt‘“‘ der Sachlage durchaus entspricht? Wir wollen un- 
seren Lesern die Entscheidung überlassen. 
Tartaglia übergab dem Cardano Verse, deren einige hier,im Wort- 

laute folgen und denen wir einen Versuch einer Uebersetzung beifügen: 

Quando che ’l cubo con le cose appresso 

Se agguaglıa a qualche numero discreto: 

Trovan du altri, differenti in esso. 

Dapor terrai, questo per consweto, 


Che’l lor produtto, sempre sia eguale 
Al terzo cubo, delle cose neto; 

El residuo por suo generale, 

Delli lor lati cubi, bene sottratti 
Varra la tua' cosa principale. 


Wenn Würfel Dir und Dinge sind daneben, 
Die irgend einer Zahl sich recht vergleichen, 
Zwei and’re lass den Unterschied ergeben. 
Dann setze, als Gewohnheit sei Dir’s eigen, 
Dass ihr Product genau zu allen Zeiten 

Des Drittels Würfel soll des Dings erreichen. 


Nimmst Du von ihnen dann der Würfel Seiten, 
Zieh’ richtig ab: der Rest im Allgemeinen 
Wird Dir das Ding, welches Du suchst, bereiten. 


Wir befürchten nicht, dass man unserer Nachahmung den Vorwurf 
machen werde, sie sei weniger klar als das Original. Wenn Hankel 
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neben die erste Strophe die Gleichungen 3 +mae=n und ieu=n, 
neben die zweite u); neben die dritte = Y1— Vu drucken liess, 
so ist diese Erläuterung zuverlässig richtig und geeignet, uns heute den 
Sinn der Verse verstehen zu lassen; ob es im XVI. Jahrhundert möglich 
war, diese ihre Bedeutung zu erkennen, ist eine ganz andere Frage. 
Soviel ist sicher, dass Cardano so wenig wie Ferrari aus dem Orakel-- 
spruche klug zu werden vermochten. Wiederholte briefliche Anfragen 
wurden von Tartaglia ausweichend beantwortet. Zu Anfang 1540 
bricht der Briefwechsel ab, und die wissbegierigen Mailänder sind nicht 
um einen Schritt weiter, als sie es vor 1539 waren. 

Man wird fragen: Hat denn Tartaglia, durch die erwähnten Ver- 
hältnisse fast genöthigt, das grosse Problem der cubischen Gleichungen 
stets im Auge zu behalten, dasselbe inzwischen wesentlich gefördert? Hat 
er etwa die Lösung der vollständigen eubischen Gleichungen gefunden ? 
Keineswegs! Was er seit dem 12. Februar 1535 bis zum Jahre 1540 er- 
funden hat, beschränkt sich nach eigener Aussage auf die in der schlaf- 
losen Nacht vom 10. November 1536 gelungene Entdeckung, dass @° + 
m&°=n sich nach Art einer quadratischen Gleichung behandeln lasse, 
wahrlich keine bahnbrechende Entdeckung, nachdem Luca Pacioli, wie 
wir weiter oben sahen, Aehnliches für die biquadratische Gleichung x? + 
ma?=n mehr als 40 Jahre früher veröffentlicht hatte. 

Wieder verstrichen zwei Jahre in fruchtlosem Abmühen für Car- 
dano und Ferrari. Da kamen sie 1542,.ob zufällig, ob mit Absicht, 
mag dahinstehen, gelegentlich einer Reise nach Florenz auch nach Bo- 
logna, und bier zeigte ihnen Dalla Nave das Manuscript seines Schwie- 
gervaters, in welchem die Auflösung von 2?+ ax=b elegant und gelehrt 
auseinandergesetzt war. Jetzt fallen den tüchtigen Algebristen die 
Schuppen von den Augen, Jetzt verstehen sie Tartaglia’s Verse. 
. Jetzt sind sie wahrhaft in Besitz des Geheimnisses, des vollen Geheim- 
nisses, denn jetzt erfindet Cardano die heute noch übliche Methode, 
eine vollständige cubische Gleichung durch eine lineare 
Substitution von ihrem quadratischen Gliede zu befreien, 
d. h. auf die Form zurückzuführen, für welche alsdann Del Ferro’s 
Methode Anwendung finden kann. 

Wir müssen hier einen Augenblick einhalten, um aus den zuletzt 
erwähnten 'T'hatsachen die nöthigen Folgerungen zu ziehen. Cardano 
und Ferrari verstanden sofort Del Ferro’s Auseinandersetzung, nach- 
dem sie Jahre an das Verständniss von Tartaglia’s Versen verschwen- 
det hatten. Sie verstanden jetzt auch jene Terzinen. Folgt daraus nicht 
mit zwingender Nothwendigkeit, dass es eine und dieselbe Methode war, 
welche Del Ferro in seinem handschriftlich erhaltenen Buche nieder- 
gelegt hatte, welche Tartaglia 1535 selbstständig erfunden haben will? 
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Sonderbarer Zufall! Die cubische Gleichung ist nicht etwa nur nach einer 
Methode lösbar. Die Geschichte der Algebra hat uns recht verschiedene 
Wege erhalten, um zu diesem Ziele zu gelangen. Erinnern wir beispiels- 
weise an Vieta’s Methode, wie sie in dessen Abhandlung De aequationum 
recognilione el emendatione niedergelegt, 1615 im Drucke erschienen ist. 
Um @?+ax=b zu lösen, setzt Vieta eine neue Unbekannte y ein, 


f : x RANG 
deren Zusammenhang mit x und « auf der Gleichung Y-+aıy=—, = 


3 

a/,—y? 2 Rue j Y 

a beruht. Die Substitution dieses Werthes von x verwandelt in 
der That nach leichter Umformung die gegebene Gleichung in y® + by? 
— (@/,)®, woraus zunächst y°, dann y, endlich x gefunden wird. Oder 
denken wir an die Methode, welche Tschirnhausen im Mai 1683 in 
den Acta Eruditorum mittheilte und die später sich als so folgewichtig 
erwiesen hat. Auch er löst © +ax=b durch eine Substitution, nämlich 
durch —2,+ 22,8 +y, aus welcher zunächst zer, +Y:?+2+% 
hervorgeht und dann eine nach Potenzen von y geordnete cubische 
Gleichung, aus welcher durch leicht einzurichtende Wahl passender 
Werthe für z, und z, die beiden Glieder mit y und y? herausfallen, so 
dass nur die rein cubische Gleichung y?= 4 übrig bleibt, deren Auf- 
lösung durch blosse Wurzelausziehung erfolgt. Diese beiden Methoden, 
denen andere an die Seite gesetzt werden können, eignen sich nicht 
minder als die Methode des Del Ferro, mit der sie auch nicht die 
entfernteste Aehnlichkeit haben, zur-Auflösung von ®+ax=b. Und 
nun wiederholen wir, hoffentlich im Einverständnisse mit unseren Lesern, 
“ sonderbarer Zufall, dass Tartaglia, der 1534 nur einen bestimmten 
Specialfall der Gleichung z&°-+ ax?=b zu lösen im Stande war, bei wel- 
chem nur eine Quadratwurzelausziehung nöthig war, der uns nir- 
gend sagt, dass er auch nur Versuche mit Cubikwurzeln angestellt 
habe, dass dieser urplötzlich am 12. Februar 1535 durch sein gutes Ge- 


schick den Einfall hat, a=yIi— Yu zu setzen und zuzusehen, was dabei 
herauskommt, er dem, wie wir vorher betonten, bis dahin gar keine 
wirklich wesentliche Entdeckung auf dem Gebiete der cubischen Gleich- 
ungen gelungen war. Wir kommen auf diese Frage, wie weit man 
Tartaglia’s Versicherung selbstständiger Nacherfindung der DelFerro- 
schen Methode Glauben schenken darf, noch einmal mit anderen Grün- 
den zurück. 

Cardano hielt sich, nachdem er in Bologna also aus anderer Quelle 
die ihm bis dahin noch immer unklare Lösung der cubischen Gleichungen 
erstmalig verständlich kennen gelernt hatte, nachdem er überdies durch 
eigene Entdeckung die Verallgemeinerung des bisher beschränkten Pro- 
blems geschaffen hatte, an den Tartaglia geleisteten Schwur nicht mehr 
gebunden, Er glaubte, gewiss mit Unrecht, jetzt die Veröffentlichung 
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vornehmen zu können; er erläuterte das ganze Verfahren in dem Werke 
Artis magnae sive de regulis algebraicis liber unus, welches 1545 in der be- 
rühmten Druckerei von Petrejus in Nürnberg die Presse verliess. War 
diese Veröffentlichung selbst ein grobes Unrecht an Tartaglia, so lässt 
sich nicht in Abrede stellen, dass Cardano das Seinige that, um wenig- 
stens durch den Wortlaut der Veröffentlichung das Unrecht zu sühnen, 
Die Gleichung «"+ax=b zu lösen, gelang, so erzählt er, zuerst vor 
etwa 30 Jahren dem Scipione del Ferro; durch dessen Schüler Del 
Fiore gereizt, erfand. nachher mein Freund Tartaglia dasselbe zum 
zweiten Male und theilte mir auf meine dringende Bitte die Methode mit; 
auf der Jagd nach dem Beweise der Methode gelang es mir und meinem 
ehemaligen Schüler Ferrari, noch Manches hinzuzuentdecken. Das ist, 
wie wir gesehen haben, die durchaus wahrheitsgetreue Erzählung des 
Vorganges in der für Tartaglia schmeichelhaftesten Form, indem Car- 
dano noch ausdrücklich hervorhebt, jene Lösung sei ein Zeugniss von 
(seisteskraft so herrlicher Art, dass Dem, welcher sie zu Stande brachte, 
Nichts mehr unerreichbar erscheinen könne. Nur den von ihm geschwo- 
renen Eid verheimlicht er bei der Erzählung, der aber bei der Abwägung 
der Verdienste, die jeder der Betheiligten um die Wissenschaft sich 
erwarb, durchaus gleichgiltig ist. Tartaglia wüthete. Sogleich im fol- 
genden Jahre 1546 gab er unter dem Titel Quesiti et inventioni diverse 
ein Werk heraus, dessen neuntes und letztes Buch vorwiegend der Ge- 
schichte der cubischen Gleichungen gewidmet war. Der Schwur Car- 
dano’s wurde erzählt, der ganze Briefwechsel von 1539 mitgetheilt, 
Vorwürfe auf Vorwürfe gegen Cardano erhoben, dessen Anrecht an 
jegliche Vervollkommnung des von Tartaglia Erlernten in Abrede 
gestellt ist. Sogar die Befreiung der vollständigen ceubischen Gleichung 
von ihrem quadratischen Gliede will Tartaglia im Jahre 1541 gefunden 
haben, In diesem Moment ergriff Ludovico Ferrari die Feder, um 
für seinen Lehrer und Freund einzutreten, sei es, dass Ferrari’s von 
uns geschilderte händelsüchtige Natur die Gelegenheit zu einem Streite, wo 
sie sich nur von’Weitem bot, nicht versäumen mochte, sei es, dass Car- 
dano selbst ihn um Unterstützung angedangen hatte, sei es, was wir am 
Liebsten vermuthen wollen, dass wirklich Freundschaft und Gerechtigkeits- 
gefühl ihn die sicherlich zu weit gehenden Verunglimpfungen Dessen, dem 
er geistig so viel verdankte, nicht ruhig mit ansehen liessen. 

Unter dem Datum des 10. Februar 1547 erliess Ferrari ein Oar- 
tello gegen Tartaglia, ein Herausforderungsschreiben zu einer öffent- 
lichen Disputation um den Preis von 200 Scudi oder einer geringeren 
Summe nach Tartaglia’s Belieben. Die Disputation solle theils ein- 
zelne Capitel der Quesiti von 1546, deren Neuheit, beziehungsweise deren 
Richtigkeit in Abrede gestellt wurden, theils beliebige Stellen alter und 
neuer mathematischer Schriftsteller zum Gegenstande haben; Ferrari 
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macht sich anheischig, in allen Punkten Tartaglia’s Unbedeutendheit 
zu erweisen. Dieses Oartello, in italienischer Sprache abgefasst, von 
drei Zeugen mitunterschrieben, wurde als offener Brief gedruckt, als 
Flugblatt verbreitet, insbesondere 50 ausdrücklich genannten Persönlich- 
keiten mitgetheilt, welche an verschiedenen Orten Italiens den mathe- 
matischen Wissenschaften oblagen, unter ihnen Annibale dalla Nave 
in Bologna, während der Name Cardano’s unter diesen Adressaten 
fehlt. Eine Risposta, ein Antwortschreiben von Tartaglia, unter dem 
Datum des 19. Februar 1547 von drei Zeugen mitunterschrieben, wurde 
nun ähnlicherweise als Flugblatt gedruckt und in nicht weniger als 
1000 Abzügen verbreitet. Der Hauptpunkt in diesem Antwortschreiben 
ist wohl darin zu finden, dass Tartaglia auf eine Polemik mit Car- 
dano einzugehen sich bereit erklärt, nicht mit Ferrari, jedenfalls nicht 
mit Ferrari allein, und um diese Personenfrage, die nur mit mancherlei 
Ausflüchten von beiden Seiten verbrämt erscheint, handelt es sich in 
weiteren fünf Cartellen und fünf Risposten, deren letzte das Datum des 
24. Juli 1548 trägt. Mit Ausnahme des zweiten Cartello, welches latei- 
nisch geschrieben ist, sind sämmtliche Flugblätter in italienischer Sprache 
abgefasst. Sie bieten wahre Muster von Grobheit, wie sie in unserem 
Jahrhundert den Mathematikern höchstens aus Schnuse’schen Vorreden 
erinnerlich sein mag. Jeder der beiden Pamphletisten lässt Datum und 
Unterschrift meistens von Zeugen bestätigen, und es wird uns wohl ge- 
stattet sein, unter den Zeugen Tartaglia’s für die zweite und dritte 
Risposta einen Namensvetter von uns, einen Dominico quondam Donato 
Canlor namhaft zu machen, offenbar ein Ordensgeistlicher, mit welchem 
unsere aus Dänemark stammende Familie keinenfalls auch nur entfernt 
verwandt ist. Dass Männer von der geistigen Bedeutung, welche wir 
bis zu einem gewissen Grade Tartaglia ebenso wenig absprechen wie 
Ferrari, sich nicht begnügen konnten, durch zwölf Druckschriften klei- 
nerer, aber auch grösserer Ausdehnung hindurch immer nur Uebungen 
in der Umgangssprache der Markthallen anzustellen, immer nur Fragen 
von im Ganzen so untergeordneter Bedeutung wiederzukäuen, wie die, 
ob Cardano an einer etwaigen Disputation theilnehmen müsse oder 
nicht, ob der Preis, um den man kämpfen wollte, voraus niedergelegt 
werden müsse und bei wem, ob die Preisrichter auf eine oder die andere 
Weise zu ernennen seien u. Ss. w., das versteht sich von selbst. Auch 
das wissenschaftliche Interesse fand in jenen offenen Briefen seine Rech- 
nung und besonders bieten 31 von Tartaglia in der zweiten Risposta, 
ebenso viele von Ferrari in dem dritten Cartello aufgestellte Aufgaben 
ein ziemlich scharfes Bild von den mathematischen Leistungen, welcher 
jeder der beiden Aufgabensteller sich fähig wusste oder doch fähig 
glaubte. Da ist es nun allerdings merkwürdig, dass Tartaglia’s Auf- 
gaben vorwiegend aus der Geometrie mit’ einer Zirkelöffnung, 
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aus der Lehre von der Ausziehung höherer Wurzeln und von dem 
Rationalmachen von Brüchen geschöpft sind. Namentlich die geo- 
metrischen Aufgaben müssen mit einigen Worten besprochen werden. 

Die Elementargeometrie der Alten hatte als Forderungen aufgestellt, 
dass man eine gerade Linie durch irgend zwei gegebene Punkte ziehen 
und um jeden Punkt einen Kreis mit jenem gegebenen Halbmesser be- 
schreiben könne. Dieser Constructionsmittel allein, dieser aber auch 
unbeschränkt durfte man sich bedienen, ohne dass die Lösungen ihren 
elementaren, rein geometrischen Charakter einbüssten. Praktisch aus- 
gedrückt heisst das: dem Geometer steht ein Lineal zur Verfügung und 
ein Zirkel, dessen beide Arme ihre gegenseitige Neigung verändern kön- 
nen. Wann und wo man die Spielerei ersann, den Zirkel als fest ge- 
geben mit unveränderlicher gegenseitiger Neigung der Arme zu denken, 
ist ungewiss. Soviel steht fest, dass Woepceke Spuren davon bei Abul 
Wefa, dem bekannten arabischen Astronomen in der zweiten Hälfte des 
X. Jahrhunderts, entdeckt hat (Journal 4siatique Ser. 5, T. V, Paris 1855, 
S. 346 figg.), dass nach Libri (III, 122) auch Lionardo da Vinei 
in seinen Jahrhunderte lang unbenutzt gebliebenen Notizen sich damit 
beschäftigt haben soll. Tartaglia hat, wie wir sagten, eine grosse 
Vorliebe für diese geometrische Geistesübung an den Tag gelegt. Sein 
Schüler Giambattista Benedetti (1530 — 1590) hat die Lehre voll- 
ständig ausgebildet und zum Gegenstande eines eigenen Buches gemacht, 
durch welches er, erst 23 Jahre alt, die allgemeine Aufmerksamkeit auf 
sich zog. Es ist jedenfalls bemerkenswerth, dass Ferrari in seinem 
fünften Cartello (S. 25) sich folgendermassen über den Gegenstand 
äussert: 

„Ich freue mich, mein Herr Nicolo, dass Ihr mir in diesen Euren, 
Aufgaben Stoff gegeben habt, Diejenigen, die an Geometrie und Arith- 
metik sich ergötzen, die aber gleichwohl noch nicht den Gipfelpunkt der 
vorgenannten Wissenschaften erreicht haben, zu erheitern, und zwar 
dadurch, dass in Euren 17 ersten Fragen jene schöne Erfindung enthal- 
ten ist, bei dem Verfahren die Weite der Zirkelöffnung nicht zu ver- 
ändern. Von wem dieselbe ausgegangen ist, weiss ich nicht. Das aber 
weiss ich, dass seit etwa 50 Jahren viele schöne Talente sich angestrengt 
haben, ihr Zuwachs zu verschaffen, und unter diesen zum grossen Theil 
Herr Seipione del Ferro, Bürger von Bologna seligen Angedenkens.“ 

Mit dieser Stelle verbinden wir eine andere aus dem zweiten Oar- 
tello (8. 3), von der wir schon oben (8. 142 Z. 23) einen vorübergehen- 
den Gebrauch gemacht haben. Es handelt sich in ihr um die Auflösung 
der Gleichung tax =b: 

„Vor fünf Jahren, als Cardanus nach Florenz reiste und ich ihm 
Begleiter war, sahen wir in Bologna Annibale de Nave, einen geist- 
vollen und liebenswürdigen Mann, der uns ein Buch zeigte von der Hand 
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seines Schwiegervaters Scipio Ferreus vor langer Zeit geschrieben, 
in welchem jene Erfindung elegant und gelehrt entwickelt mitgetheilt 
war, Ich würde das nicht schreiben, um nicht den Schein auf mich zu 
laden, nach Eurer Gewohnheit Dinge, die sich auf mich beziehen, zu 
erfinden, wenn nicht Annibale selbst noch am Leben wäre und bei diesem 
Streitpunkte als Zeuge dienen könnte.“ 3 

Schliesslich sei aus der zweiten Risposta des Tartaglia (S. 6) der 
Wortlaut angeführt, den er dieser Angabe gegenüberstellt: 

„Was diese Einzelheit betrifft, so scheint es mir nicht erlaubt, sie 
zu bestreiten, geschweige denn zu leugnen; denn es wäre eine übergrosse 
Anmassung von mir, zu verstehen zu geben, dass Dinge, welche durch 
mich erfunden worden sind, nicht zu anderen Zeiten von Anderen er- 
funden worden sein können und in gleicher Weise in Zukunft von An- 
deren erfunden werden dürften, auch wenn sie nicht durch den genann- 
ten Herrn Hieronymo oder durch mich der Oeffentlichkeit übergeben 
worden wären. Wohl aber kann ich der Wahrheit gemäss sagen, dass 
ich diese Dinge niemals bei irgend einem Schriftsteller gesehen habe, 
dass ich sie vielmehr und zwar rasch erfunden habe, zugleich mit an- 
deren Einzelheiten, die vielleicht von noch grösserer Bedeutung sind.“ 

Die Thatsachen, welche wir diesen Stellen entnehmen, sind fol- 
sende: Erstlich ist es keinem Zweifel unterworfen, dass wirklich die auch 
früher von uns erzählte Kenntnissnahme des Manuseripts in Bologna um 
1542 stattgefunden hat; zweitens ist es sicher, dass derselbe Del Ferro, 
dem die Auflösung von 2?+ar=b nach unseren früheren Betrachtungen 
in derselben Weise, wie Tartaglia sie vollzog, gelungen sein muss, 
auch der .Geometrie mit einer festen Zirkelöffnung sich befleissigte, wel- 
cher Tartaglia ebenfalls später oblag; drittens ist das Gewundene in 
Tartaglia’s Rückäusserung nicht zu verkennen, der zunächst nur leug- 
net, die Sache „bei einem Schriftsteller gesehen‘‘ zu haben, was eine 
mündliche Ueberlieferung keineswegs ausschliesst. 

Allerdings setzt der deutungsfähigen Verneinung fremden Einflusses 
Tartaglia sofort die absolute Behauptung eigener Erfindung hinzu. Es 
fällt uns schwer, ihr vollen Glauben zu schenken. Nichtsdestoweniger 
halten wir es für Pflicht, auf einige Gesichtspunkte aufmerksam zu 
machen, welche zur Bestätigung von Tartaglia’s Aussage dienen kön- 
nen. Dass Tartaglia das in Dalla Nave’s Besitz gekommene Ma- 
nuseript zu Gesicht bekommen haben sollte, ist kaum denkbar. Dalla 
Nave würde diese Thatsache entweder schon 1542 dem Cardano 
erzählt haben, oder doch im Laufe der Jahre 1547 und 1548 damit her- 
vorgetreten sein. Ferrari hat überdies an die Selbstständigkeit Tar- 
taglia’s bei der Erfindung geglaubt, sonst hätte er ihm den Vorwurf 
des Plagiats an Del Ferro nicht erspart; macht er ihm doch und mit 
Recht einen ähnlichen Vorwurf. mit Bezug auf Jordanus Nemorarins. 
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Wer Tartaglia endlich im Februar 1535 die Del Ferro’schen Me- 
thoden mündlich mitgetheilt haben soll, ist durchaus nicht zu sagen. Es 
müsste eben ein ehemaliger Schüler des Bologneser Professors gewesen 
sein, der unmittelbar darauf gestorben oder ausser: Landes. gegangen 
wäre, so dass sein Zeugniss von keinem Gegner mehr angerufen werden, 
beziehungsweise bei dem Lärm, den der Streit verursachte, von selbst 
bervortreten konnte. Und allen diesen gewichtigen Gründen haben wir 
Nichts entgegenzusetzen, als die unmittelbar zuvor beleuchteten That- 
sachen, als die weitere Thatsache, dass von anderen so bahnbrechenden 
Entdeckungen, deren Tartaglia sich gerade in Bezug auf Gleichungen 
rühmt, nicht das Geringste bekannt geworden ist, während in den Quesili 
el inventioni die Gelegenheit zur Veröffentlichung vollauf geboten war, 
endlich als unser persönliches Gefühl, welches wir natürlich keinem Leser 
gegenüber als Grund aufzuführen uns vermessen, welches uns aber zu 
dem Urtheile führt, die Sache sei mindestens noch nicht klar. 

Derselben Ansicht dürften übrigens bis zu einem gewissen Grade 
Tartaglia’s eigene Landsleute gewesen sein. Wir haben gesehen, dass 
Tartaglia von Venedig für kurze Zeit nach seinem Geburtsorte Brescia 
übersiedelte. Der Wohnungswechsel fand in den ersten Monaten des 
Jahres 1548 statt. Unter dem 16. Juni dieses Jahres erlässt Tartaglia 
von Brescia aus seine fünfte Risposta, in welcher er sich erbietet, zur 
vielbesprochenen Disputation nach Mailand zu kommen. Ferrari giebt 
nun im sechsten Oartello vom 14. Juli zu verstehen, das werde wohl die 
Bedingung sein, welche man in Brescia an seine endgiltige Anstellung 
geknüpft habe, und die Ereignisse stimmen mit dieser Auffassung über- 
ein. Die Disputation sollte am 10. August 1548 zur 18. Stunde in der 
Kirche St. Maria del Giardino in Mailand stattfinden. Ferrari erschien 
umgeben von Freunden, Tartaglia einzig in Begleitung seines jungen 
Bruders, Cardano kam gar nicht. Unter Formstreitigkeiten über die 
Wahl der Kampfrichter, wobei man die Fremden kaum zu Worte kom- 
men liess, wurde es Essenszeit; die Kirche entleerte sich; Tartaglia 
sah ein, dass von einer entscheidenden, unparteiisch in Scene gesetzten 
Disputation unter solchen Verhältnissen keine Rede sein könne, und 
reiste wieder ab. So sein eigener Bericht. Wir stellen demselben die gleich- 
falls von Tartaglia selbst erzählte Thatsache gegenüber, dass man in 
Brescia sich jetzt weigerte, ihm die ausbedungene Besoldung auszuzahlen, 
und dass er nach Venedig zurückkehrte. Damit schliesst die Geschichte 
der Erfindung und Veröffentlichung der ersten Auflösung eubischer Gleich- 
ungen und des Streites um dieselbe. 

Die zwölf Flugschriften aus den Jahren 1547 und 1548 waren, wie 
wenigstens für die beiden ersten derselben feststeht, aber auch für die 
zehn anderen mit gleicher Sicherheit anzunehmen ist, in zahlreichen 
Exemplaren gedruckt und verbreitet worden. Um so auffallender er- 
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scheint es, dass dieselben im Laufe von drei Jahrhunderten zu den gröss- 
ten antiquarischen Seltenheiten geworden sind. Heute sind nur zwei 
Exemplare des ersten Cartello, sechs der ersten Risposta u. s. w. bekannt, 
im ganzen 42 Exemplare aller Schriften zusammengenommen, sämmtlich 
in Italien: in Florenz, Mailand, Rom, Venedig, und darunter keine ein- 
zige Vereinigung von Exemplaren aller zwölf Schriften am gleichen Orte, 
ja überhaupt kein einziges Original des sechsten Cartello.. Die beiden 
letzten, vom bibliographischen Standpunkte aus beklagenswerthen Mängel 
sind noch keine 20 Jahre zu bedauern. Es war Prof. Silvestro Ghe- 
rardi gelungen, nach langjährigem Suchen da und dort Exemplare aller 
einzelnen Flugschriften in seinen Besitz zu bekommen und dieselben in 
einem Sammelbande, der dadurch ein Unicum darstellte, zu vereinigen. 
In drückender Noth sah Gherardi 1858 sich veranlasst, sich dieses 
Schatzes zu entäussern. Er verkaufte den Sammelband an den damals 
in London lebenden Libri, nachdem er zuvor eine saubere Abschrift 
hatte machen lassen, die er selbst Wort für Wort collationirte. Drei 
Jahre später, im April 1861, kam Libri’s Bibliothek zur Versteigerung, 
in welcher jener Band dem Londoner Buchhändler Boone um den Preis 
von 10!/, Pfund Sterling zugeschlagen wurde. Später kam Libri, wie 
er selbst 1869 kurz vor seinem Tode in Florenz Gherardi erzählte, 
auf’s Neue in Besitz der Sammlung, aber nur für einen geringen Zeit- 
raum. Ein von ihm für treu gehaltener Diener bestahl ihn in eigen- 
thümlicher Nachahmung seiner in Frankreich begangenen Verbrechen um 
eine grössere Anzahl werthvollster Bücher und anderer Gegenstände, 
welche seitdem als verloren zu betrachten sind. Darunter war auch der 
mehrgenannte Sammelband, von dessen gegenwärtigem Aufbewahrungsorte 
nicht das Geringste bekannt ist, so dass die Sammlung, sollte sie auch, 
wie wahrscheinlich, noch vorhayden sein, für die Wissenschaft, für die 
‘ Forschung verschwunden ist. Man war einzig angewiesen auf die Aus- 
züge aus den zwölf Streitschriften, welche Gherardi in seinen früher 
genannten Materialien zur Geschichte der mathematischen Facultät von 
Bologna mitzutheilen für gut gefunden hatte, Auszüge von grösster Be- 
deutung, vortrefflich gewählt, mit geschickter Hand gesichtet, aber doch 
nur Auszüge! 

So war es ein wirkliches Verdienst, welches Herr Enrico Gior- 
dani aus Bologna, aber in Mailand ansässig, sich um die Geschichte der 
Wissenschaft erwarb, indem er die sämmtlichen zwölf Flugschriften (elf 
davon nach den Originalien facsimilirt, das sechste Cartello nach der 
Gherardi’schen Abschrift gedruckt) neu veröffentlichte. Allerdings be- 
sitzt auch diese Veröffentlichung von Anfang an den bibliographischen 
Reiz verhältnissmässiger Seltenheit, indem nur 212 Abzüge genommen 
wurden, alle einzeln numerirt, unter welchen Nr. 19 uns zur Besprech- 
ung vorliegt. Herr Giordani hat eine zwei Druckbogen starke werth- 
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volle Einleitung vorausgeschickt, in welcher sämmtliche heute nachweis- 
baren 42 Exemplare der Flugschriften genau .aufgezählt sind, auch die 
Schicksale des Gherardi’schen Sammelbandes zur Mittheilung gelangen. 
Eine Widmung an den Fürsten Boncompagni giebt nicht undeutlich 
zu verstehen, in welcher Beziehung der grossmüthige und gelehrte För- 
derer mathematisch- historischer Studien in Rom, dessen Freundschaft 
auch wir uns rühmen dürfen, zu der Veröffentlichung steht. In typo- 
graphischer Hinsicht müssen wir dieselbe als hochgelungen bezeichnen, 
und wenn ein Wunsch uns unerfüllt blieb, den wir zur möglichen Er- 
gänzung anderer ähnlicher, etwa noch bevorstehender Publicationen nicht 
unausgesprochen lassen wollen, so ist es der: eine durchlaufende Pagina- 
tion etwa unten an den Blättern durch den ganzen Band durchgeführt zu 
sehen, wodurch Citirung und Nachschlagen von Citaten der jetzt einzig 
vorhandenen Paginirung der einzelnen Schriften gegenüber wesentlich 


erleichtert worden wäre. CANTOR. 


® 


Tychonis Brahei et ad eum doctorum virorum epistolae nunc pri- 
mum collectae et editae a F. R. Friis. Fase. I. Havniae, Lipsiae, 
Londini el Parisüs. MDCCCLAXVI. 


Otto Brahe zu Knudstrup und dessen Ehefrau Beata Bille, beide 
alten berühmten dänischen Adelsgeschlechtern angehörig, hatten 10 Kin- 
der: 5 Töchter, deren älteste Elisabeth hiess, und 5 Söhne, deren älte- 
ster, in der Gesammtfolge der Kinder nach Elisabeth geboren, den Namen 
Tycho erhielt. Neben diesen verdient noch das letzte Kind Sophia 
genannt zu werden, welche der Kenntniss der Dinge, die ihren um 10 
Jahre älteren Bruder so berühmt machten, gleichfalls nahe stand und 
insbesondere mit den Theilen der Astronomie sich beschäftigte, welche 
das XVI. und XVII. Jahrhundert noch nicht aus dem Kreise der ernsten 
Wissenschaften gestrichen hatte, mit der Beurtheilung künftiger Ereignisse 
aus dem Stande der Gestirne, mit dem sogenannten Nativitätsstellen. 
!'ycho Brahe, am Vormittage des 14. December 1546 auf dem väter- 
lichen Gute Knudstrup in Schonen, dem südlichsten Theile von Schwe- 
den, geboren, wurde bei Georg Brahe, seinem Oheim von. väterlicher 
Seite, erzogen, der ihn den Eltern heimlich entführen liess, weil er selbst. 
keinen Sohn hatte, während es in Tycho’s Vaterhause daran nicht fehlte. 
Die Eltern fanden sich allmälig darein, den erstgeborenen Sohn zu ent- 
behren, vielleicht durch die scheinbar grösseren Geistesgaben seiner Brü- 
der getröstet; wenigstens nennt sich Tycho in einem Ende 1567 ver- 
fassten lateinischen Gedichte den Geringstgeachteten unter fünf Brüdern. 
Vom 7. Jahre an wurde Tycho in der lateinischen Sprache unterrichtet, 
mit 12 Jahren bezog er die Kopenhagener hohe Schule, um in Rhetorik 
und Philosophie sich auszubilden, bevor er nach des Oheims Willen 
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Jurisprudenz studirte. Letzteres Studium begann er nach weiteren zwei 
Jahren im Februar 1562 zu Leipzig, wohin 'er in Begleitung eines Hof- 
meisters geschickt worden war. Freilich stand Tycho’s Sinn bereits 
nach Anderem. Am 21. August 1560 hatte jene berühmte Sonnenfinster- 
niss stattgefunden, welche in Portugal nach dem Berichte von Clavius 
um Mittag nächtliche Dunkelheit verbreitete, so dass Niemand einen 
Fuss setzen konnte und die Vögel erschreckt zur Erde fielen. So voll- 
ständig war allerdings in Kopenhagen die Finsterniss nicht, aber immer- 
hin. dicht genug, um auf den noch nicht 14jährigen Knaben einen be- 
deutenden Eindruck hervorzubringen, um vor Allem ihn bewundern zu 
lassen, wie man im Stande gewesen sein konnte, eine solche Erscheinung 
vorauszusagen. Von diesem Tage datirt sich Tycho’s Neigung zur 
Astronomie, datiren sich seine geheimen Studien in dieser Wissenschaft, 
geheim, weil man in Dänemark überhaupt aus der Erkenntniss der Natur 
sich nicht viel machte, weil insbesondere in Adelskreisen nächst dem 
Waffenhandwerke hächstens noch die Rechtsgelehrsamkeit standesgemäss 
erschien. Tycho’s Oheim Georg Brahe war in diesen Vorurtheilen seiner 
Zeit und seines Geschlechts befangen wie Einer, und Tycho’s Hof- 
meister oder Begleiter auf die deutsche Hochschule, wie man den um 
wenige Jahre älteren Jüngling lieber nennen sollte, war gleichfalls keiner 
andern Gesinnung. Er war der nachmalige berühmte dänische Geschichts- 
schreiber Andreas Soerensen Vedel (geboren etwa 1543), mit wel- 
chem Tycho nachmals in innigem Verhältnisse gestanden zu haben 
scheint. Wir begegnen ihm wenigstens in der als Ueberschrift genann- - 
ten Sammlung als Andr. Severini Vellejus, an welchen ein Brief 
vom 18. Mai 1571 gerichtet ist, in welchem genaue Nachricht über den 
am 9. Mai erfolgten T'od von Otto Brahe gegeben ist. In Leipzig wider- 
setzte sich Vedel nach Pflicht und Gewissen den Allotrien, wie Tycho’s 
Beschäftigung mit dem gestirnten Himmel hiess. In unbewachten Stun- 
den der Nacht verglich Tycbo allein das Firmament mit einem faust- 
grossen Globus und lernte so beobachten. Mathematische Vorlesungen bei 
Johannes Hommel (lebte 1518 —1562) wird er daher wohl nicht be- 
sucht haben, und wenn auch daran nicht wohl gezweifelt werden kann, 
dass Hommel der Erfinder der nachmals von Brahe vielfach benutzten 
Methode war, kleine Theile einer Linie durch Transversalen zu ermitteln 
oder, wie man heute sagt, einen verjüngten Massstab zu construiren, 
so wird wohl Brahe die Erfindung nur mittelbar durch Bartholomäus 
Seultetus kennen gelernt haben, einen Studiengenossen aus Görlitz, 
wo derselbe auch später, 1614, als Bürgermeister starb. Als Tycho 
Brahe so drei Jahre lang öffentlich die Rechte, heimlich Sternkunde in 
Leipzig getrieben hatte, erhielt er im Mai 1565 Befehl zur Heimreise, 
und als er diesem Gebote über Wittenberg und Rostock nachkam, starb 


am 21. Juni sein Onkel Georg. Bald fand sich jedoch für ihn ein an- 
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derer Beschützer:. Steen Bille, der Bruder seiner Mutter, ansässig in dem 
ehemaligen Mönchskloster Herritzwad ganz nahe bei Knudstrup. Steen 
Bille war der Einzige, der des Neffen naturerforschenden Sinn begriff 
und gut hiess; alle übrigen Verwandten waren der landläufigen entgegen- 
gesetzten Meinung. Auf eine oder andere Art wusste Tycho sich Reise- 
mittel zu verschaffen und kehrte nach Deutschland zurück. Im April 
1566 ist er in Wittenberg, seit dem 24. September desselben Jahres in 
Rostock und dort traf er wiederholt feindlich mit einem Landsmanne 
Manderup Parsberg zusammen, der ihm schliesslich am 29. December 
in einem nächtlichen Raufhandel die Nase abhieb, so dass Tycho Brahe 
von nun an eine künstliche, aus Gold und Silber angefertigte Nase trug. 
Es hat zur Kennzeichnung des wissenschaftlichen Standpunktes der Zeit 
mehr als nur anekdotischen Werth, dass Tycho Brahe diesen Unfall 
mit seiner Nativität verglich und daraus rückwärts berechnete, sein Vater, 
der seine Geburt auf die Stunde von 9—10 Uhr notirt hatte, müsse sich 
geirtt haben und er um 10 Uhr 47 Minuten geboren sein. In diesen 
Rostocker Aufenthalt fällt auch eine Mondfinsterniss vom 28. October 
1566, welche Brahe voraus ankündigte und infolge derselben den Tod 
des türkischen Kaisers Soliman prophezeite. Durch ein seltsames Spiel 
der Natur starb Solimann wirklich — aber vor der Mondfinsterniss, und 
Tyeho Brahe wusste sich damit auszureden, er habe den Tod eigent- 
lich nach Soliman’s Nativität ausgerechnet, die von der Mondfinsterniss 
unabhängig sei. Derartige Ankündigungen waren wohl geeignet, einem 
jungen Gelehrten in damaliger Zeit Ruhm zu verschaffen. Er war jetzt 
ein in der öffentlichen Meinung gerechtfertigter Astronom, seine Beobach- 
tungen bekamen Werth. Wahrscheinlich dachte er, auch in der Heimath 
werde ein Umschwung in diesem Sinne stattgefunden haben, und kehrte 
im Sommer 1567 nach Hause zurück. Er hatte sich getäuscht. Das alte 
Widerstreben begegnete seinen Neigungen, und wieder verliess er den 
heimathlichen Heerd, um nach Deutschland zu fliehen, denn einer Flucht 
sah allerdings die heimliche Abreise gleich, in deren Folge er am 1. Ja- 
nuar 1568 in Rostock anlangte. Ein Brief aus Rostock vom 14. Jaruar 
an Johann Aalburg in Kopenhagen bittet diesen, von den geheimen Be- 
weggründen zur Reise zu schweigen. Es ist dieses der erste erhaltene 
Brief von Tycho Brahe. Von Rostock aus trat Brahe 1569 eine 
Wanderung durch Deutschland an. An verschiedenen Orten hielt er sich 
auf, am längsten in dem hochgebildeten Augsburg, dessen Patrizier stolz 
darauf waren, den Wissenschaften ihre freie Zeit, ihre reichen Geldmittel 
zu widmen. Die beiden Brüder Johann und Paul Hainzel, Hieronymus 
Wolf, Johann Major waren dort seine Freunde, dort lernte er Petrus 
Ramus bei vorübergehendem Aufenthalte kennen, dort fertigte er den 
ersten Quadranten, liess er 1570 einen colossalen Himmelsglobus aus 
Holz zusammensetzen. In Dänemark war kurz nach Brahe’s neuer 
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Abreise wenigstens in Hofkreisen eine für ihn günstige Wendung ein- 
getreten. König Friedrich II. bewilligte ihm unter dem 14. Mai 1568 
die Einkünfte des nächsten erledigten Canonicats an der Rothschilder 
Domkirche. War inzwischen ein solches frei geworden oder nicht, jeden- 
falls nahm Brahe noch 1570 wieder seinen Aufenthalt in der Heimath. 
So war er bei dem am 9. Mai 1571 erfolgten Tode des Vaters zugegen, 
welchen er in einem vorerwähnten Briefe an seinen ehemaligen Hof- 
meister in rührender Weise beschreibt. Theils auf dem Erbgute, theils 
in dem benachbarten Heritzwad, wo Steen Bille ihm ein Observatorium 
und ein Laboratorium herrichten liess, trieb er nun in den nächsten 
Jahren Sternkunde und Chemie, Wissenschaften, die man damals als 
zusammengehörig betrachtete, da man Gold, Silber und andere Me- 
talle als die irdischen Sterne zu bezeichnen liebte. Wir gelangen zur 
ersten wissenschaftlich. bedeutsamen Entdeckung von Tycho Brahe, 
zur Entdeckung des neuen Sternes in dem Bilde der Cassiopeia am 
11. November 1572. Bis zum Frühjahr 1573 beobachtete er ihn regel- 
mässig und zeichnete die Beobachtungen auf's Sorgfältigste auf. Als er 
alsdann, wie es alljährlich seine Gewohnheit war, eine Reise nach Kopen- 
hagen antrat, dort bei seinem gelehrten Freunde, dem Arzte Johannes 
Pratensis, wohnte, mit dem französischen Gesandten Carolus Dan- 
zaeus verkehrte, waren Beide nicht wenig erstaunt, von genauen Be- 
obachtungen eines Sternes zu hören, dessen Existenz sie nicht einmal 
argwohnten; ja bis Tycho Brahe sie am Abend durch den Augen- 
schein überzeugte, hielt Danzaeus das Ganze für einen Scherz. Brahe 
wollte zunächst von einer Veröffentlichung seiner Abbandlung Nichts 
wissen und liess erst auf vieles Zureden es geschehen, dass Pratensis 
1573 die Herausgabe besorgte. Er selbst hatte während der Zeit mit 
Krankheit zu schaffen. In dieselbe Zeit fällt auch die Verheirathung mit 
Christina, einem Mädchen aus niedrigem Stande, wenn er überhaupt 
gesetzlich mit ihr verheirathet war. Die kaum beigelegten Zwistigkeiten 
mit seiner Familie mochten durch dieses Ereigniss zu neuer Heftigkeit 
entbrennen, und so entstand der Plan zur abermaligen Uebersiedelung 
nach Deutschland, nachdem Brahe im Winter von 1574 auf 1575 auf 
bestimmten Wunsch des Königs astronomische Vorlesungen in.Kopen- 
hagen gehalten hatte. Schon ein Jahr früher muss er einen Abstecher 
nach der später durch ihn so bekannten Insel Hueen gemacht haben, 
wo er am 22. Februar 1574 einige Beobachtungen anstellte.e Im Früh- 
jahr 1575 treffen wir Tycho Brahe allein auf Reisen, um einen Wohn- 
sitz für sich und die Seinen zu suchen. Kassel, wo der Hof des fürst- 
licben Astronomen Wilhelm der Weise ihm lockend erscheinen musste, 
‚Frankfurt, Basel, Regensburg, Augsburg dienen ihm der Reihe nach als 
Aufenthalt. In Basel gefiel es ihm am Besten, und als er Ende 1575 
nach Knudstrup zurückkehrte, dachte er im nächsten Frühjahr dorthin 
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mit Frau und Kind auszuwandern. Da wurde ihm, wie wir jetzt aus 
einem Briefe an Pratensis vom 14. Februar 1576 wissen, am 11. des- 
selben Monats durch königliches Handschreiben das Anerbieten der Insel 
Hueen, an welcher, wie der König sagt, Brahe einmal Gefallen geäussert 
haben solle, was wir wohl mit dem ersterwähnten Ausfluge von 1574 in 
Zusammenhang bringen dürfen. Wenige Monate später starb Pratensis, 
der noch zuletzt in einem beweglichen Briefe den Freund zum Verweilen 
im Vaterlande aufgemuntert hatte. 

Bis zu dieser Zeit etwa (Mitte 1576) gehen die Briefe von und an 
Tycho Brahe, welche in dem .ersten Hefte der neuen Sammlung ab- 
gedruckt sind. Mögen die hier erzählten Lebensverhältnisse den Lesern 
der Briefe das Verständniss einstweilen erleichtern helfen. Unsere Quel- 
len waren: Lebensbeschreibung des berühmten und gelehrten dänischen 
Sternsehers Tycho v. Brahe’s, aus der dänischen Sprache in die 
deutsche übersetzt von Philander von der Weistritz. Kopenhagen 
und Leipzig 1756, und: Kästner, Geschichte der Mathematik Bd. II, 
S. 376 — 412. Göttingen 1797. Einzelnes ergänzten wir aus den Briefen 
selbst. Wir erachten es als unzweifelhaft, jedenfalls als unumgänglich, 
dass der Herausgeber der Briefe mit den späteren Heften eine neue, das 
gesammte Material verwerthende Lebensbeschreibung verbinden werde. 


CANTOR, 


Das Grundgesetz der Kraft, von CARL MırrELAcHER. St. Petersburg, 
H. Schmitzdorf. 8. 86 S. 


Unter vorstehendem Titel giebt der Herr Verfasser eine Uebersicht 
über die neueren Anschauungen, welche durch die obsiegende mecha- 
nische Auffassung der Wärme als die Hauptgrundlagen der theoretischen 
Physik zur allgemeinen Annahme gelangt sind und ihren universellsten 
Ausdruck in dem Prineip von der Erhaltung der Kraft, dem „Grund- 
gesetze derselben‘, gefunden haben. 

Indem der Verfasser den Satz, dass das Wesen aller Dinge in der 
Natur Bewegung sei, an die Spitze seiner Betrachtungen stellt und da- 
mit die Grundanschauung, aus der die folgenden Resultate fliessen und 
ihre universelle Bedeutung erhalten, zum Ausdrucke bringt, ergiebt sich 
ihm sofort der Gegenstand der zunächst zu erledigenden Untersuchung, 
der in den nothwendigen Voraussetzungen der Bewegung, in einem Trä- 
ger und in gewissen zureichenden Gründen besteht. Mit Rücksicht auf 
die principielle Anschauung, dass ersterer, der Stoff, sich aus kleinsten 
Stofitheilen, welche durch keine Ursache der Bewegung weiter zerlegbar 
sind, aufbaue, sind es daher die Begriffe des Atoms und der Kraft, 
welche zunächst Feststellung und Beleuchtung finden; hieran reiht, sich 
die Besprechung der allgemeinsten Unterscheidung dieser beiden Objecte, 
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nämlich einerseits in Materie- und Aetheratome, andererseits in anziehende 
und abstossende Kräfte; aus diesen Betrachtungen hebt sich der funda- 
mentale Satz ab, dass sowohl die Summe des in der Natur vorhandenen 
Stoffes, als auch die Summe der in der Natyr vorhandenen Kraft eine 
unveränderliche Grösse sei. Wie insbesondere die rationelle Construction 
des Kraftbegriffes erforderlich macht, schliesst sich an diese allgemeine 
Untersuchung eine zwar gedrängte, aber doch klare Darlegung der Grund- . 
begriffe der Mechanik eines materiellen Punktes an. Unter Zugrunde- 
legung der so gewonnenen Vorstellungen versucht es nun der Verfasser, 
ein Bild von der physischen Constitution der Körper mit Hilfe des Zwi- 
schengebildes des Moleküls zu entwerfen und eine allgemeine Olassifica- 
tion der Kıäfte, welche in der Molecularwelt anzunehmen sind, nach 
Massgabe der Verschiedenheit ihres Wirkungsgesetzes durchzuführen; den 
Schluss der drei ersten Abtheilungen bildet die Betrachtung der wich- 
tigsten Bewegungsform in der Moleeularwelt, der Schwingungen, deren 
allgemeine Eigenschaften kurz erörtert werden. Das sich unmittelbar 
daran anschliessende Oapitel über „Bewegung und Vorstellung“ glaubt 
der Recensent, als ein Laie auf dem hier betretenen Gebiete, aus dem 
Kreise seiner Besprechung ausschliessen zu dürfen. 

Auf diesen Grundlagen fussend, tritt nun der Verfasser in die Dis- 
cussion der fundamentalen Begriffe der Arbeit, der dynamischen und der 
potentiellen Energie ein, zeigt zunächst, wie dieselben einzeln zusam- 
ınenhängen (Leibnitz’sches Theorem von der Aequivalenz der Arbeit 
und dynamischer Energie, Specialsatz von der Aequivalenz von Arbeit 
und Wärme, Umsatz der dynamischen Energie der Massenbewegung in 
Wärme, Uebergang von Arbeit in potentielle Energie und von dieser 
letzteren in dynamische Energie) und construirt endlich aus der Ver- 
knüpfung dieser Resultate das Prineip von der Erhaltung der Kraft, das 
aussagt, dass „das Weltall einen Vorrath von wandlungsfähiger Kraft 
besitzt, der zum Theil in dynamischer, zum Theil in potentieller Energie 
besteht, dass die eine Form der Kraft unaufhörlich in die andere über- 
geht, aber ibre Summe unverändert bleibt“. Im Verlauf dieser Ent- 
wickelung, der sich noch der nicht minder wichtige Satz anschliesst, dass, 
wie Clausius sich ausdrückt, die Entropie der Welt einem Maximum zu- 
strebe, berührt der Verfasser die Hauptfragen, welche in der mechanischen 
Wärmetheorie Erledigung finden, illustrirt seine theoretische Darlegung 
mit vielen Beispielen und zeigt insbesondere in zwei eigenen Abschnitten 
über den „Ursprung der Himmelskörper‘‘ und über ‚die lebendige Kraft 
der Sonne“, welch’ grossartige Bedeutung und Tragweite die vorgeführten 
Anschauungen besitzen. - 

Wie diese Inhaltsskizze erkennen lässt, bewältigt das oben angezeigte 
_ Schriftehen trotz seines mässigen Umfanges ein sehr reiches Material. 
Als besondere Vorzüge desselben möchte ich seine Vollständigkeit, seine 
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kurze und doch im Allgemeinen klare Fassung und endlich seine treff- 
liche Anordnung betrachten, die den Leser allmälig und ohne besondere 
Anstrengung zum Verständnisse der Summe von Anschauungen, Begriffen 
und Sätzen, die schliesslich in dem Princip von der Erhaltung der Kraft 
concentrirt erscheinen, gelangen lässt. Ich glaube daher mit Recht die- 
ses Schriftchen jenem grossen Kreise von Lesern empfehlen zu dürfen, 
denen es darum zu thun ist, einen gründlichen Einblick in die neueren 
physikalischen Anschauungen zu gewinnen, ohne den damit verbundenen 
mathematischen Entwickelungen folgen zu müssen. Wenn ich nun auch 
im Allgemeinen den Takt, der den Verfasser bei der Wahl und Behand- 
Jung seines Stoffes leitete, lobend anerkennen muss, so kann ich doch 
nicht umhin, einige Punkte hervorzuheben, die meinen Beifall weniger 
gefunden haben. Zweifellos hätte zunächst die geschichtliche Entwicke- 
lung des Gegenstandes mehr Beachtung verdient; auch hätte ich man- 
chem Abschnitte einen weniger abschliessenden Charakter zugelegt ge- 
wünscht: nicht allen Anschauungen, die der Verfasser vorführt, kommen 
gleiche Gewichte zu, welcher Umstand in ihrer Darlegung zum Ausdrucke 
kommen sollte. Mein Haupteinwand richtet sich aber gegen den Titel 
dieses Schriftchens und gegen die darunter sich verbergende Tendenz, 
deren Ursprung leicht zu erkennen ist: Wahrheiten können die physi- 
kalischen Wissenschaften nach der ihnen eigenthümlichen Probe aus der 
Hand des Genius annehmen, auf welchem Wege sie auch ursprünglich 
gefunden sein mögen; aber sie werden sich ängstlich hüten müssen, damit 
zugleich Anschauungen zu erwerben, die nur dem Philosophen geziemen. 

Ich sehe es nämlich als eine natürliche Consequenz gerade unserer 
neueren Anschauungen an, dass für die physikalischen Wissenschaften 
Atom und Kraft als physische Principien der Dinge nie in Frage kom- 
men können. Durch Beobachtung und Versuch vermögen wir nie über 
zusammengesetzte Erscheinungen hinauszukommen, die daher allein unserer 
unmittelbaren Controle zu unterziehen sind. Den physikalischen Wissen- 
schaften kann daher, wie sich Kirchhoff in einer ebenso geistvollen 
als treffenden Weise ausgedrückt hat, nur noch die Aufgabe zufallen, 
die Erscheinungen in einer vollständigen und zugleich in der einfachsten 
Weise zu beschreiben: im Sinne einer mechanischen Auffassung der 
Naturvorgänge können wir es hierbei nur mit Mathematik und mathe- 
matischen Begriffen zu thun haben und müssen die Frage, ob diesen 
letzteren Etwas in der realen Welt entspreche, von unserem Standpunkte 
aus, weil er sie nicht zu beantworten gestattet, als ausgeschlossen be- 
trachten. Wäre uns die Lösung dieser Aufgabe nach einer jeden Be- 
ziehung endgiltig — wofür wir übrigens kein ausreichendes Kriterium 
besitzen — gelungen, so ständen wir dann an der Grenze, die unserem 
Naturwissen gesetzt ist und jenseits deren nur noch die Gedanken des 
Philosophen Befriedigung suchen können. 
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Nach diesen Bemerkungen bedarf es keiner weiteren Erklärung, dass 
ich dem Grundgesetze der Unzerstörbarkeit der Kraft als causa physica 
keine physikalische Bedeutung beilege und die Identificirung desselben 
mit dem Princip von der Erhaltung der Kraft als willkürlich ansehe; 
solche willkürliche Festsetzungen bedrohen aber die Klarheit und sind 
daher streng zu verpönen. Es ist an sich vollkommen gleichgiltig, ‘wie 
wir das, als dessen wandelbare Formen dynamische und potentielle 
Energie gelten, etwa bezeichnen wollen, weil dieser Name von uns weder 
als der Ausdruck, noch als die Quelle einer besonderen Erkenntniss zu 
betrachten ist. Da wir aber über das Wort „Kraft‘‘ schon im Sinne der 
causa mathemalica disponirt und an dem Grundsatze festzuhalten haben, 
dass die Verschiedenheit der Begriffe auch in der Verschiedenheit der. 
entsprechenden Bezeichnungen hervorzutreten habe, so muss ich es für 
unzulässig erachten, dieses Wort in dem eben angegebenen Sinne beizu- 
behalten, anstatt etwa den sich geradezu aufdrängenden Ausdruck der 
Energie zu wählen, 

Die Inconvenienzen, welche aus dem mehrsinnigen Gebrauche des 
Wortes „Kraft‘‘ entspringen, treten insbesondere in dem Capitel über 
„Potentielle Energie und dynamischer Effect‘“ störend hervor und führen 
zu einer höchst eigenthümlichen, nahezu geheimthuerischen, mir wenig- 
stens unsympathischen Behandlung der hier auftauchenden Fragen, zu 
der, wie ein Blick in die auch in dieser Beziehung musterhaften Abhand- 
lungen Clausius’ belehren kann, auch nicht die mindeste begründete 
Veranlassung vorliegt. — Schliesslich möchte ich noch betonen, dass es 
für die Klarheit der Darstellung nicht ganz unerheblich gewesen wäre, 
wenn bei dem Uebergange zur „Kraft als causa malhematica‘“ die Stel- 
lung, welche die Begriffe des materiellen Punktes und des Atoms, des 
elementarsten Trägers der Bewegung, zu einander einnehmen, gebührend 
erörtert worden wäre; mir scheinen sie beide durch die Irrelevanz der 
Dimensionen in mechanischer Beziehung gekennzeichnet zu sein. 


München. Dr. Frıeprıca NARR. 


Dr. W. Eisenlohr’s Lehrbuch der Physik, 11. Auflage, bearbeitet von 
Dr. P. Zecn. Stuttgart, Verlag von J. Engelhorn. 1876. 


Noch einmal soll auch nach dem Tode des ursprünglichen Verfassers 
(1872) dessen vielverbreitetes Lehrbuch seine Kraft erproben, da Herr 
Prof. Dr. Zech eine elfte Auflage des Werkes bearbeitet hat. Wenn ein 
‚Lehrbuch der. Physik, wie das von Eisenlohr, noch bei Lebzeiten des 
Verfassers zehn Auflagen erlebt, wenn es also zu den verbreitetsten 
_Lehrbüchern der Physik überhaupt gehört, so kann man wohl erwarten, 
dass auch eine elfte Auflage, die nach dem Tode des ursprünglichen Ver- 
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fassers erscheint, aber im Sinne desselben gehalten ist, dem gefühlten 
Bedürfnisse Rechnung tragen wird. 

Im Wesentlichen ist der ganze zu bearbeitende Stoff auch in der 
vorliegenden elften Auflage ganz wie früher behandelt worden. Nach 
einer zwei Seiten umfassenden Einleitung, die die Gliederung der sämmt- 
lichen Naturwissenschaften und ihre Methode enthält, giebt der erste 
Abschnitt: Gemeinsame Eigenschaften der Körper, der zweite: Verschie- | 
denheit der Körper, der dritte: Gleichgewicht und Bewegung; der vierte 
handelt von der Wellenbewegung, der fünfte vom Schalle, der sechste 
vom Lichte, der siebente von der Wärme, der achte vom Magnetismus, 
der neunte von der Elektrieität und der zehnte von der Elektrodynamik. 

Der Herausgeber bemerkt in der Vorrede, dass er eine Reihe von 
Gegenständen nicht oder nur ihren Prineipien nach aufgenommen habe, 
Gegenstände, die zweckmässiger für sich gesondert abgehandelt werden. 
Namentlich gilt dies von gewissen physiologischen Dingen, wie von der 
Beschreibung der Sinnesorgane; von gewissen technologischen, wie von 
der Beschreibung der Dampfmaschine und theilweise von den Telegra- 
phen; von gewissen meteorologischen, wie von der Verbreitung der Wärme 
auf der Erdoberfläche und der Elektrieität in der Atmosphäre. Der 
chemische Theil der früheren Auflagen ist ganz weggelassen worden. 

Ebenfalls bemerkt .der Herausgeber in der Vorrede, dass er die 
Wellenlehre, die Akustik und die Lehre vom galvanischen Strome ganz 
umgearbeitet habe, und zwar mehr im Sinne einer bessern Ordnung, als 
einer neuen Darstellung. | 

Endlich fügt der Herausgeber noch bei, dass er die Worte „Atom“ 
und „Molekül“ zu vermeiden gesucht habe und dafür „Theilchen“ oder 
„Massentheilchen“ gebrauche; der Grund war der chemische Sinn der 
beiden Worte ‚Atom‘ und ‚„Molekül“, der den Physiker Nichts angehe 
und weil namentlich das Wort ‚„Molekül‘‘ französischen Ursprungs sei 
und man dafür besser „Molekel‘“ sage, wie z. B. auch ‚Partikel‘, „Ma- 
trikel“ u.s.w. Das Wort ‚fest‘ im Gegensatz zu flüssig und gasförmig 
ist durch das richtigere ‚starr‘ ersetzt. Als Bezeichnung für Maasse ist 
blos m, cm, mm aufgenommen, um Verwirrung zu vermeiden. Flächen- 
und Körpermaasse sind, wo Zweideutigkeit entstehen konnte, nicht ab- 
gekürzt bezeichnet. 

Wir haben hier diesen Worten weiter Nichts beizufügen, als dass 
auch die neueren Fortschritte der Physik im Sinne Eisenlohr’s ver- 
werthet worden sind und dass man wohl hoffen kann, dass, wenn das 
frühere Lehrbuch zehn Auflagen erlebte, die den Errungenschaften der 
Jetztzeit entsprechende elfte Auflage wohl auch einem gefühlten Bedürf- 
nisse nachkommen werde. 


Freiberg, den 12. Juli 1877. Tu. KörrerirzsceH. 
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Die unbegrenzten regelmässigen Punktsysteme als Grundlage einer 
Theorie der Krystallstructur, von Dr. Leonuaro Souncke. Karls- 
ruhe, Braun’sche Hofbuchhandlung. 1876, 


Das vorliegende Werk, das seinem räumlichen Umfange nach auf 
‘nur 83 Seiten kl. 8° und zwei Figurentafeln znsammengedrängt ist,- er- 
scheint als Separatabdruck aus dem 7. Hefte der Verhandlungen des- 
naturwissenschaftlichen Vereins zu Karlsruhe 1876; es setzt die schon 
vieljährigen eingehenden und fruchtbaren Studien des Verfassers, von 
denen die anerkannten Arbeiten: „Die Gruppirung der Moleküle in den 
Krystallen‘“, Pogg. Ann. Bd. 132, S. 75—106, und „Die regelmässigen 
ebenen Punktsysteme von unbegrenzter Ausdehnung“, Borch. Journ. 
Bd. 73, S. 47—100, schen beredtes Zeugniss ablegten, in umfassenderer 
Weise weiter fort. 


Während nämlich der Verfasser mit Bravais noch die Hypothese 
annahm, dass alle Krystallelemente parallel seien, so giebt er in der ver- 
liegenden Untersuchung diese beschränkende Hypothese auf und definirt 
blos: „Krystalle — unbegrenzt gedacht — sind regelmässige unendliche 
Punktsysteme, d. h. solche, bei denen um jeden Punkt herum die An- 
ordnung der übrigen dieselbe ist, wie um jeden andern Punkt.‘ Unter 
Punkt ist hierbei verstanden der Schwerpunkt von Krystallelementen, 
und von einem Krystallelement ist es wiederum ins Belieben gestellt, ob 
man sich darünter Moleküle oder Aggregate von solchen denken will. 
Es ist ohne Weiteres klar, dass eine vollständige takellarische Aufstel- 
lung aller nach dieser Hypothese möglichen regelmässigen Punktsysteme 
auf alle die Kıystallstructurformen führen muss, die überhaupt vom geo- 
metrischen Gesichtspunkte aus möglich sind. 


Die hauptsächlichste Aufgabe, welche nun für den Verfasser vorlag, 
war: „Alle überhaupt regelmässigen Punktsysteme von allseitig unend- 
licher Ausdehnung zu finden.“ Um diese Aufgabe zu lösen, hat der 
Verfasser die Arbeit von Camille Jordan: ‚Mem. s. I. groupes de mouve- 
ments“, Brianchi e Cremona: Anndli di Matematica T. II (1868---1869), 
8. 167-—-215 u. 322— 345, zu Grunde gelegt, die er bei späterer Ge- 
legenheit nochmals revidiren will, da er in der benützten Arbeit einige 
Unrichtigkeiten gefunden hat. 


Es werden sodann alle regelmässigen Punktsysteme entwickelt und 
nochmals tabellarisch zusammengestellt auf den Seiten 68—70. Der 
Verfasser findet 54 derartige Punktsysteme. 

Den Beweis der Vollständigkeit der Jordan’schen Arbeit überlas- 
send, bemerkt der Verfasser mit Recht, dass diese regelmässigen Punkt- 
. systeme nur aus geometrischen Gründen möglich seien; ob auch aus 
mechanischen Gründen, sei eine andere, zur Zeit noch unlösbare Frage. 
Um aber doch der Antwort auf diese Frage näher zu kommen, werden 
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schliesslich noch die gefundenen Punktsysteme in Vergleich gebracht mit 
den geometrischen und physikalischen Eigenschaften der Krystalle. 

Das Schriftchen soll wohl als Vorläufer dienen für ein umfassendes 
Werk, aber man muss nach dem auch auf dem engen Raume dargebo- 
tenen reichen und durchdachten Stoffe die umfassende Arbeit mit Span- 
nung erwarten. 


Freiberg, den 29. Juni 1877. Tu, KöÖrTTErItzsch, 


Il calcolo sulle incognite delle equazioni algebriche, studi analitici del 
Dr. Giovanni Biasi. Verona 1876. 


Dass die Coefficienten einer algebraischen Gleichung, welche die 
einzige in ihr vorkommende Unbekannte in Gestalt von Potenzen mit 
ganzen positiven Exponenten enthält, algebraische Functionen, und zwar 
symmetrische algebraische Functionen der Wurzelwerthe dieser Gleichung 
sind, ist längst bekannt. Nicht bekannt dagegen ist die Functionalität, 
mittelst deren die Wurzelwerthe aus den Coefficienten sich bilden, wenn 
auch die Nothwendigkeit einer solchen umgekehrten Abhängigkeit sofort 
einleuchtet. Herr Biasi hat sich nun die Frage vorgelegt, ob es nicht 
möglich sei, bei aller Unbekanntheit:dieser Functionalität dennoch Gleich- 
ungen zu einer neuen zu combiniren, deren Wurzeln aus den Wurzeln 
der combinirten Gleichungen in vorgeschriebener Weise zusammengesetzt 
sein sollen? Von den drei Gleichungen 


1) | Er + aa" —it.. +am=(0, 
2) tet, 
3) AZ + AZ +... + An 0 


sollen etwa die beiden ersten gegeben und die zu combinirenden Gleich- 
ungen sein; deren Wurzeln sollen &,, &%,, --. &m, beziehungsweise &,, 
&, + &u heissen; man sucht die Combinationsgleichung 3), d. h. deren 
Coefficienten aus den Coefficienten von 1) und 2) herzustellen, unter der 
Bedingung, dass von den Wurzeln Z,, Z,, ... Zn der Gleichung 3) jede 
der Functionalität Z=/f(xı, &) genüge. Diese allgemeinste Aufgabe 
begnügt sich Herr Biasi freilich auszusprechen und ihr den Namen cal- 
colo sulle incognite, Rechnung mit den Unbekannten, beizulegen. 
Zur näheren Untersuchung schränkt er die Aufgabe so weit ein, dass 
jedes Z nicht beliebig aus einem x und einem 5 entstehe, sondern nur als 
+8, het x, a. 
Es leuchtet dabei ein, dass jedes x mit jedem & in Verbindung treten 
kann, so dass die Wurzelwerthe Z ihrer Anzahl nach durch das Product 
der Anzahl der & in die Anzahl der & bestimmt sind, oder mit anderen 
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Worten, dass zwischen den Graden der Gleichungen 1), 2), 3) der Zu- 
sammenhang stattfinden muss 

n—=mXu. 
Soll Z=x—5 sein, so nennen wir die Gleichungen 1), 2) subtractional 


combinirt, soll er sein, so mögen 1) und 2) divisional combinirt 


heissen. Diese beiden Combinationsweisen haben eine ganz besondere 
Wichtigkeit, um zu ermitteln, obszwei gegebene Gleichungen etwa iden- 
tische Wurzelwerthe besitzen. * 

Ist nämlich &«;= &, wo wieder &; eine Wurzel von 1), & eine Wur- 
zel von 2) bedeutet, so giebt es eine Wurzel K, = x — &=0 von 3), 
d. h. das Gleichungspolynom der subtractionellen Combinationsgleichung 
muss durch Z theilbar sein oder es muss sein 4„=0. Sind zwei, drei 
oder noch mehr Wurzeln & und 5 identisch, so enthält das Gleichungs- 
polynom von 3) Z?, Z? oder eine noch höhere Potenz von Z als Factor, 
d. h. die 2, 3,... Coefficienten der niedrigsten Glieder in 3) werden zu 
Null. Kaum anders stellt sich die Sache, wie man leicht übersieht, 
wenn 1) und 2) eine und dieselbe Gleichung bedeuten, die subtractional 
mit sich selbst combinirt werden soll. Die Combinationsgleichung muss 
bier ein durch Z” theilbares Polynom besitzen. Sind aber einzelne Wur- 
zeln von 1) überdies unter sich gleich, also etwa &,=2;, so wird auch 
Z=mn—-ı=0 und Z=2,—&=0, d.h. das Gleichungspolynom 3) 
wird nach Division durch Z” immer noch Factoren Z enthalten, oder es 
werden in der subtractionalen Combinationsgleichung von 1) mit sich 
selbst mehr als nur die m Coefficienten ‘der niedrigsten Glieder ver- 
schwinden, vorausgesetzt, dass die Gleichung 1) mehrfache Wurzeln be- 
sitzt, für deren Nachweis somit in dieser Theorie eine neue Methode 
gewonnen ist. 

Bei der divisionalen Combination zweier Gleichungen ist ersichtlich 
Zu =: —=1, sofern &3=&. Die Gleichung 3) hat aber eine Wurzel 
—=1, wenn +4 +:..+4,.=0 ist. Unter dieser Voraussetzung muss 
'3) durch Z—1 theilbar sein, worauf der Quotient dieser Theilung leicht 
gefunden wird, nämlich 

AyZRri+ (4,44) Zr + (A+A+A)ZRSH... 
rl 

Ist noch eine Wurzel den Gleichungen 1) und 2) gemeinschaftlich, 
so muss auch die eben gefundene Gleichung durch Z=1 erfüllt werden, 
d.h. es muss sein (n—1) 4,+ (rn —2)A,+...+ An„-ı=0 neben der vor- 


* Mit ebendieser Aufgabe beschäftigt sich in etwas anderer Fassung eine 
interessante Abhandlung von Lemonnier in den Comptes rendus de l’academie 
des sciences de Paris, LXXX, 111. 
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her angegebenen Bedingu ngsgleichung. Aehnlich verhält es sich beim Auf- 
treten von noch mehr den Gleichungen 1) und 2) gemeinsamen Wurzel- 
werthen, ähnlich wenn 1) und 2) identisch sind und es sich als Zweck 
der Untersuchung um die Erforschung mehrfacher Wurzeln von 1) handelt. 

Andere bemerkenswerthe Erscheinungen bieten die additionale, die 
multiplicationale, die exponentiale Combination — Namen, deren Bedeu- 
tung wir wohl nicht weiter zu erläutern brauchen. Damit rechtfertigt sich 
die Aufsuchung der Combinationsgleichungen überhaupt, rechtfertigt sich 
die Rechnung mit den Unbekannten. 

Die Ausführung dieser Rechnung beruht selbstverständlich auf der 
Kenntniss der symmetrischen Funetionen der Wurzelwerthe einer Gleich- 
ung, die in Gestalt der Gleichungscoefficienten gegeben sind, und dem- 
zufolge in erster Linie auf der Theorie der symmetrischen Functionen im All- 
gemeinen. Herr Biasi hat diese Theorie auch, soweit es nothwendig war, 
vorausgeschickt und durch Wahl einer ebenso durchsichtigen, als allgemeinen 
Bezeichnung dazu beigetragen, ihre Kenntnissnahme zu erleichtern. Bei 
der Anwendung auf die Aufstellung von Combinationsgleichungen treten, 
wie im Voraus zu erwarten war, die verschiedenen Formen auf, mit 
denen die Schüler moderner Algebra bekannt sind. Wer also dieses 
Gebiet hinreichend beherrscht, wird um so leichter den bald einfacheren, 
bald eomplieirteren Rechnungen des Verfassers folgen, auf deren Inter- 
esse hinzuweisen wir nicht unterlassen wollten, während es uns schwie- 


riger erscheint, sie im Auszuge wiederzügeben. CANTOR. 


Vorlesungen über die im umgekehrten Verhältnisse des Quadrats der 
Entfernung wirkenden Kräfte von Dr. P. G. Leseun&-Diricater, 
herausgegeben von Dr. F. Gruge£, ord. Lehrer an der königl. Dom- 
schule zu Schleswig. Leipzig, B. G. Teubner. 1876. VIII, 1838. 


Wenn Referent an einer andern Stelle, wo es ihm oblag, den Lebens- 
lauf und die wissenschaftliche Bedeutung Dirichlet’s kurz zu schildern 
(Allgemeine deutsche Biographie Bd. V, S. 251— 252) als vorzugsweise 
kennzeichnend für die Vortragsweise, durch welche jener grosse Mathe- 
matiker seine Schüler hinriss, die Klarheit pries, mit welcher er die 
Hauptmomente schwieriger Beweisführungen im Voraus anzudeuten und 
dadurch ein ununterbrochenes geistiges Mitschaffen seiner Zuhörer zu 
ermöglichen wusste, so lag diesem Urtheile die Erinnerung an Selbst- 
erlebtes aus dem Jahre 1852, aber auch die Kenntniss der von Professor 
Rich. Dedekind und von Dr. G. F. Mayer herausgegebenen Vor- 
lesungen über „Zahlentheorie‘‘ und über „Bestimmte Integrale zwischen 
reellen Grenzen‘, in welche letztere die Vorlesungen über „Partielle Dif- 
ferentialgleichungen“ zum grossen Theile mit hineinverarbeitet sind, zu 
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Grunde. Inzwischen hat nun Dr. Grube auch die Vorlesungen über 
die im umgekehrten Verhältnisse des Quadrats der Entfernung wirken- 
den Kräfte der Oeffentlichkeit übergeben, leider zu spät, um in unserer 
biographischen Notiz Berücksichtigung finden zu können, rechtzeitig 
genug, um unser Urtheil mit neuen Belegen zu bestätigen. Konnte man 
schon nach Prof. Heine’s gelegentlicher Bezeichnung dieser Vorlesungen. 
als des besten Lehrbuches über den in ihnen behandelten Gegenstand 
mit hochgespannten Erwartungen an sie herantreten, so werden diese 
Erwartungen noch reichlich übertroffen. Namentlich die obengenannte 
Dirichlet’sche Tugend besitzt das nunmehr im Drucke erschienene 
Collegienheft vielleicht in noch höherem Grade, als die anderen Vor- 
lesungen des Meisters. Wir machen beispielsweise nur auf den in $ 32 
gegebenen Beweis des Dirichlet’schen Prineips aufmerksam, welcher 
ein Muster von Durchsichtigkeit ist. Aber auch in jeder andern Be- 
ziehung, nach Reichhaltigkeit des Inhaltes bei scheinbarer Beschränkung 
des Gegenstandes, nach Eleganz der analytischen und vielleicht in noch 
vorzüglicherer Weise der geometrischen Beweisführungen, nach Fülle der 
geistvollsten Nebenbemerkungen (wir machen nur auf $28 über Functio- 
nalgleichungen aufmerksam) sind diese Vorlesungen geradezu Mustervor- 
träge, den Leser entzückend und niederdrückend durch das Bewusstsein, 
dass solche Vollendung nicht wieder zu erreichen, kaum entfernt nach- 
zuahmen ist. Um so dankbarer sind wir dem Herausgeber, dass er diese 
Vorträge veröffentlichte, dass er sie so veröffentlichte, wie er es gethan 
hat. In einer Vorlesung kann man nicht Alles sagen, und selbst was 
zur Zeit, als eine Vorlesung gehalten wurde, „Alles“ war, ist nach einem 
Zwischenraume von 20 Jahren meistens vielfach nur Bruchstück. Der 
Herausgeber kann sich nun in die Epoche der Vorlesung oder in die 
der Herausgabe versetzen. Im ersteren Falle wird er möglichst getreu 
den Lehrer sprechen lassen, im zweiten wird er von dem Seinigen da 
und dort hinzufügen. Beide Möglichkeiten sind gegeben, für beide haben 
die letzten Jahre Beispiele geboten. Herr Grube ist der Methode ge- 
folgt, welche, wie uns däucht, die Pietät vorschreibt. Er hat die Vor- 
lesungen Dirichlet’s, nicht seine eigene Paraphrase derselben, dem 
Drucke übergeben. Er hat es dadurch verstanden, in uns, wenn wir 
uns einzelne Stellen mit lauter Stimme vorlasen, das Gefühl zu erwecken, 
als hörten wir Dirichlet selbst, sicherlich das untrüglichste Merkmal 
einer genauen Wiedergabe. Alle Bemerkungen, zu welchen Dr. Grube 
befugt und befähigt ist wie irgend ein Mathematiker, sind in einen An- 
hang verwiesen. Noch näher auf den Inhalt eines Werkes einzugehen, 
welches in keiner mathematischen Büchersammlung künftig fehlen wird, 
- halten wir für überflüssig; den allgemeinsten Inhalt bezeichnet der Titel 


zur Genüge. CANTOR. 
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Mathematische Modelle, angefertigt im mathematischen Institut des königl. 
Polytechnikums in München. Serie I. Ausgeführt unter Leitung 
von Prof. Dr. Brır.. Darmstadt, Verlag von L. Brill. 


Ausser den in Paris erschienenen Muret’schen Flächenmodellen, 
die ohne Erläuterung sind und mehr den Zwecken der darstellenden 
Geometrie dienen, und ausser einigen nur sehr speciellen geometrischen 
Untersuchungen zugehörigen Modellen existirten bisher keine allgemein 
zugänglichen Mittel, die schönen Eigenschaften, auf welche besonders 
die Anwendung der Analysis auf die Geometrie der Flächen geführt, zur 
Anschauung zu bringen. Und doch ist die Anregung zum Studium, die 
aus solchen Darstellungen entspringt, allgemein anerkannt; und wie selbst 
die Anregung zu selbstständiger Weiterforschung in diesem an Proble- 
men jeder Art reichen Gebiete nicht unterschätzt werden darf, zeigt die 
Thatsache, dass ein Modell der Krümmungsmittelpunktsfläche des Ellip- 
soids seiner Zeit zu einem genaueren Studium ihrer Doppelcurven theil- 
weise erst hingeleitet hat. 


Wir begrüssen daher die Veröffentlichung der vorliegenden Collection 
von Gypsmodellen. Dieselben sind ursprünglich von Studirenden am 
Münchener Polytechnikum zur Uebung der Anschauung und zur Anwen- 
dung allgemeiner Theorien unter Leitung von Prof. Brill hergestellt 
worden; eine Entstehungsweise, die sie den oben angegebenen Zwecken 
noch näher bringt. Mit den eingehenden Erläuterungen zusammengenom- 
men, sind es bis in das Detail durchgearbeitete Betrachtungen einiger 
wichtiger Probleme der Flächentheorie, überall bis zur Klarlegung der 
gestaltlichen und Realitätsverhältnisse fortgeführt. Im Einzelnen sind es 
folgende Modelle: 


I ist die Rotationsfläche der Tractrix, mit geodätischen 
und Haupttangenten-Curven, modellirt von J. Bacharach. Dies 
ist die schon länger bekannte Fläche von constantem negativem Krüm- 
mungsmasse. Von ihren geodätischen Linien sind mehrere aufgezeichnet, 
die eine genügende Uebersicht über den Lauf dieser Linien überhaupt 
gewähren; ausserdem eine eine geodätische Curve berührende Haupttan- 
gentencurve. 


. 1I. Brennfläche eines Strahlensystems, welche mit der Fläche der 
Krümmungscentra des elliptischen Paraboloids in collinearer 
Verwandtschaft steht. Von L. Schleiermacher. Es ist die letztere 
Fläche, nach einer Richtung hin gedehnt. Hier werden die getrennten 
Modelle der: beiden Mäntel mitgetheilt, sowie das Modell, das beide 
Mäntel vereinigt darstellt. Die analytische Discussion der Gleichung 
der Fläche, insbesondere in Bezug auf die Rückkehreurve und Doppel- 
curve, wird durch Einführung eines Parameters sehr einfach, ebenso die 
Darstellung der reellen Doppelcurve selbst. 
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III. Die Centrafläche des einschaligen Hyperboloids. Von 
W.Dyck. Ebenfalls die getrennten und die vereinigten Mäntel. — Die 
Discussion der Centrenfläche des Ellipsoids ist schon früher von Cayley 
gegeben worden nach einer Methode, die für das Hyperboloid nicht an- 
wendbar ist. Hier werden die Coordinaten der Doppelcurve auf eine 
Weise durch einen Parameter ausgedrückt, die auch bei den übrigen - 
Flächen zweiten Grades (mit Mittelpunkt) brauchbar bleibt. Das Modell 
stellt den Fall dar, in dem diese Doppelcurve, die Durchschnittseurve 
der beiden Mäntel, reell ist. 

IV. Die geodätischen Linien auf dem Rotationsellipsoid. 
Von K. Rohn. 

V. Die geodätischen Linien durch die Nabelpunkte auf 
dem dreiaxigen Ellipsoid. Von K. Rohn. 

Beide führen bekanntlich auf elliptische Integrale. In der Erläute- 
rung werden dieselben eingehend discutirt und ihre Zurückführung auf 
Thetafunetionen und deren Umformung in bemerkenswerther Weise so 
weit entwickelt, dass man die numerische Berechnung vornehmen und 
den- ganzen Verlauf der Curven verfolgen kann. Im ersten Falle sind 
mehrere, im letzten Falle eine Curve aufgetragen, die sich ins Unend- 
liche um die Fläche herumschlingt. Im ersten Falle ist wenigstens für 
den Aequatorialkreis angegeben, in welcher Ausdehnung er kürzeste 
Linie ist, während es wohl wünschenswerth wäre, diese Grenzen über- 
haupt dargestellt zu erhalten. 

Aus dieser Uebersicht geht hervor, dass die Auswahl und die Be- 
handlung der einzelnen Gegenstände dem Zwecke der Förderung der An- 
schauung und des Studiums durchaus entsprechend ist. Fügen wir noch 
hinzu, dass auch die technische Ausführung der Modelle gut ist und die- 
selben auch einzeln abgegeben werden, so können wir ihnen wohl die 
Aufnahme in alle mathematischen Sammlungen voraussagen. 


Mannheim, April 1877. M. NoETHER. 


Physikalisches Repertorium oder die wichtigsten Sätze der elementaren 
Physik, von Borue, Dritte umgearbeitete und vervollständigte 
Auflage. Braunschweig, Vieweg & Sohn. 


Der Anlass zur Veröffentlichung des vorliegenden Buches lag für 
den Herrn Verfasser in der Erfahrung, dass scharf ausgesprochene Ge- 
setze und Regeln, sowie kurze Definitionen bestimmter Begriffe sich dem 
Gedächtnisse des Schülers leicht einprägen und dadurch eine Grundlage 
für weiteres erfolgreiches Voranschreiten gewähren. Dasselbe soll, wie 
die Vorrede mit vollem Rechte hervorhebt und nur recht sehr zur Be- 
herzigung empfohlen werden kann, nicht dazu dienen, in die Wissen- 

Hist.-lit. Abthlg. d. Zeitschr. f. Math. u. Phys. XXIT, 5. 13 
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schaft einzuführen, die lebendige Lehre und das Studium von Lehr- 
büchern entbehrlich zu machen, sondern vielmehr nur dem Ueberblicke 
gewisse feste Punkte bieten und dadurch die Wiederholung erleichtern. 
Der Umstand, dass dieses Buch trotz mannigfacher Concurrenz nun schon 
in der dritten Auflage vorliegt, dürfte wohl an sich schon darthun, dass 
dasselbe dem Bedürfnisse eines grossen Leserkreises und zwar in einer 
gelungenen Weise entspricht. In der That kann eine solche Uebersicht, 
wie sie bier geboten wird, nicht blos dem Lernenden die Wiederholung 
erleichtern, sondern auch überhaupt einem Jeden beim Auffrischen des 
alten Wissens die besten Dienste leisten. Sehr brauchbar ist auch das 
vorliegende Buch als Nachschlagebuch, um sich ohne Zeitverlust über 
Fragen aufzuklären, wie sie z. B. bei der Durchführung einer Arbeit 
im physikalischen Praktikum entgegentreten; die beigegebenen 55 Ta- 
bellen werden es für diesen Zweck um so mehr empfehlen. 

Wenn wir uns sonach auch mit den Zielen und der Ausführung 
dieses Buches im Allgemeinen einverstanden erklären, die Verbesserungen 
und Vermehrungen, die dasselbe in der neuen Auflage erfahren hat, 
anerkennen und demselben, wie der Verfasser, neue Freunde und immer 
weitere Verbreitung wünschen, so müssen wir doch einige Punkte her- 
vorheben, die uns verbesserungsfähig erscheinen. | 

Zunächst möchten wir die Häufung in den Bezeichnungen, wie sie 
z.B. an „Beweglichkeit, Mobilität“ oder an „Theilbarkeit, Divisibilität‘‘ 
zu Tage tritt, zum Mindesten als überflüssig betrachten; auch in der Ein- 
führung neuer Bezeichnungen scheint uns eine möglichst grosse Enthalt- 
samkeit geboten zu sein, und wir würden daher z. B. die Namen Krith 
und Kotyl gerade in dem vorliegenden Buche nicht sehr vermisst haben. 
Auch manche der Definitionen und Erklärungen hätten wir etwas prä- 
ciser gewünscht. So schiene es uns z. B. unbedingt am Platze, in $ 141 
den gleichförmigen Charakter der Bewegung, welche zur Zeitmessung und 
Zeiteintheilung geeignet ist, hervorzuheben. In S 366 bezeichnet Ö nicht, 
wie in den vorhergehenden $$ 361 und 362, die totale Ablenkung über- 
haupt, sondern das Minimum derselben, was jedenfalls im Interesse der 
Klarheit zu betonen gewesen wäre. Für eine künftige Auflage fänden wir 
eine Umarbeitung des Capitels über den Achromatismus angezeigt, da die darin 
enthaltenen unaufgelösten Widersprüche das Verständniss nicht fördern kön- 
nen, Wir haben nicht vor, für eine der beiden Hypothesen über den Zustand 
eines elektrisirten Körpers mit besonderem Nachdruck einzutreten; wir kön- 
nen es aber weder dem Stande dieser Frage, noch dem Charakter des 
vorliegenden Buches für entsprechend erachten, die Symmer’sche An- 
schauung, wie es der Herr Verfasser thut, wie eine ganz überwundene 
zu behandeln: schon der Umstand, dass derselben alle üblichen Bezeich- 
nungen angepasst sind, muss gegen ein solches Verfahren Bedenken er- 
regen. Schliesslich möchten wir noch für die folgende Auflage eine 
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stärkere Berücksichtigung der mechanischen Auffassung der Wärme und 
ihrer Oonsequenzen, die für immer weitere Kreise von der grössten 
Bedeutung werden, anempfehlen, 

München. Dr. Frieprıcn NaRR. 


Geschichte des Prineips der kleinsten Action. Akademische Antrittsvor- 
lesung von Dr. ApoLpnu MAYER, ausserord. Professor der Mathe- 
matik an der Universität Leipzig etc. etc. Leipzig, Verlag von 
Veit & Comp., 1877. 318. 

Die neueste Zeit hat uns zwei speciell die mathematischen Gesetze 
der Mechanik in historisch - kritischem Sinne behandelnde Werke gebracht, 
und wir sind dadurch des grossen Vortheils theilhaftig geworden, die 
allmälige Entstehung der mechanischen Principien bis zu ihrer Quelle 
hinauf verfolgen zu können. Natürlich ward in diesen Darstellungen 
auch das „Princip der kleinsten Wirkung‘ nicht vergessen, allein an- 
gesichts seiner Unfruchtbarkeit wies man ihm doch nur eine untergeord- 
nete Stellung an. Das mochte in einem umfassenderen Werke, welches 
doch vor Allem auf den factischen Erfolg der einzelnen Lehren Gewicht 
legen muss, mit allem Rechte angehen, allein der Historiker als solcher 
musste ebenso selbstverständlich wünschen, eine immerhin höchst inter- 
essante Durchgangsphase des mechanischen Erkenntnissweges genauer 
kennen zu lernen. Hierzu verhilft ihm die unlängst erschienene kleine 
Monographie A. Mayer’s. 

Der Verfasser behandelt sein Thema_in einer von der sonst üblichen 
etwas abweichenden Weise, die auf den ersten Anblick etwas befrem- 
dend erscheinen mag, der man aber hinterher ihre volle Berechtigung 
nicht wird absprechen wollen. Da nämlich der eigentliche Sinn, welchen 
verschiedene Zeiten dem Tenor des betreffenden Prineips unterlegt haben, 
sich so ziemlich vollständig geändert hat, so führt uns der Verfasser 
unmittelbar nach kurzer Skizzirung jener Probleme, aus welchen die 
früheste Formulirung resultirte, in die moderne Auffassung des Princips 
ein, welche rein mathematisch gehalten und des philosophischen oder 
gar teleologischen Reliefs von ehedem gänzlich verlustig gegangen ist. — 
Wir erfahren so, dass die Anregung zur Stellung und Lösung solcher 
Aufgaben von Daniel Bernoulli ausgegangen ist, der sich zuerst 
fragte, ob nicht z. B. die Theorie der Centralbewegung durch die Lehre 
von den Isoperimetern — wie wir sagen würden, die Variationsrech- 
nung — erledigt werden könne, dass dann weiter Leonhard Euler 
diese Frage aufnahm und sodann gewisse einfachste Fälle, noch ohne 
Hereinziehung irgendwelcher metaphysischer Gesichtspunkte, ganz nach 
Bernoulli’s Intentionen durchführte.e Damals war Euler ganz äuf der 
richtigen Fährte. Denn im Anschlusse an Jacobi’s posthume Vor- 
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lesungen über Dynamik zeigt nunmehr der Verfasser, dass für den Fall 
des Bestehens einer Kräftefunction ein gewisses aus den Massen- und 
Bahnelementen der Systempunkte zusammengesetztes Integral ein Mini- 
mum werden muss,* und in diesem Sinne hatte auch Euler zuerst seine 
Vorlage aufgefasst. Da trat plötzlich Maupertuis mit seinem dem 
optischen Gesetze Fermat’s (wenn man will, des Heliodorus von 
Larissa) nachgebildeten aprioristischen ‚‚Princip der kleinsten Menge von 
Action“ auf, und obwohl D’Arcy gleich darauf darthat, welch’ abson- 
derliche Consequenzen dies Princip zulasse, so trat doch gleichwohl 
Euler entschieden auf Maupertuis’ Seite und liess sich sogar herab, 
seine früheren bahnbrechenden Leistungen zu Gunsten jenes herabzusetzen. 
Herr Mayer deutet mit Recht darauf hin, dass gewiss Euler’s fügsamer 
Charakter durch die äussere Stellung seines damaligen Vorgesetzten be- 
einflusst worden sei; man darf unseres Erachtens aber auch nicht ver- 
gessen, wie gern der grosse Analytiker sich naturphilosophischen — zum 
Theil recht. sonderbaren — Speculationeu ** hingab. Der Prioritäts- 
streit, an welchen sich die Namen Samuel König und Voltaire 
knüpfen, wird uns eingehend geschildert; hierauf wendet sich der Ver- 
fasser zu Lagrange, dessen Darstellungsart er genauer untersucht, als 
dies bisher geschehen. So gelingt es ihm, den Nachweis zu führen, dass 
jene Auffassung, welche Bertrand dem Lagrange’schen Enonc& unter- 
legte, eine irrige sei, dass vielmebr principiell Lagrange’s Fassung mit 
jenem berühmten Universalprincip der Mechanik identisch sei, welches 
im Jahre 1835 von Hamilton aufgestellt ward. 

Die leicht lesbare abgerundete Skizze sei hiermit bestens empfohlen. 


Ansbach. Dr. S. GÜNTHER. 


Ueber die Genauigkeit der Längenmessungen mit Messlatte, Messband, 
Messkette und Drehlatte, Von Franz Lorser, Wien 1877, Alfred 
Holder. 8%. 66 8. 


Vollen wissenschaftlichen Werth erhalten Untersuchungen jeglicher 
Art erst durch die Feststellung des Grades der Zuverlässigkeit der Er- 
gebnisse. Häufig unterbleibt diese Feststellung und daher ist eine Arbeit, 
die sich die Aufgabe stellt, die Grenzen der Genauigkeit von bestimmten 


* Das Princip gehört sonach wirklich in die genannte Disciplin und ist nicht, 
wie Dienger meint (Grunert’s Archiv 41. Theil, S. 198), „eine jener in letzter 
Zeit wieder vielfach beliebten Künsteleien, Probleme der Mechanik als solche der 
Variationsrechnung erscheinen zu lassen“. 

** In diesem Sinne sind die — unseres Wissens vom Verfasser erstmalig her- 
vorgehobenen — Aufforderungen Daniel Bernoulli’s, des nüchternen Physikers, 
an seinen berühmten Landsmann von hohem Interesse. Er beschwört ihn, seine 
Zeit doch nicht an solche unfruchtbare Abstrusitäten zu verschwenden. 
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Messungen zu ermitteln, besonders freudig zu begrüssen, namentlich 
wenn sie mit soviel Sorgfalt, Fleiss und Umsicht angestellt wird, wie die 
zu besprechende. | 

In der Einleitung werden die bei Messungen vorkommenden Fehler 
(abgesehen von groben Irrungen) eingetheilt in zufällige, unvermeidliche, 
abwechselnd im einen und im entgegengesetzten Sinne ausfallende, nach 
der Methode der kleinsten Quadratensumme abschätzbare und in constante 
nebst einseitig wirkenden. Letztere entstehen z. B. bei der Längenmes- 
sung auf dem Felde dadurch, dass der Massstab nicht genau in die 
Richtung der zu messenden Strecke gelegt wird, sondern um diese Rich- 
tung schwankt, wodurch das Ergebniss stets zu gross werden muss. Die 
constanten und die einseitig wirkenden werden in den Begriff der regel- 
mässigen Fehler zusammengefasst und der Verfasser versucht die Me- 
thode der kleinsten Quadrate auch zu ihrer Ermittelung anzuwenden, 
Die zur Anwendung kommenden Sätze werden zusammengestellt, kurz 
und elementar begründet. 

Theoretisch ist der regelmässige Fehler der Länge einer gemessenen 
Strecke der ersten Potenz, der mittlere Fehler aber der Quadratwurzel 
der Länge proportional. Durch eine sehr störende Wortauslassung auf 
S. 18 der Schrift wird in diesem Betreff eine schlimme Entstellung her- 
vorgebracht. 

Die älteren Arbeiten werden in ziemlicher Vollständigkeit vorgeführt 
und dann schreitet der Verfasser zur Besprechung seiner sehr zahlreichen 
(6000) eigenen’ Messungen und Vergleichungen. 

Die Genauigkeit einer jeden Messung_hängt ausser von dem Ver- 
fahren und der Güte der Werkzeuge noch wesentlich ab von der Sorg- 
falt und Geschicklichkeit des Ausführenden. Für die praktische Anwen- 
dung haben daher besondere Vorsichtsmessungen, auf welche meist 
eine mehr als gewöhnliche Sorgfalt verwendet wird, keine unmittelbare 
Zahlenbedeutung. Abgesehen von Anderem, erlangen des Verfassers 
Vergleichungen in den Augen des Berichterstatters dadurch besondere 
praktische Wichtigkeit, dass alle Messungen von ständigen Gehilfen (und 
zwar durchgehends denselben, die als sehr verlässig und gewissenhaft 
bezeichnet sind) ausgeführt wurden, also mit einer in der Praxis mög- 
lichen und vorkommenden Sorgfalt und Geschicklichkeit. 

Zunächst ergab sich Bestätigung des theoretisch aus der Lehre der 
kleinsten Quadrate abgeleiteten Gesetzes, die Fortpflanzung des mittleren 
Fehlers sei der Quadratwurzel aus der gemessenen Länge proportional. 

Verglichen wurden: 1. Messungen mit zwei Stück je 4” langen Lat- 
ten längs einer gespannten Schnur und 2. ohne Schnur, 3. mit der Mess- 


. kette (gewöhnliche Einrichtung, 20” lang, Glieder von je 0,2”), 4. mit 


einem Stahlbande (20% lang, Gebrauchsweise wie die der Kette) und 5. 
mit der Di®hlatte oder dem Feldzirkel (2" lang zwischen den Spitzen). 
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Wünschenswerth wären noch vergleichende Messungen mit dem Messrade 
gewesen. Der Verfasser hat sie wohl deshalb unterlassen, weil er einen 
überwiegenden Einfluss der Bodenbeschaffenheit voraussah, 

Die Messungen mit Latten längs gespannter Schnur ergeben sich 
weitaus am genauesten (mittlerer Febler 535 Milliontel), die mit der Kette 
entschieden am ungenauesten (mittlerer Fehler 3000 Milliontel), die mit 
der Drehlatte (2120) und mit dem Stahlbande (2160 Milliontel) annähernd 
gleich genau. Die mittleren Fehler der Messungen 1, 2, 3, 4 und 5 
fanden sich ungefähr in den Verhältnissen 

1:2:6:4:4. 

Der regelmässige Fehler bei Lattenmessung längs gespannter Schnur ist 
sehr klein. Unter der Voraussetzung, er schwinde ganz, lässt sich der 
regelmässige Fehler bei den anderen Messverfahren berechnen und wurde 
gefunden: für Latten ohne Schnur (— 85 Milliontel), Messkette (+ 460 
Milliontel), Stahlmessband (— 320 Milliontel) und Feldzirkel (— 790 Mil- 
liontel), ist also für die Drehlatte weitaus am grössten. Diese regelmäs- 
sigen Fehler werden wohl mit der Bodenbeschaffenheit ziemlich stark 
wechseln. Der für die Kette angegebene Werth hat keine allgemeine 
Bedeutung; der Grad der Spannung, den selbst dieselben, geübten Ge- 
hilfen nicht stets gleich einhalten, zeigt sich von zu bedeutendem Ein- 
fluss. Das entgegengesetzte Vorzeichen wird einer durchschnittlich zu 
starken Spannung zugeschrieben. 

Schliesslich werden Angaben gemacht über die mittlere Geschwin- 
digkeit der Messungen nach den verschiedenen Verfahren. In der Mi- 
nute wurde gemessen von 


2 Gehilfen mit Latten. . 14”, 


2 r „ı Kette). 185, 
2 er „nBandısW nr 20% 
Em „ Feldzirkel 26 ‚, 


Nach des Berichterstatters Erfahrungen müssen des Verfassers Gehilfen 
neben ihrer sonstigen Vorzüglichkeit auch noch Muster von Fleiss sein. 


Aschaffenburg. C. Bonn. 


Bibliographie 
vom 16. Juni bis 15. Juli 1877. 


Periodische Schriften. 


Jahrbuch, kleines nautisches, für d. Jahr 1878. Bremerhaven, v. Van- 
gerow. 60 Pf. 
Jahrbuch über die Erfindungen und Fortschritte auf dem Gebiete der 
Maschinentechnik und mechanischen Technologie, herausgeg. von 

F. Neumann. 5. Jahrg. 1877, 2. und 3. Heft. Leipzig, Knapp. 
| 1 Mk. 20 Pf. 
Bibliolheca historico-naturalis, physico-chemica et mathemalica, herausgeg. von 
A. Metzger. 26. Jahrg., 2. Heft, 1876. Göttingen, Vandenhoeck 
& Ruprecht. 1 Mk. 
Repertorium der literarischen Arbeiten aus dem Gebiete der reinen und 

angewandten Mathematik. 1. Bd., 5. Heft. Leipzig, Teubner. 

1 Mk. 20 Pf. 
Sitzungsberichte der mathem.-physikal. Classe der königl. bayr. Akademie 
d. Wissensch, 1877, 1. Heft. München, Franz. 1 Mk. 20 Pf. 
Vierteljahrsschrift. der astronomischen Gesellschaft, herausgegeben von 
E. ScuönreLp und A. Wınnecke. 12. Jahrg., 1. Heft. Leipzig, 
Engelmann. ee 1 Mk. 50 Pf. 
Abhandlungen, herausgegeben von der Senckenbergischen naturforschen- 
den Gesellschaft. 11. Bd., 1. Heft. Frankfurt a. M., Winter. 12 Mk. 
Vierteljahrsschrift der naturforschenden Gesellschaft in Zürich. 22, Jahrg., 
1. Heft. Zürich, Höhr. 3 Mk. 60 Pf. 


Reine Mathematik. 


Reye, Geometrie der Lage. 2. Aufl. 1. Abth. Hannover, Rümpler. 5 Mk. 
Fort und ScarömiteH, Lehrbuch der analytischen Geometrie. 1. Thl.: 
Analytische Geometrie der Ebene, von O. Fort. 4. Aufl. Leipzig, 


Teubner. 4 Mk. 
Pıorek, Einleitung in die kinematische Geometrie. Hildesheim, Gersten- 
berg. 1 Mk. 50 Pf. 
FRISCHAUF, J., Elemente der Geometrie. 2. Aufl. Leipzig, Teubner. 
2 Mk. 
KLEKLER, K., Die Methode der darstellenden Geometrie. Ehendas. 
4 Mk. 40 Pf. 


NEUMANN, C., Untersuchungen über das logarithmische und Newton’sche 


Potential. Ebendas. 10 Mk. 
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Rorrox, H. L., Neuere Geometrie für die oberen Classen der Realschu- 


len und Gymnasien. Schleswig, Bergas. 1 Mk. 50 Pf. 
GÜNTHER, S., Lehrbuch der Determinantentheorie, 2, Aufl. Erlangen, 
Besold. 5 Mk. 


Rapp, J.N., Lehrbuch d. Arithmetik. Ingolstadt, Ganghofer. 1 Mk. 60 Pf. 


Angewandte Mathematik. 
MEYERHOFEN, R., Mathematisch -technisches Lehr- und Handbuch. 1. Thl., 


4. Lief. Strassburg, Schneider. 75 Pf. 
LAUNHARDT, Das Massennivellement. 2. Aufl. Hannover, Schmorl & 
v. Seefeld. 2 Mk. 
Jorpan, W., Handbuch der Vermessungskunde. 2. Aufl. 1. Lief. Stutt- 
gart, Metzler. 5 Mk. 
RünuLmann, M., Allgemeine Maschinenlehre 3. Bd., 1. Hälfte. 2. Aufl, 
Braunschweig, Schwetschke & Sohn, 7 Mk. 60 Pf. 
Ort, E., Elemente der Mechanik. Zürich, Schulthess. 4 Mk. 
Neuus, C., Ueber graphische Integration und ihre Anwendung in der 
‚graphischen Statik. Hannover, Rümpler. 8 Mk. 


Physik und Meteorologie. 


HermnoLtz, H., Die Lehre von Tonempfindungen, als physiologische 
Grundlage f.d. Theorie d. Musik. Braunschweig, Vieweg & Sohn. 12Mk. 
Vocer, H. W., Praktische Spectralanalyse irdischer Stoffe. Nördlingen, 
Beck. | 8 Mk. 
WACHNnER, C., Historisch-kritische Uebersicht über die Hageltheorien. 
Rotterdam, van Hengel & Eeltjes. 6 Mk. 
Rıedet, J., Populäre Physik oder leichtfassliche Naturlehre. 3. Aufl. 
Heidelberg, Groos. 2 Mk. 40 Pf. 
Taıt, P. G., Vorlesungen über einige neuere Fortschritte d. Physik, deutsch 
herausgegeben von G. Wertheim. Braunschweig, Vieweg. 5 Mk, 
Reis, P., Neue elektrische Maschinen, insbes. die magnet -elektr. Maschi- 
nen u. deren Anwendungen. Leipzig, Quandt & Händel. 2 Mk. 25 Pf, 


Berichtigung. 


In dem Supplementhefte zur historisch-literarischen Abtheilung bitten wir 
in der Uebersetzung der Abhandlung über die homocentrischen Sphären folgende 
Druckfehler zu verbessern: 

S. 124 Z. 8 soll heissen: „was den damaligen Griechen nicht gleich war“. 

S.138 2.3 v. u. soll heissen: „welche auf ihrer Oberfläche zwei entgegengesetzte 
Pole P trägt“. 

$.157 Z. 14 und 15 soll heissen: „und mit der synodischen Bewegung des Pla- 
neten ist sein unregelmässiger Lauf bezüglich der Sonne und seine 
Bewegung nach der Breite vollständig bestimmt“. 

5.171 2.9 v. u. soll heissen: DSRERBSTELE (statt beschrieb). 


München. W. Horn. 
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Recensionen. 


Pappi Alexandrini Collectionis quae supersunt e libris manu scriptis 
edidit latina inlerpretatione et commenlarüs instruxil Fridericus 
Hultsch. Volumen II. Insunt librorum VI et VII reliquiae. Berolini 
apud Weidmannos 1877. VIII, 473— 1020. 


Im XXI. Bande dieser Zeitschrift, historisch - literarische Abtheilung 
S. 70— 80, haben wir ziemlich eingehend über das Erscheinen des ersten 
Bandes der neuen Pappus- Ausgabe berichtet, heute wird uns die Freude, 
die gleiche Aufgabe gegenüber dem zweiten Bande erfüllen zu können, 
Wir setzen voraus, dass unseren Lesern jene frühere Anzeige zu Gebote 
stehe, und knüpfen an den damals abgebrochenen Faden an, indem wir 
eine vielleicht nieht unwichtige Nachtragsbemerkung als Verbindung 
wählen. 

Als wir S. 79 das 5. Buch des Pappus besprachen, wussten wir von 
Zenodorus, dem Verfasser einer Schrift über isoperimetrische Figuren, 
welcher Archimed’s Schriften benutzte, selbst von Pappus und von 
Theon von Alexandrien benutzt ward, sonst kein chronologisch ver- 
werthbares Moment anzugeben. Die Grenzjahre seiner Lebenszeit waren 
demnach 200 vor und 300 nach Christus. Heute glauben wir diese ein 
halbes Jahrtausend umfassende Zwischenzeit auf die Hälfte einschränken 
zu können. M. Fabius Quintilianus lebte nach den Angaben der 
römischen Literaturgeschichten etwa in den Jahren 35—95. Im TI. Buche 
seiner Instilutio oratoria (I, 10, 39—-45, edit. Halm, Leipzig 1868, 8. 62) 
findet sich folgende Stelle: ‚Wer wird einem Redner nicht vertrauen, 
wenn er vorbringt, der Raum, der innerhalb gewisser Linien enthalten 
sei, müsse der gleiche sein, sofern jene Umfassungslinien dasselbe Maass 
besitzen? Doch ist dieses falsch, denn es kommt sehr viel darauf an, 
von welcher Gestalt jene Umfassung ist, und von den Geometern ist 
Tadel gegen solche Geschichtsschreiber erhoben worden, welche da glaub- 
ten, die Grösse von Inseln werde zur Genüge durch die Dauer der Um- 
schiffung gekennzeichnet. Je vollkommener eine Gestalt ist, um so mehr 
Raum schliesst sie ein. Stellt daher jene Umfassungslinie einen Kreis 

Hist.-lit. Abthlg. d. Zeitschr. f. Math. u. Phys. XXII, 6. 14 
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dar, welches die vollkommenste der Gestalten der Ebene ist, so schliesst 
sie mehr Raum ein, als wenn sie bei gleicher Küstenstrecke ein Quadrat 
bildete. Das Quadrat hinwieder schliesst mehr Raum ein als das Dreieck, 
das gleichseitige Dreieck mehr als das ungleichseitige.‘‘ Unseres Wissens 
hat von Mathematikern zuerst Jean Borrel (Buteo) in seinen Opera 
Geomelrica, Lyon 1554, eine Abhandlung Ad locum Quintiliani geomelricum 
explanatio veröffentlicht. Kaestner (Gesch. der Matbematik I, 470) sagt 
darüber: „Die geometrische Stelle Quintilian’s befindet sich im ersten 
Buche Instit. Orat. und betrifft den Irrthum, Inhalt der Figuren aus ihrem 
Umfange zu schätzen.‘ Als wir unsere Agrimensoren verfassten, war 
uns leider diese Bemerkung entgangen, sonst hätten wir sicherlich damals 
schon der ÖOriginalstelle nachgespürt und aus derselben die nach zwei 
Seiten hin wichtigen Folgerungen gezogen: erstlich dass mit grosser 
Wahrscheinlichkeit Zenodorus, dessen Resultate Quintilian gekannt 
zu haben scheint, vor diesem, also etwa vor dem Jahre 90, gelebt 
haben muss, zweitens dass zu Quintilian's Zeiten wissenschaftlich ge- 
bildete Männer von der Art dieses Schriftstellers selbst auf Geometrie 
sich wohl verstanden, wenn auch die grosse Menge Nichts von solchen 
Dingen wusste. Dürfen wir bei dieser Gelegenheit eine griechische Paral- 
lelstelle zu Quintilian anführen, so verweisen wir auf Polybius, der 
um 130 v. Chr. (IX, 21 edit. Hulisch, pag. 686) erzählt, dass es Leute 
gebe, die nicht begreifen könnten, dass Lager bei gleicher Umwallung 
verschiedenes Fassungsvermögen besitzen. Eine späte Bestätigung liefert 
Proclus (edit. Friedlein pag. 237): „Es ist also, wie ich sagte, dass 
auch bei Gleichheit des Umfanges Räume ungleich sind; und Manche 
haben bei der Theilung von Feldern ihre Gesellschafter über’s Ohr ge- 
hauen, indem sie ein grösseres Feld mit Bezugnahme auf die Gleichheit 
des Umfanges für sich nahmen.“ Unter den nach Quintilian tadelns- 
werthen und getadelten Geschichtsschreibern nennen wir endlich keinen 
geringeren als Thukydides, der, ein Zeitsgenosse Plato’s in Athen, 
eines ähnlichen Trugschlusses sich schuldig machte (VT,1 edit. Rothe, 
pag. 95). 

Der neue Band beginnt mit dem 6. Buche der Sammlung. Dieses 
stellt sich in einer Ueberschrift die Aufgabe, Auflösungen zu den Schwie- 
rigkeiten zu liefern, welche in dem sogenannten uıxg09 06T00v0n0VuEVog 
enthalten sind. Der „Kleine Astronom‘‘ war selbst eine Sammlung von 
Schriften, deren Studium nach dem der Elemente des Euklid und vor 
dem des grossen Universalwerkes der Astronomen, des Almagestes des 
Ptolemaeus, eingeschoben werden musste, wenn letzteres allden Nutzen 
schaffen sollte, dessen.es fähig war. Ob der kleine Astronom eine end- 
giltig begrenzte Sammlung war, ob nicht vielmehr der an sich lose Zu- 
sammenhang gestattete, bald diese, bald jene kleinere Schrift aufzunehmen 
oder auszuschliessen, dürfte zweifelhaft sein. Für die zweite Auffassung 
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spricht der einigermassen verschiedene Inhalt morgenländischer Ueber- 
setzungen und Bearbeitungen dieser Sammlung, über welchen unser ge- 
lehrter Mitarbeiter Dr. Moritz Steinschneider unter dem Titel „Die 
mittleren Bücher der Araber und ihre Bearbeiter‘ im X. Bande dieser 
Zeitschrift S. 456— 498 ausführlich berichtet hat. Der Commentar des 
Pappus verbreitet sich über nachfolgende Bücher: 1. Die Sphärik des 
Theodosios, 2. die Abhandlung des Autolykos über die sich drehende 
Kugel, 3. die des Theodosios über Tag und Nacht, 4. die des Ari- 
starehos über Grösse und Entfernung von Sonne und Mond, 5. die 
Optik des Euklides, 6. die Phänomena desselben Verfassers. 7. Ein 
Commentar des Menelaos zu dem unter 6 genannten Werke sollte zwar 
nach einer (pag. 602 lin. 1) durch Pappus gegebenen Zusage auch noch 
erläutert werden, doch findet sich davon in dem auf uns gekommenen 
Texte des Pappus keine weitere Spur. Zur Herausgabe gerade dieses 
6. Buches der Sammlung des Pappus konnte dureh Herrn Hultsch 
Material benutzt werden, welches Jahrhunderte lang für die Wissenschaft 
verschwunden war. Bei dreimonatlichem Aufenthalte in Italien im Jahre 
1876 ist es Herın Hultsch geglückt, neue Handschriften des Autoly- 
kos, sowie des Theodosios aufzufinden und abzuschreiben, welche 
theils Unbekanntes, theils mangelhaft Bekanntes in wesentlich neuer Form 
kennen lehren. Die getreue Veröffentlichung dieser ganzen Texte stellt 
die unermüdliche Arbeitskraft des Herausgebers uns in künftige Aussicht; . 
gegenwärtig konnte er dieselben schon bei der Kritik des Wortlautes des 
Pappus an nicht wenigen schwierigen Stellen benutzen, und die reich- 
lich der Uebersetzung beigegebenen Anmerkungen lassen uns die Wich- 
tigkeit jener Benutzung nur um so deutlicher erkennen. Was den eigent- 
lichen Inhalt des 6. Buches des Pappus betrifft, so müssen wir vielleicht 
einem möglichen Irrthum vorbeugen. Es wäre nicht undenkbar, dass der 
Zweifel laut würde, wie denn Erläuterungen zu astronomischen Schriften 
in den Rahmen eines der Hauptsache nach geometrischen Autors passen 
wollen, und derartige Erwägungsgründe waren es auch, welche Herrn 
Gerhardt veranlassten, das 6. Buch ohne Weiteres dem Pappus ab- 
und dafür dem Theon von Alexandrien zuzusprechen. (Vergl. hist.- lit. 
Abtheilung von Bd. XXI dieser Zeitschrift, S. 41.) Dem gegenüber be- 
merken wir, dass die Erläuterungen des 6. Buches ihrer grössten Mehr- 
zahl nach geometrischer Natur sind und demzufolge in keinerlei Gegen- 
satz weder zu den vorhergehenden, noch zu den folgenden Büchern 
treten. Ä 
Wer die Elemente des Euklid inne hat und von ihnen aus der 
Astronomie sich zuwenden will, bedarf, wie vorher bemerkt, des Studiums 
der im 6. Buche erläuterten Schriften. Wer, mit den allgemeinen Ele- 
menten vertraut, erlernen will, wie man durch Construction mannigfacher 


Linien die Auflösung gestellter Aufgaben vollende, bedarf dazu eines 
14* 
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anderweitigen eigenen Uebungsstoffes, der unter dem Namen des aufgelös- 
ten Ortes von Euklides, von Apollonios von Pergä, von Aristaios 
dem Aelteren behandelt worden ist. Die hierzu nothwendigen Hilfssätze 
und Erläuterungen hat Pappus in seinem VII. Buche vereinigt, ein 
Parallelismus, auf welchen wir bei früherer Gelegenheit schon aufmerk- 
sam gemacht haben und welcher die Zusammengehörigkeit des 6. und 
7. Buches bestätigt. Gleichwie im 6. Buche Unterabtheilungen nach den 
erläuterten Schriften gebildet sind, so verhält es sich auch bei dem 
7. Buche mit ähnlicher Angabe des Namens der Schriften, welche Pap- 
pus dabei im Auge hatte. Pappus nennt: die Daten des Euklides, 
den Verhältnissschnitt, den Raumschnitt, den bestimmten Schnitt, die 
Berührungen des Apollonios, die Porismen des Euklides, dann wieder 
von Apollonios die Neigungen, die ebenen Oerter, die Kegelschnitte, 
endlich die körperlichen Oerter des Aristaios, die Oerter auf der Ober- 
fläche des Euklides, die mittleren Proportionallinien des Eratosthenes 
(pag.636). Wir bemerken, dass wir hier diejenigen deutschen Namen benutzt 
haben, deren Herr Gerhardt in seiner mit Uebersetzung versehenen Aus- 
gabe des 7. und 8. Buches des Pappus (Halle 1871, S. 5) sich bedient. 
Dieser Uebersetzung entgegen verstehen wir jedoch die sich anschliessenden 
Worte des Pappus nicht: „Es sind dies 33 Bücher, von deren Inhalt, bis 
auf die Kegelschnitte des Apollonios, Kenntniss zu nehmen ich Dir an- 
empfehle“, sondern wir nehmen mit Herrn Hultsch an, Pappus sage: 
„Es sind dies 33 Bücher, deren Inhalt bis zu den Kegelschnitten des 
Apollonios ich Dir übersichtlich herausgestellt habe‘, eine Behauptung, 
welcher auch in der That der ganze Text des Pappus bis 8. 682 ent- 
spricht, d. h. Dasjenige, was Chasles in seiner Geschichte der Geo- 
metrie die Vorrede des 7. Buches nennt, diesen Begriff weiter ausdehnend, 
als man es sonst wohl gewohnt ist. Aus diesen Auszügen Bemerkens- 
werthes hervorzuheben, ist nicht mühsam. Wir führen zunächst zwei 
Stellen aus der Inhaltsangabe der Berührungen an, deren hohe geschicht- 
liche Bedeutung, unseres Wissens noch nie erkannt, uns gleichfalls gegen- 
wärtig ganz neu und überraschend auffiel. 

Pappus sagt $. 646: ds av reıwv yao avouolwv yermv roLddeg 
dia pogoı &rertoı yivovra ı und 8.648: 4 reıwv yao dıapoomrv Tıv@v 
Övades Kraxroı dıapogoı yivorzaı to srAngog 5. In moderner Sprache heisst 
dieses aber: aus 3 Elementen lassen sich 10 Combinationen mit Wieder- 
holung zur Classe 3, 6 dergleichen zur Classe 2 bilden. Damit ist die 
erste Spur combinatorischer Betrachtungen bei einem grie- 
chischen Mathematiker aufgefunden und dadurch wenigstens neben 
der hochentwickelten Combinatorik indischer Schriftsteller ein selbststän- 
diges europäisches Auftreten dieses Capitels der Denklehre gesichert. Ob 
wir freilich jene combinatorischen Bemerkungen bis zu Apollonius ver- 
folgen dürfen, ob wir sie für Pappus in Anspruch zn nehmen haben, 
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bleibt mindestens fraglich, so lange die zwei Bücher über Berührungen 
nicht wieder aufgefunden sind. Wir persönlich haben den Eindruck, als 
sei allerdings erst ein Zusatz des Pappus in jenen Worten enthalten, 
ein Zusatz, wie er sich deren an so vielen Orten auch bei scheinbarer 
Berichterstattung erlaubt. 

„ Eine andere höchst bemerkenswerthe und mehrfach bemerkte Stelle 
aus der Inhaltsanzeige der Kegelschnitte des Apollonius pag. 678 spricht 
die Aufgabe aus, welche seit Descartes den Namen der Aufgabe des 
Pappus im engeren Sinne führt, und kurz darauf pag. 682 befindet sich 
die Regel zur Bestimmung des Körperinhaltes von Umdrehungskörpern, 
welche im XVII. Jahrhundert ohne Quellenangabe durch Paul Guldin 
neu veröffentlicht wurde und mit nicht selten sich wiederholender Un- 
gerechtigkeit der Benennung seitdem als Guldin’sche Regel durch 
die Lehrbücher sich forterbt. 

Nach den allgemeinen Inhaltsanzeigen der vorerwähnten Schriften 
lässt Pappus eine grosse Anzahl von Hilfssätzen zu den Büchern des 
Apollonius über den Verhältnissschnitt und den Raumschnitt (pag. 684), 
über den bestimmten Schnitt (pag. 704), über die Neigx.gen (pag. 770), über 
die Berührungen (pag. 820), über die ebenen Oerter (pag. 852) folgen; darauf 
weitere Hilfssätze zu den Porismen des Euklid (pag. 866), zu den Kegel- 
schnitten des Apollonius (pag. 918), endlich zu Euklid’s Oertern auf 
der Oberfläche (pag. 1004). 

Von allen diesen Werken sind uns einzig die Kegelschnitte des 
Apollonius erhalten. Nur an diesen lässt sich daher eine Prüfung 
anstellen, wie eng die Beziehungen sein mögen, welche zwischen den 
sogenannten Hilfssätzen oder Lemmen des Pappus und den Schriften, 
welchen er sie zuordnet, obwalten. Diese Prüfung, längst angestellt, hat 
erkennen lassen, dass Pappus seiner geometrischen Phantasie kaum 
irgendwelche Fesseln anlegte, dass er bei dem Studium eines Buches viel- 
mehr Anregung zu Untersuchungen fand, die dem Gegenstande des 
Buches selbst recht fremdartig waren, dass also das Wort Hilfssätze bei 
ihm kaum anders zu verstehen ist, als in dem Sinne von Sätzen, welche 
Pappus etwa zur Zeit, als er das betreffende Buch durcharbeitete, er- 
dachte. Damit büssen die Lemmen nun allerdings einen guten Theil 
ihrer historischen Verwerthbarkeit zur Wiederherstellung der verlerenen 
Schriften, zu welchen sie gehören, ein, und der grosse Nutzen, den 
Chasles von ihnen zu seiner meisterhaften Neuschaffung der euklidischen 
Porismen gezogen hat, ist nur ein weiterer Beweis, wenn es eines sol- 
chen bedürfte, für die Genialität des französischen Geometers. Chasles 
befand sich eben hier auf einem Boden, zu dessen Bearbeitung seine 
Geistesrichtung wunderbar sich eignete, wie denn überhaupt eine geistige 
Verwandtschaft zwischen Pappus und Chasles Jedem auffallen mass, 
der mit den Schriften der beiden durch anderthalb Jahrtausende getrenn- 
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ten Gelehrten sich vertraut macht. Bei Beiden erkennen wir denselben 
geometrischen Scharfsinn, dieselbe Gabe, einen erhöhten Standpunkt zu 
gewinnen, dieselben historischen Neigungen, verbunden mit der Freude 
daran, fast mehr zwischen den Zeilen, als auf den Zeilen der Schrift- 
steller zu lesen. So hat auch Chasles in seiner Geschichte der Geo- 
metrie sich ausführlicher als mit irgend einem Werke des Alterthums mit 
der Sammlung des Pappus, insbesondere mit dem 7. Buche derselben 
beschäftigt. Er hat in den Lemmen zum bestimmten Schnitte die Lehre 
von der Involution von sechs Punkten wiedererkannt; er hat aus den 
Lemmen zu den Berührungen die Aufgabe hervorgehoben, durch drei in 
einer Geraden gelegene Punkte ebenso viele Gerade zu ziehen, welche 
ein Sehnendreieck in einem gegebenen Kreise bilden; er hat die Lehre 
von der Constanz des anharmonischen Verhältnisses einem Lemma zu den 
Porismen entlockt; er hat gezeigt, dass ein Lemma zu den Oertern auf 
der Oberfläche den Satz enthält, dass die Entfernungen eines jeden 
Punktes irgend eines Kegelschnittes vom Brennpunkte und der zu dem- 
selben gehörigen Leitlinie in constantem Verhältnisse stehen, ein Satz, 
welcher sich in den Kegelschnitten des Apollonius nicht findet. 

Wir wollen hier nicht auf den Abweg gerathen, Alles zu wieder- 
holen, was unsere Leser über diesen Gegenstand in der Geschichte der 
Geometrie von Chasles (deutsche Uebersetzung S. 31— 41) in aller Aus- 
führlichkeit entwickelt finden, wir wollen nur zwei Dinge erwähnen, an 
welchen Chasles absichtlich oder zufällig vorübergegangen ist. 

Unter den Lemmen zum Verhältnissschnitte und Raumschnitte des 
Apollonius ist 8. 694 der Satz bewiesen, dass das Product z(a— x) 


». . a 
zu einem Maximum werde, wenn In und unter den Lemmen zu 


den Berührungen desselben Verfassers S. 840 ist der Lehre von den 
Aehnlichkeitspunkten zweier Kreise bereits soweit vorgearbeitet, als 
wenigstens bekannt ist, dass die Verbindungsgerade der entgegengesetzten 
Endpunkte paralleler Halbmesser zweier sich äusserlich berührender Kreise 
durch den Berührungspunkt geht. Eine zu pag. 852 befindliche Figur legt 
zwar die Vermuthung weiterer Vertiefung in diese Theorie nahe, doch 
ist die Benutzung des Aehnlichkeitspunktes hier eine fast zufällige. 
Somit haben wir versucht, unsere Leser wenigstens im Allgemeinen 
mit dem Inhalte der Sammlung des Pappus bekannt zu machen, soweit 
sie bis zum Ende des zweiten Bandes der neuen Ausgabe weitergeführt uns 
vorliegt. Wir können zum Schlusse nur wiederholen, was wir als Urtheil 
über den ersten Band aussprachen. Herr Hultsch hat sich durch Textes- 
kritik, durch eine lesbare, verständliche lateinische Uebersetzung, durch 
die zahlreichen vortrefflichen Anmerkungen als seiner Aufgabe durchaus 
gewachsen gezeigt und uns nur noch begieriger auf den dritten und letz- 
ten Band gemacht, der nächst dem 8. Buche der Sammlung eine jener 
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gelehrten und interessanten Vorreden oder Nachreden bringen muss, wie 


sie Herr Hultsch zu schreiben weiss. CANTOR 


Studien zur Geschichte der mathematischen und physikalischen Geographie 
von Dr. SıeGMunD GÜNTHER. 1. Heft: Die Lehre vonder Erd- 
rundung und ErdbewegungimMittelalter beiden Ocei- 
dentalen. 2. Heft: Die Lehre von der Erdrundung und 
Erdbewegung im Mittelalter bei den Arabern und He- 
bräern. Halle bei L. Nebert, 1877. 


Der Titel der Hefte giebt ziemlich genaue Auskunft über deren 
Inhalt. In dem ersten Hefte verfolgt der Verfasser die Veränderungen, 
welche die Kenntniss von der Gestalt und den Bewegungen der Erde, 
die bei den Griechen, wie wir namentlich seit Schiaparelli’s For- 
schungen auf diesem Gebiete wissen, schon recht nahe mit dc. Wahrheit 
übereinstimmten, während der Zeit vom Auftreten der Kirchenväter bis 
zu Nicolaus Copernicus erlitten. In dem zweiten Hefte löst er die- 
selbe Aufgabe in Bezug auf arabische und jüdische Schriftsteller, jene 
vom Beginn der arabischen Literatur, also etwa vom letzten Viertel des 
VIII. Jahrhunderts an, diese von der Zeit um Uhristi Geburt an durch- 
musternd, leider mit Weglassung der Gnostiker in Alexandrien, welche 
somit, da auch Schiaparelli sie umgehen musste, gar nicht zur Behand- 
lung gekommen sind, während wir, wie wir in der Jenaer Literaturzei- 
tung vom 23. Juni 1877 angedeutet haben, diese Behandlung als frucht- 
bringend erwarten. Der für beide Hefte gemeinsame Hauptname zeigt 
ebenso, wie die durch beide Hefte sich fortsetzende Pagination, dass 
Herr Günther diese Studien fortzusetzen beabsichtigt, wofür man ihm 
nur zum Voraus dankbar sein kann. Seinen brieflichen Mittheilungen 
entnehmen wir, dass ein drittes Heft mit der S. 14 des ersten Heftes 
vorübergehend angezogenen Anschwellungshypothese und deren histo- 
rischer Entwickelung, ein viertes mit kartographischen Dingen aus dem 
XVI. Jahrhundert sich beschäftigen soll. 

Gleich auf S.5 entzieht Herr Günther einen Mann der unverdien- 
ten Vergessenheit in wissenschaftlichen Kreisen, der wohl zuerst im 
Abendlande richtige Ansichten über die Erdgestalt besass und sie zu 
äussern wagte: den heil. Virgilius von Salzburg. C. J. Böttcher 
(Germania Sacra, Leipzig 1874, 8. 1338) weiss von ihm Folgendes zu 
melden: „Um 745 ward St. Virgilius aus Irland Abt von St. Peter. 
Er ward, nachdem er längere Zeit als einfacher Presbyter das Bisthum 
verwaltet hatte, 767 zum Bischof geweiht, hatte mit dem heil. Bonifa- 
cius einige Lehrdifferenzen, missionirte (durch den heil. Modestus u. A.) 
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bis nach Kärnten, erbaute die Kathedrale, in welche er die meisten 
Reliquien St. Rupert’s versetzte, und f 27. Nov. (oder Jan.) 784. 1233 
von Gregor IX. canonisirt. Sein Grab in der unter ihm erbauten Ka- 
thedrale.“ Von den Lehrdifferenzen mit Bonifacius berichtet ziemlich 
ausführlich P. Josephus Mezger (Historia Salisburgensis, hoc est vitae 
episcoporum et archiepiscoporum Salisburgensium etc. Salzburg 1692, Seite 
192 flgg.), aus dessen Werk die betrefiende, von Herrn Günther eitirte 
Stelleim Canisius (so heisst der durch Basn age 1725 neu herausgegebene 
Schriftsteller!) der Hauptsache nach entlehnt ist. Für Leser, welche eine 
deutsche mundgerechte Darstellung vorziehen, darf auf Rettberg, Kir- 
chengeschichte Deutschlands, Göttingen 1846—48, Bd. II S. 233 flgg. ver- 
wiesen werden. Es ergiebt sich aus den Quellen, dass Bonifacius und 
‚ Virgilius zweimal im Streite waren und dass beidemal die Entscheidung 
des Papstes Zacharias angerufen wurde. Das erste Mal handelte es sich 
um ausschliesslich theologische Dinge, und der Papst wies am 1. Juli 
746 (nach Anderen 744 oder 745) Bonifacius mit seinen Klagen ab. Das 
zweite Mal kam neben rituellen Fragen auch die Lehre von den Anti- 
poden zur Sprache, und in dieser Beziehung scheint der Papst keinen 
Spass verstanden zu haben. Sein Brief vom 1. Mai 748 legte es dem 
Virgilius auf, wenn er wirklich solche Gedanken hegte, zur Verthei- 
digung nach Rom zu kommen. Virgilius kam nun freilich nicht, aber 
bei dem auf Zacharias seit dessen Tode 752 folgenden Papste schadete 
ihm weder der Ungehorsam, noch die freie Denkart, wie aus der 15 ee 
später stattgehabten Bischofsweihe zu erkennen ist, 

Eine andere, dem Geschichtsschreiber der mathematisch -physikali- 
schen Wissenschaften gleichfalls weniger geläufige Persönlichkeit Thomas 
von Aquino kommt auf 8. 18 und in einem Nachtrage auf $. 54 zur 
Geltung in Bezug auf die durch ihn erkannte, wenn auch aus natur- 
philosophischen Gründen verworfene Möglichkeit, den wechselnden Ort 
der Gestirne durch Bewegungen der Erde zu erklären. Man sieht an 
diesem Beispiele wiederholt, dass der Name docior universalis, welchen 
die Schüler des gelehrten Neapolitaners ihm gaben, nicht minder gerecht- 
fertigt war, wie sein anderer Beiname docior angelicus. Auch in der 
mechanischen Physik bewies er seine Universalität, wie neuerdings Herr 
Günther selbst in einem schönen Aufsatze in der Zeitschrift „Kosmos“ 
S. 234 bis 242 dargethan hat. | 

Dante, den Dichterfürsten, auch in der politischen, wie in der wis- 
senschaftlichen Geschichte des XIII. Jahrhunderts auftreten zu sehen, ist 
man schon eher gewohnt. Herr Günther behandelt seine kosmographi- 
schen Ansichten theilweise nach dem Vorgange des damit besonders sich 
beschäftigenden Werkes von Prof. Wilhelm Schmidt in Graz, über 
welcher er auch seiner Zeit in ansprechender Weise in der Beilage zur 
Allgemeinen Zeitung berichtete. 
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Nicolaus von Cusa und seine astronomischen Arbeiten bildeten 
gleichfalls bereits den Inhalt einer besondern Abhandlung von Prof. 
Schanz in Rottweil, welche hier benutzt, theilweise ergänzt ist. Jeden- 
falls ist die Günther’sche Darstellung um Vieles lesbarer als die seines 
Vorgängers, der bei grossem Sammelfleisse die stylistische Ausfeilung 
seiner Programme einigermassen vernachlässigt hat. 

Nennen wir nun noch Domenico Maria, den Lehrer des Koper- 
nik, über welchen neuerdings biographisch - genealogische Uutersuchungen 
durch den Ehrenvorsteher der Communalbibliothek zu Ferrara, Herrn 
Cittadella, angestellt worden sind; nennen wir Girolamo Fracas- 
toro, der sich mit Kopernik darin begegnete, dass er an der ptole- 
mäischen Weltanschauung keinen Gefallen fand; nennen wir Lionardo 
da Vinci, dessen ofterwähnte, nie genau erörterte Stellung zu der As- 
tronomie seiner Zeit besprochen und bei welchem eine der Aufgabe der 
Tractoria nahestehende Untersuchung hervorgehoben wird, so dürfte damit 
Einzelnes aus dem ersten Hefte in genügender Menge gekennzeichnet 
sein, um unsere Leser zu veranlassen, von den Günther’schen Studien 
nähere Kenntniss zu nehmen. 

Wir fühlen uns dadurch nur um so mehr gerechtfertigt, für das 
zweite Heft nur eine allgemeine Empfehlung auszusprechen, der wir einen 
einzigen ergänzenden Zusatz geben. 8.59 Note * ist von der Grad- 
messung des Eratosthenes beiläufig die Rede. Es sei für ihn natür- 
lieh nicht daran zu denken gewesen, zwischen Syene und Alexandrien 
die Messkette auszuspannen, aber er habe sich auf die treffliche Landes- 
vermessung beziehen können, deren sich das Königreich Aegypten rühmen 
durfte. Diese Vermessung reichte aber höchstens bis zur zweiten Kata- 
rakte; für das obere Land bis zu den Nilkrümmungen und nach Mero& 
war er offenbar, wie schon Herodot, von den ganz unbestimmten An- 
gaben der wenigen Reisenden abhängig, welche die Hauptstationen und 
ihre Entfernungen in T'agemärschen verzeichnet hatten. Wir entnehmen 
diese Bemerkungen fast wörtlich einem Aufsatze von Geh. Rath Lepsius 
in der Zeitschr. f. ägypt. Sprache und Alterthumskunde, I. Heft 1877. 
Unter der Ueberschrift: „Das Stadium und die Gradmessung des Era- 
tosthenes auf Grundlage der ägyptischen Maasse‘‘ wird dort auch nach- 
gewiesen, dass Eratosthenes den Grad zu 126000” annahm, während 
die wahre Länge des Breitengrades in Aegypten 110802,6” beträgt, so 
dass also Eratosthenes bei seiner Schätzung um fast 13% Procent irrte. 


CANTOR. 
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Die römischen Grundsteuervermessungen nach dem lateinischen Texte 
des gromatischen Codex, insbesondere des Hyginus, Frontinus und 
Nipsus bearbeitet von E. SrtoEBer, königl. bayrischem Bezirks- 
geometer. Mit einem Vorwort von Dr. ©. M. v. BAUERNFEIND, 
München, Theodor Ackermann. 1877. II, 149 8. 

Während derselben Zeit, zu welcher wir die Druckbogen unserer 
„Römischen Agrimensoren‘“ corrigirten, beschäftigte sich im bairischen 
Walde, in Cham, ein Bezirksgeometer, Herr Stoeber, mit der Ueber- 
setzung grösserer Abschnitte aus dem gromatischen Codex und mit der 
Verwerthung des Inhalts derselben für die Geschichte des Katasterwesens. 
So war von vornherein die Richtung unserer beiderseitigen Forschungen 
eine verschiedene, und wenn auch einzelne Kreuzungsstellen um so we- 
niger fehlen konnten, je häufiger solche historische Untersuchungen vom 
geraden Wege abbiegen, so waren es doch nur einzelne Stellen, denen 
wir beide ein dem Grade nach gleiches, dem Inhalte nach meistens ver- 
schiedenes Interesse abzugewinnen wussten. Herr Stoeber war daher 
im Rechte, wenn er ein Jahr nach unserem vorgenannten Buche auch das 
seinige uns heute zur Besprechung unterbreitete herausgab, und wir kön- 
nen Herrn v. Bauernfeind nur beipflichten, wenn er in der Vorrede, 
welche er auf Bitten des Verfassers dem Schriftchen vorausschickte, sich 
dahin ausspricht: „Beide Werke [das von Cantor und das von Stoe- 
ber] schliessen sich nicht aus, sondern ergänzen einander; wenn aber 
das erstere allerdings mehr für solche Leser sich eignet, die ein Interesse 
an der Geschichte der Mathematik haben, so kann das vorliegende Buch 
dagegen allen jenen Beamten und Vermessungstechnikern besonders em- 
pfohlen werden, welche die im ehemaligen römischen Reiche giltigen 
gesetzlichen und technischen Normen über Vertheilung und Besteuerung 
von Grund und Boden ohne besonderen Zeit- und Kostenaufwand kennen 
lernen wollen.‘ 

Den Mittelpunkt des Stoeber’schen Buches bildet nach des Ver- 
fassers eigener Erklärung Capitel IV, welches die Ueberschrift „Messungs- 
methoden“ führt. Es enthält die Uebersetzung von Bruchstücken agrimen- 
sorischer Schriftsteller, welche, ob mit Recht oder Unrecht bleibe dahin- 
gestellt, in den Handschriften Hyginus, Frontinus, Nipsus genannt 
werden. In der Lachmann’schen Ausgabe der römischen Feldmesser 
sind diese Stücke gleicherweise bezeichnet und stehen als: HZygini de 
limitibus constituendis pag. 166 — 208, Frontini de limilibus pag. 31— 34, 
Nipsi fluminis varatio pag. 285 — 286, Nipsi limitis repositio pag. 286 — 290. 
Herr Stöber hat sich dem an vielen Stellen sehr schwer verständlichen 
Texte gegenüber durch seine Uebersetzung unstreitige Verdienste erwor- 
ben. Er hat mit Glück die antiken Kunstausdrücke durch die ihnen dem 
Wesen nach entsprechenden modernen Ausdrücke ersetzt, und wenn er 
dabei in sprachlich nicht immer tadelfreien Wendungen sich bewegt, so 
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ist gerade das Feldmesserdeutsch, dessen er sich bedient (z. B. recht- 
winkliger Punkt und dergleichen) ein den Geist des Originals deutlich 
wiedergebendes, da auch die lateinische Rechtschreibung der Hyginus, 
Frontinus, Nipsus und ihrer Collegen mehr als fragwürdig sein mochte. 

Eine Erläuterung des Textes dieser Schriftsteller und ihrer Fach- 
genossen, so weit uns solche Quellen erhalten sind, ist unentbehrlich. 
Den juristischen Inhalt und auch zum Theil den technisch - feldmesse- 
rischen hat 1852 einer der Herausgeber der Feldmesser, A. Rudorff, 
in seinen vortrefflichen Gromatischen Institutionen erörtert. Freilich ist 
diese klassische Abhandlung in so gelehrter Form, mit Berufung auf so 
viele Beweisstellen, mit so paritätischer Anwendung der lateinischen neben 
der deutschen Sprache geschrieben, dass schon aus diesem Grunde der 
Leserkreis derselben ein ziemlich enger sein mag, namentlich wenn man 
‚in Erwägung zieht, dass Diejenigen, welche von Rudorff’s Form eher 
Anziehung als Abstossung erfahren, die gegentheilige Folge des ihnen 
fremdartigsten Inhaltes zu empfinden pflegen. So war es keineswegs 
überflüssig, der deutschen Uebertragung auch eine deutsche Erklärung 
beizufügen, beziehungsweise vorauszuschicken. Herr Stoeber hat nach 
einer einen Druckbogen starken, die Geschichte der Geometrie in kür- 
zestem Auszuge behandelnden Einleitung die drei ersten Capitel seines 
Buches dieser Erklärung gewidmet. Die Ueberschriften lauten: Cap. I. 
Die Beschaffenheit des römischen Landgebietes, S. 18— 89; -—— Cap. II. 
Die Vermarkung des Landgebietes, S. 40 —59; — Cap.IIl. Die römischen 
Agrimensoren. Ihre Instrumente, S. 60 —79. 

Wir wollen keineswegs sagen, dass diese Capitel sich vollständig mit 
Rudorff’s gromatischen Institutionen decken! Mancherlei wird man 
an dem einen Orte finden, was an dem andern fehlt und umgekehrt; 
aber wir glauben, Herr Stoeber selbst würde es uns verübeln, wenn 
wir hier weniger scharf, als er es an den verschiedensten Stellen seines 
Buches gethan hat, hervorhöben, bei welchem Lehrer er einen grossen 
Theil seiner Kenntnisse sich erworben hat. Was dem Feldmesser zum 
Verständnisse der in Cap. IV übersetzten Stücke nöthig ist, dürfte in 
diesen drei Capiteln zweckmässig zusammengestellt sein. Vielleicht wäre 
nur ein Gegenstand noch bestimmter zu betonen gewesen: die Eigen- 
schaft des Jucharts als Doppelmass, wodurch allein verständlich wird, 
dass die Centurie von 200 Juchart einen quadratischen Flächenraum 
bildete. Allerdings ist diese Eigenschaft des Jucharts nicht verschwie- 
gen, sie findet sich ausgesprochen S. 122 in der Anmerkung, aber die 
Schwierigkeiten, welche dem Verständnisse schon bei S. 24 und anderen 
früheren Stellen entgegenstehen, werden durch eine so späte und in einer 
Anmerkung verborgene Erörterung nicht gehoben. 

Als Cap. V schliesst sich den Uebersetzungen noch an: Das römische 
Steuersystem 8. 135— 149. Auch hier hat Herr Stoeber eine so vor- 
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treffliche Arbeit wie Huschke’s Buch ‚Ueber den Census und die 
Steuerverfassung der früheren römischen Kaiserzeit‘‘ in geeigneter Weise 
zu benutzen verstanden, an einzelnen Stellen, wie er S. 143 in beschei- 
dener Weise es ausspricht, persönliche Bemerkungen einflechtend. Wir 
glauben, dass auch dieses Schlusscapitel dem Leserkreise, für welchen 
das Stoeber’sche Buch vorzugsweise berechnet ist, Befriedigung zu ge- 
währen sich rühmen darf; wir selbst haben wenigstens eine ziemlich klare 
Anschauung römischer Grundsteuerverhältnisse daraus erhalten. 

Die Ausstattung des Buches ist eine ebenso saubere als geschmack- 
volle. Ein Mangel, den es mit gar vielen anderen historisch -mathema- 
tischen Schriften theilt, ist der eines alphabetisch geordneten Inhaltsver- 
zeichnisses. CANTOR. 


Die Entwickelung des Zifferrechnens von Dr. H. WEISSENBORN, Profes- 
sor am grossherzogl. Realgymnasium zu Eisenach, Eisenach, Ostern 


18742009 209: 


In diesem Osterprogramm giebt Herr Weissenborn eine sehr kurz- 
gefasste, recht übersichtliche Darstellung der Entwickelung der vier ein- 
fachen Rechnungsarten, welcher er einen Ueberblick über die Geschichte 
des instrumentalen Rechnens vorausschickt. In der Boethiusfrage steht 
er auf Seite Friedleins, nimmt also die ganze Geometrie des Boethius 
als unecht an. Leider verfällt er dabei in den nämlichen Fehler, den 
bisher alle unsere Gegner begangen haben: er schweigt die von uns 
und Anderen beigebrachten Gründe für die Echtheit dieser Schrift einfach 
todt, allerdings das bequemste Verfahren einer Entkräftung. Wir ver- 
weisen auch deshalb immer wieder auf unsere verschiedenen‘ Veröffent- 
lichungen über diesen Gegenstand. Wir sind weit entfernt davon, zu 
verlangen, dass man unsere Gründe ohne Weiteres für stichhaltig erkläre, 
aber eine Widerlegung im Einzelnen verlangen wir, bevor wir uns für 
bekehrt erklären sollen. Zu unseren früheren in den ‚„Mathematischen 
Beiträgen zum Culturleben der Völker‘ entwickelten Gründen sind in- 
zwischen noch neue hinzugekommen, welche weder der Zahl, noch der 
Art nach unterschätzt zu werden verdienen. Wir haben in unseren 
„Agrimensoren“ gezeigt, dass die Geometrie des Boethius mit sonstigen 
römischen Geometrien die vollendetste Familienähnlichkeit besitzt, dass 
Gerbert durchaus römische Geometrie benutzte, ohne dass ihm auch nur 
einmal arabische Beeinflussung nachgewiesen werden könnte. Nach Rom zeigt 
auch die complementäre Multiplicationsmethode, deren Herr Weissenborn 
in seinem Programm ebenso wenig gedenkt, wie der alten complementären 
Division. Jene Multiplication haben wir bekanntlich in dem Codex von 
Salem (bei Herın Weissenborn 4, genannt) aufgefunden. Dr. Pick 
(Zeitschr. f. mathem. Unterricht 1874, Bd. V 8.57) meldet ihr Vorkom- 
men bei walachischen Bauern. Vor mehreren Jahren wurde dieselbe 
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Methode bei südfranzösischen Landbewohnern nachgewiesen. Nur von 
Rom aus lässt sich diese mehrfache Theilung des Ablaufes nach den ver- 
schiedensten Richtungen erklären, und somit gewinnt Rom als Sitz auch 
der complementären Division neue Wahrscheinlichkeit. Dass ferner bei 
den Arabern niemals solche complementären Rechnungsverfahren, niemals 
ein Abacusrechnen in Uebung war, ist schon oft hervorgehoben worden. 
Zu den Völkern, welche sich eines Rechenbrettes bedienten, gehör- 
ten zweifellos auch die Aegypter. Nicht blos die bekannte Herodotstelle 
liefert den Beweis, in deren Bedeutung Herr Weissenborn, wie wir 
uns freuen bemerken zu können, mit uns übereinstimmt; sogar die authen- 
tische Abbildung eines egyptischen Rechenbrettes hat sich auf der Rück- 
seite des Papyrus Sallier IV erhalten, wenn sie auch Mathematikern bisher 
unbekannt geblieben zu sein scheint. CANTOR. 


Gauss. Ein Umriss seines Lebens und Wirkens von F. A. T. WınnEcke. 
Festschrift zu Gauss’ hundertjährigem Geburtstage am 30. April 
1877, herausgegeben durch den Verein für Naturwissenschaft zu 
Braunschweig. Mit einem Bildnisse Gauss’. Braunschweig, Druck] 
und Verlag von Friedrich Vieweg und Sohn. 1877. 34 8. 


Dass auf zwei Druckbogen eine Biographie des Jubilars vom 30. Apri 
1877, insbesondere eine auf alle seine wissenschaftlichen Verdienste nach 
Gebühr eingehende Biographie nicht Raum finden könne, darüber war 
sich der Verfasser der vorliegenden Festschrift vollständig klar. Aber 
ebenso leuchtete ihm ein, dass eine wirkliche Biographie in dem hervor- 
gehobenen Sinne nicht für das grosse Publikum verständlich ausfallen 
würde, und auf einen kleinen Leserkreis beschränkt den Zweck nicht 
erfüllen könnte, welcher zur Aufgabe gestellt war: „das tiefwissenschaft- 
liche Wirken des grossen Mathematikers, Astronomen und Physikers in 
einer allen Gebildeten verständlichen Form zu schildern‘. Beschränkung 
war daher eine Hauptpflicht des Verfassers, und wir können nicht anders 
sagen, als dass er sie in richtigem Maasse geübt hat. Ohne in mathe- 
matisches Detail sich zu verlieren und doch die wichtigsten Arbeiten 
von Gauss berührend, hat Herr Winnecke ein Lebensbild entworfen, 
welches, wie wir meinen, seinen beabsichtigten Zweck erfüllen muss. 

CANTOR. 
Taschenbuch für Mathematik, Physik, Geodäsie und Astronomie von 
Dr. R. Worr, Professor in Zürich. Fünfte neu durchgearbeitete, mit 
24 Tabellen und vielen Holzschnitten ausgestattete Auflage. Zürich, 
Druck und Verlag von Friedrich Schulthess. 1877. XVIII, 434 S. 


Die erste Auflage dieses T'aschenbuches erschien 1852; gegenwärtig, 
nach 15 Jahren, ist die fünfte Auflage nöthig geworden, und der Ver- 
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fasser spricht bereits in der Vorrede mit einer gewissen stolzen Selbst- 
befriedigung, welche man ihm nicht leicht verargen wird, von den Um- 
formungen, welche er in der nächsten, nach einigen’ Jahren erwarteten 
Auflage vorrehmen wird. Einem in der Gunst des mathematischen Publi- 
kums vorwiegend nach seinen technischen Bestandtheilen so feststehenden 
Werke gegenüber kann die Kritik sich fast begnügen, das neue Erschei- 
nen desselben anzukündigen. Weiss doch Jeder zum voraus, was er in 
einem solchen Taschenbuche suchen, was er nicht darin suchen darf. 
Formeln und Sätze in so grosser Zahl, dass man ihnen das Beiwort der 
Vollständigkeit zu gewähren geneigt ist, bilden den Werth eines solchen 
Vademeceums; Ableitungen, insbesondere langathmige Beweise wird Nie- 
mand daraus lernen wollen, und wenn zum Zwecke von Wiederholungen 
des anderweitig erlernten Stoffes Andeutungen zu strenger Darstellung 
sich an nicht wenigen Orten eingestreut finden, so ist dies eine gewiss 
dankenswerthe Zugabe, aber doch nur eine Zugabe, gewissermassen eine 
Verweisung auf das umfangreiche Handbuch desselben Verfassers, in 
welchem der gleiche Gegenstand in ausführlicher Entwickelung behandelt 
ist. Man wird es dem Referenten nicht verübeln, wenn er unter den 
überaus nützlichen dem Taschenbuche beigegebenen Tabellen die XX. mit 
der Ueberschrift: Historisch-literarische Tafel hervorhebt. Auf 
zehn enggedruckten Seiten finden sich daselbst chronologisch geordnete 
Angaben über die wichtigsten Entdeckungen und deren Urheber, sowie 
über die Veröffentlichung besonders hervorragender Druckwerke. Man- 
ches freilich bedarf der Veränderung, wie wenn die Einführung der Zei- 
chen +, — auf Christoph Rudolph (1524), die Erfindung der Ket- 
tenbrüche auf Brouncker (1658) zurückgeführt ist, wenn (1836) Eisen- 
lohr’s Lehrbuch der Physik eine 7. Ausgabe von 1856 nachgerühmt 
wird, nachdem 1876 bereits die elfte erschien u. s. w.; aber im Grossen 


und Ganzen sind die Angaben richtig. Ce 


Algebraische Gleichungen nebst den Resultaten und den Methoden zu 
ihrer Auflösung von Dr. Ernst Barney, Zweite, durch viele 
Zahlenbeispiele, erweiterte Erläuterungen und ein Register für die 


Aufgabensammlung verbesserte und vermehrte Auflage. Leipzig, 
B. G. Teubner. 1876. VIII, 339 8. 


Es giebt gegenwärtig in Deutschland wohl keinen Schulmann, aber 
auch kaum einen Nichtschulmann, der nur irgend in der Gelegenheit ist, 
mit Schulmännern zu verkehren, dem man noch die Brauchbarkeit der 
Bardey’schen Aufgabensammlungen besonders hervorheben müsste. Für 
diejenige Sammlung, welcher der Verfasser den Namen ‚„Aufgabensamm- 
lung“ speciell beigelegt hat, ist schon die Raschheit der Aufeinanderfolge 
der nöthig gewordenen neuen Auflagen ein äusserer Beweis dafür, dass 
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der wirkliche Gebrauch des Buches seiner Brauchbarkeit entspricht, was 
bekanntlich nieht immer der Fall ist, so dass ein Rückschluss von der 
Wiederholung oder Nichtwiederholung des Abdruckes auf Werth oder 
Unwerth eines Werkes nicht unter allen Bedingungen zutrifft. Müsste 
man doch sonst die Sammlung, von welcher oben der Titel angegeben 
ist und welche erst nach acht Jahren in erster Auflage vergriffen war, 
unter die andere allgemeinere ordnen, was nach unserer Ueberzeugung 
wenigstens ungerecht wäre. Die „algebraischen Gleichungen“ stellen 
entschieden ein Uebungsbuch dar, wie es nicht besser vorhanden ist, und 
ersetzen zugleich ein Lehrbuch des freilich ziemlich eng umgrenzten Ge- 
bietes der Algebra, mit welchem sie sich beschäftigen. Die Gleichungen, 
von welchen hier die Rede ist, sind nur quadratische Gleichungen oder 
solche, deren Lösung gelingt, ohne dass höhere Kenntnisse als die zur 
Bewältigung quadratischer Gleichungen nothwendigen erforderlich wären. 
Nun ist aber bekanntlich gerade der zuletzt von uns gebrauchte Aus-- 
druck ein recht dehnbarer. Je nachdem man in einer Aufgabe diese 
oder jene Grösse als Unbekannte wählt, je nachdem man diesen oder 
jenen Kunstgriff anwendet, erscheint die Auflösung bald nach Art der 
Behandlung quadratischer Gleichungen erhältlich, bald nicht. Nur eine 
erhebliche Anzahl von Beispielen kann Gelegenheit bieten, alle derartigen 
‘Hilfsmittel kennen zu lehren und einüben zu lassen. Herr Bardey hat 
zu diesem Zwecke nicht weniger als 1000 Beispiele gegeben, theilweise 
mit denen in der „Anfgabensammlung‘“ sich deckend, theilweise neu. 
Wo jene Uebereinstimmung der beiden Uebungswerke vorhanden ist, 
dient ein leicht übersichtliches Register, von dem einen auf das andere zu 
verweisen. Unter den vielen Kunstgriffen, von denen Gebrauch gemacht 
wird, kommt wohl keiner häufiger vor, als derjenige der ecorrespon- 
direnden Addition. Herr Bard ey versteht darunter den Satz, dass 


PER i : mA-nB 
aus der Gleichung az auch die weitere Gleichung LER = 
ma-tnb 


folge und umgekehrt. Es ist das vielleicht ein Steckenpferd 


patyb 
des Verfassers, aber jedenfalls ein solches, welches er mit höchster Ele- 
ganz zu reiten versteht. CANTOR. 


Elemente der ebenen und sphärischen Trigonometrie. Für Schulen und 
zum Selbstunterrichte bearbeitet von Dr. JoH. MÜLLER, weil. Pro- 
fessor zu Freiburg i. Br. Dritte verbesserte und vermehrte Auflage, 
bearbeitet von Dr. Hugerr MÜLLER, Professor, Oberlehrer am 
kaiserl. Lyceum in Metz. Braunschweig, Friedr. Vieweg & Sohn. 
1876. VIII, 80 S. mit 25 in den Text eingedruckten Holzstichen 
und einer Tafel mit Netzen. 

Ein recht klar geschriebenes, dabei der nothwendigen Strenge doch 
nicht entbehrendes Büchlein, welches auf engem Raume das Nothwen- 


188 Historisch-literarische Abtheilung. 


unnrnnnnnnnnnnn 





urıınInRnNNInNNN IT TNnN NUDE 


digste aus der ebenen und ans der sphärischen Trigonometrie enthält. 
Verfasser und Herausgeber wussten sich so kurz zu fassen, dass von den 
80 Seiten des Büchleins nur 72 dem eigentlichen Texte zu gute kommen, 
die letzten 8 Seiten eine Tafel der trigonometrischen Functionen (nicht 
ihrer Logarithmen) der Winkel des ersten Quadranten von 10 zu 10 Mi- 
nuten enthalten. Damit ist als selbstverständlich verbunden, dass nur 
die unentbehrlichsten Lehren der Trigonometrie im Texte vereinigt wer- 
den konnten, und dass somit die Aneignung des darin Enthaltenen den 
Schüler keineswegs in die Lage setzt, ein grösseres, vollständigeres Werk 
oder aber den ergänzenden Unterricht eines Lehrers entbehren zu kön- 
nen. Unter dieser Einschränkung des Gebrauches auf Erwerbung ein- 
leitender Kenntnisse der mehrgenannten Capitel der Geometrie glauben 


wir das Schriftchen empfehlen zu dürfen. CANTOR 


Elements de la theorie des determinants avec application & Talgebre, 
la trigonomeltrie et la geometrie analytique dans le plan et dans l’espace, 
a Vusage des classes de mathemaliques speciales; par G. Dostor, 
Professeur de mecanique rationelle a la faculie des sciences de l’uni- 
versitE catholigue de Paris etc, etc. Paris, Gauthier-Villars. 1877. 
XXXI, 352 8. 


Das Land, welchem die Determinantentheorie so bedeutende Bereiche- 
rungen verdankt, verfügte bislang nicht eben über viele Hilfsmittel zur 
Einführung in diesen Wissenszweig; denn wenn man von Belgien absieht, 
standen dem Studirenden daselbst nur das sehr kurz gefasste autogra- 
phirte Heft von Hoüel und jene allerdings trefflichen Uebersetzungen 
zu Gebote, welche Combescure und Hoiel resp. von den Original- 
werken Brioschi’s und Baltzer’s veranstaltet haben. Wenn sonach 
jetzt aus dem Schoosse einer neugegründeten wissenschaftlichen Anstalt 
ein Lehrbuch dieser Diseiplin, noch dazu von einem auch bei uns he- 
kannten Autor, hervorgeht, so werden wir der neuen literarischen Er- 
scheinung mit um so grösserem Interesse entgegentreten, als wir von 
jeher vor der Befähigung unseres Nachbarvolkes, gute Unterrichtswerke 
zu liefern, hohen Respect zu hegen gewohnt sind. 

Ehe wir unsere Besprechung beginnen, halten wir es für Pflicht, 
gegen einen Passus der Ankündigung Verwahrung einzulegen, durch 
welche die Verlagshandlung ihr neues Unternehmen dem Publikum signa- 
lisirte, einen Passus, der zunächst natürlich auf Rechnung buchhänd- 
lerischer Usancen, zum Theil aber doch sicher auch auf diejenige des 
Schriftstellers selber kommt. Es hiess dort nämlich, das Manuscript der 
Schrift sei einem Manne vorgelegt worden, dessen wissenschaftliche Stel- 
lung ihm einen fürstlichen Rang unter den Mathematikern sichere, und 
habe bei demselben die allerwärmste Anerkennung gefunden. Eine der- 
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artige Präoceupirung des Lesers erscheint unserer Auffassung als eine 
ganz unberechtigte. Jeder‘Verfasser hat das Recht, auf schon veröffent- 
lichte Recensionen zu verweisen, nicht minder kann er, um seinem Er- 
zeugnisse einen höheren Werth zu sichern, dasselbe durch die Begleit- 
worte einer anerkannten Fach - Autorität eröffnen lassen, völlig unstatthaft 
aber ist die hier gewählte Anonymität. Wir glauben zwar aus gewissen 
Indieien mit ziemlicher Sicherheit den Namen des unbekannten Protectors 
errathen zu haben und räumen gern ein, dass derselbe, wenn unsere 
Vermutbung zutrifft, auf das von Herın Dostor ihm beigelegte Zpitheton 
ornans mit allem Fug Anspruch machen kann; allein das ändert an der 
Sache gar nichts, und wir wenigstens werden uns so verhalten, als sei 
uns von dem gewichtigen Secundanten nicht das Geringste bewusst, als 
trete vielmehr der Verfasser ganz ebenso mit offenem Visir vor den Kri- 
tiker, wie dies eben andere Sterbliche auch thun müssen. 

Was nun, um diesen Hauptpunkt vorweg zu nehmen, unser Gesammt- 
urtheil anbetrifft, so können wir sagen: Hätte Jemand dem Herrn Ver- 
fasser die zu behandelnden Materien genau vorgezeichnet und ihm be- 
fohlen, dieselben ohne Rücksichtnahme auf die Leistungen Anderer mög- 
lichst klar und exact darzustellen, so würden wir nicht anstehen, die 
Ausführung dieser Pflicht für eine ausgezeichnete zu erklären. Das soll 
heissen, was in Dostor’s Buche gegeben ist, ist an sich in wirklich 
musterhafter Weise gegeben, sowohl was Eleganz, als auch Rücksicht- 
nahme auf den pädagogischen Zweck betrifft; allein wir zweifeln nicht, 
dass deutsche Fachgenossen uns zustimmen, wenn wir den Wunsch aus- 
sprechen, es wäre da und dort sehr viel mehr, bei anderen Gelegenheiten 
wiederum sehr viel weniger Stoff beigebracht worden. Die Begründung 
dieses Urtheils wird nachstehendes Referat liefern. 

In seiner Vorrede charakterisirt der Verfasser kurz und treffend die 
gewaltigen Vortheile des Determinantenrechnens bei allen analytischen 
Untersuchungen, stellt dann die Tendenz seines eigenen Werkes als eine 
didaktische fest* und erzählt dann, freilich sehr kurz, wie sich der neue 
Calcul aus den schwachen Anfängen bei Leibnitz und Cramer allmälig 
entwickelt habe. Die neueste Phase dieses geschichtlichen Processes hätte 
er jedoch am besten gar nicht berührt; denn zu welchem Zweck soll 
sich der Student der katholischen Hochschule die Namen eines Cayley, 
Sylvester, Hesse, Borchardt, Malmste&n (nicht Malmstein), Jo- 
achimsthal und Hermite merken, wenn ihm dafür diejenigen eines 
Brioschi, Clebsch, Kronecker, Baltzer u. s. w. vorenthalten wer- 


* Ganz dasselbe strebt an und leistet auch vorzüglich jedes der kleinen Heft- 
chen in seiner Art, welche Paul Mansion im vergangenen Jahre publicirt hat. 
Ueberdies sind dieselben ja auch französisch geschrieben und somit gewiss für 
Frankreichs Gymnasien und Universitäten von vorzüglicher Brauchbarkeit. 

Hist.-lit. Abthlg. d. Zeitschr. f. Math. n. Phys. XXIT, 6, 15 
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den. Dass der Verfasser der Verdienste eines Reiss, der ganz unab- 
hängig von Cauchy und Jacobi eine durchaus originelle Theorie der 
unvollständigen Determinanten geschaffen hat, mit keiner Sylbe gedenkt, 
wollen wir ihm angesichts der allgemeinen Vernachlässigung weniger hoch 
anrechnen, von welcher nun einmal das Andenken jenes genialen Mannes 
betroffen erscheint. 

Das erste Capitel des Buches enthält in guter Ordnung die elemen- 
taren Determinantensätze, durchaus von passend gewählten Beispielen 
begleitet. Im zweiten finden wir alle diejenigen Regeln vereinigt, welche 
zur Ueberführung einer Determinantenform in eine andere und zur Re- 
dueirung solcher auf geschlossene Ausdrücke dienen. Alsdann folgt die 
sehr ausführlich vorgetragene Lehre von der Multiplication mit einem 
empfehlenswerthen Abrisse der Matricentheorie (Determinants. multiples). 
Das zweite Buch enthält die Anwendungen auf Algebra und Trigono- 
metrie; eine recht allseitige Durcharbeitung des Eliminationsproblems ist 
rühmend hervorzuheben, und zwar ermöglicht es die Gewohnheit des Ver- 
fassers, gewisse für ein erstes Studium minder wichtige Themata durch 
kleineren Druck kenntlich zu machen, gar manchen in den Lehrbüchern 
sonst nicht zu findenden Satz mit hereinziehen zu können. Diese Partie 
ist uns entschieden die liebste im Buche. Die in der Folge behandelten 
goniometrischen Theoreme — denn nur um solche und nicht um eigent- 
liche 'Trigonometrie handelt es sich — werden ebenfalls vielen Lesern 
willkommen sein, | - 

Ehe wir zu dem umfänglicheren dritten Buche uns wenden, sei es 
gestattet, dem allgemeinen Urtheil von vorhin einige motivirende Bemer- 
kungen nachzusenden. Wir erkannten gerne an, dass der Verfasser stets 
für den Schüler, und zwar für den Schüler von mittlerer Begabung seine 
Entwickelung einrichte; allein war es zur Erreichung: des Lehrzweckes 
wirklich so unumgänglich nöthig, die Darstellung dermassen in die Breite 
zu ziehen, den Gebrauch des abkürzenden Symboles gänzlich abzuweisen, 
die Beispiele* in diesem Maasse bis ins Detail durchzurechnen? Wir 
haben zu den französischen Jünglingen ein besseres Zutrauen, wir glauben, 
dass dieselben, wenn sie erst einmal mit dem Wesen des Determinanten- 
begriffes vertraut sind, solch’ weitläufige Exemplificationen nicht erst 
ihrem Leitfaden zu entnehmen, sondern selbst auszufübren in’der Lage 
sein werden, Wir wollen gewiss dem Bestreben, neben dem Texte auch 
recht viele Uebungsbeispiele beizubringen, nicht zu nahe treten, hier 


* Unter diesen Beispielen kommen auch magische Quadrate vor, welche der 
Verfasser als Determinanten betrachtet. Seine Behandlungsweise bietet jedoch 
keine an sich interessanten Gesichtspunkte und speciell ist ihm der hübsche Lehr- 
satz entgangen, welchen Studnicka (Prager Berichte vom 24. November 1876) aus 
einer der vom Referenten erläuterten älteren Constructionsmethoden gezogen hat. 
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jedoch ist in der That des Guten zuviel geschehen. — Eine andere Aus- 
stellung ist allgemeinerer Natur und betrifft mehr die Sache selbst, als 
die Art des Vortrags. Es will uns vorkommen, als bände sich Herr 
Dostor allzustreng an den ursprünglich historischen Charakter der De- 
terminanten, demzufolge sie zunächst ausschliesslich Resultanten waren, 
und diseutire deshalb die ganze Lehre einzig und allein um der Elimi- 
nation willen. Diese selbst ist, wie schon gesagt, mit mustergiltiger 
Deutlichkeit und Ausführlichkeit behandelt, dagegen fehlen gewisse An- 
wendungen des Determinantencalculs, die -gerade für die Erweiterung des 
Horizonts des Lernenden belangreich sind. Wir rechnen hierzu das Capitel 
von den Kettenbruchdeterminanten oder nach englischer Auffassung all- 
gemeiner Continuanten, ferner solche Relationen mit den höheren Gleich- 
ungen, wie sie z. B. Diekmann’s Buch in grosser Fülle darbietet, und 
endlich zahlentheoretische Anwendungen. Auch das Differenzenproduct 
ist verhältnissmässig zu kurz weggekommen. 

Wir stehen nunmehr vor dem dritten, geometrischen Dingen gewid- 
meten Capitel, welches mit seinen 158 Seiten die beiden vorhergehenden 
an Inhalt übertrifft. Man findet hier sehr viel Material in durchaus ele- 
ganter Durcharbeitung und übersichtlicher Anordnung vor; es ist so ziem- 
lich Alles bier vereinigt, was sonst etwa in einem ersten Oursus der 
analytischen Geometrie vereinigt zu werden pflegt. Auch stossen wir auf 
einzelne neue Entwickelungen, welche sich durch ihre Einfachheit an- 
deren gegenüber empfehlen, so die Bestimmung des einem Dreieck um- 
schriebenen Kreises (S. 176), die Discussion des Ausdruckes (a, +b,?-+c?) 
(a2 +b,2-+c,2) (S. 241), den Beweis für die Realität der Wurzeln in der 
für die Mittelspunktsflächen des zweiten Grades charakteristischen cubi- 
schen Gleichung (S. 301 flgg.), und manches Andere. Allein trotz dieser 
unleugbaren Vorzüge können wir uns mit der Anlage dieses Capitels nun 
und nimmer einverstanden erklären. Der Studirende kann unmöglich das 
Dostor’sche Buch als Surrogat für ein eigenes Handbuch der höheren 
Geometrie verwenden, denn es stehen in jenem die einzelnen Facta 
wenn auch nicht ungeordnet, so doch unvermitielt neben und hinter 
einander, und alle Verbindungsglieder vom Elementareren zum Schwie- 
rigeren fehlen. Wenn aber doch noch die Lehre von den algebraischen 
Curven und Oberflächen für sich betrieben werden muss, wozu dann der 
ungeheure Ballast von Determinantenformeln? Wäre das Capitel ungefähr 
den vierten Theil so stark, als es wirklich ist, so würde es seinen Zweck 
nicht minder gut erreichen und ein concentrirtes Studium des wirklich 
Nothwendigen erleichtern, während nunmehr zu befürchten steht, dass 
der Anfänger in der behaglichen Breite des Vortrages sich selber allzu 
behaglich fühle und später nicht mehr gern an das Bohren diekerer Bret- 
ter gehe. Es hängt mit dieser Eigenschaft der bedeutendste Vorwurf 


zusammen, welchen wir dem Buche selber machen müssen, auf welchen 
15* 
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wir aber erst nach Absolvirung des vierten und letzten Capitels ausführ- 
lich zurückkommen können. 

Dasselbe behandelt zunächst die Disriminanten in voller Angelegen- 
heit. Daran schliesst sich die Erklärung des Begriffes einer Invariante 
und der umständlich geführte Nachweis, dass Discriminanten bei linearen 
Transformationen sich nur um eine Potenz der Substitutionsdeterminante 
verändern. Der äquivalente Begriff der Covarianten findet sich nicht vor, 
und überhaupt wird nicht weiter auf die Objecte der modernen Algebra 
eingegangen — eine Zurückhaltung, welche jedenfalls in pädagogischen 
Argumenten begründet liegt. 

Nachdem wir so die Besprechung des Werkes zu Ende geführt und 
nach bestem Wissen angedeutet haben, wie sich darin Licht und Schatten 
vertheile, erübrigt uns noch die Darlegung und Begründung eines Ein- 
wandes gegen die ganze Art und Weise, in der das Buch gehalten ist. 
Wir meinen den fast gänzlichen Mangel oder, noch schärfer ausgedrückt, 
die Planlosigkeit der bier und da vorkommenden Citate. Wenn ein Ele- 
mentarbuch, welches für den Unterricht der Mittelschule bestimmt ist, 
sich principiell jedweden historischen und literarischen Nachweises ent- 
schlägt, so mag das angehen; bei einem für höhere Studien berechneten 
Werke können wir es schon weniger billigen, indess wollen wir auch hier 
die uns freilich ganz unverständliche Zurückhaltung des Autors gelten 
lassen, wenn sie nur wenigstens consequent ist. Allein von einer solchen 
Consequenz ist hier keine Rede, vielmehr sind, wie uns eine oberfläch- 
liche Durchzählung ergab, im Ganzen nur 21 Gelehrte direct aus ihren 
schriftstellerischen Leistungen eitirt, und zwar in einer Weise, die unser 
grösstes Erstaunen erregen muss. Es finden sich nämlich die Namen 
Baltzer, Sarrus, Salmon, Bachet, Gauss, Catalan, Cramer, 
Euler, Cayley, Joubert, Hermite und Crelle je einmal, die Namen 
Laplace, Vandermonde, Lagrange, Bezout, Joachimsthal je 
zweimal, die Namen Leibnitz, Cauchy, Sylvester eirca dreimal — 
und der Name Dostor 4lmal, schreibe einundvierzigmal! Eine solche 
Oekonomie der Citate ist doch etwas stark. Wir für unsere Person sind 
zwar sehr gern überzeugt, dass der Verfasser durchaus bona fide gehan- 
delt hat, als er seine sämmtlichen der Determinantentheorie gewidmeten 
Abhandlungen aus den verschiedensten Zeitschriften mit anführte, denn 
in der That enthalten dieselben ja sehr viele gute und didaktisch ver- 
wendbare Einzelheiten. Muss nicht aber der harmlose Schüler bei seiner 
Lecture ganz unvermerkt auf den Gedanken kommen, die geschichtliche 
Einleitung des Vorwortes diene nur zur Decoration und eigentlich sei die 
ganze Wissenschaft als moderne Pallas direct aus dem Kopfe seines Herrn 
Professors hervorgegangen — ein Irrthum, den Herr Dostor selbst ganz 
gewiss nicht ‘hat provociren wollen, der aber bei seiner unglücklichen 
Manier zu citiren wahrlich nahe genug liegt. Auch hat das Buch und 
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speciell das dritte Capitel durch den Umstand, dass der Verfasser darin 
seine Zeitschriftartikel fast vollinhaltlich reproducirte, sehr an Werth für 
uns Deutsche eingebüsst, denn Grunert’s „Archiv“ und die „Nouwvelles 
Annales‘“ hat Jeder selbst zur Hand. — Unrecht war es auch, dass von 
Salmon blos die „Aiyher plane Curves“ namhaft gemacht wurden (8. IX), 
während doch gerade die „Linearen Transformationen‘“ erweislich weit 
mehr ausgenützt sind. Als Beleg mögen bier einige Vergleiche folgen: 
Nr. 120 bei Dostor = $ 21, 6 bei Salmon (2. Aufl. 1866); Nr. 186 D. 
= $21,8S8.; Nr. 187 D. = 8 21,9 8S.; Nr. 313 gg. D. = $ 26,5 S.; 
Nr. 338 D.= 826,7 8.; Nr. 368, Nr. 371D.= 821,16 8. u.8. f. Nicht 
minder sind die „Kegelschnitte“ des genannten englischen Mathematikers 
von ihm excerpirt worden. All’ das ist ja natürlich ganz in der Ord- 
nung, ein pädagogischer Schriftsteller nimmt von überallher, was er braucht 
— allein wenn Herr Dostor sich selber eitirt, so hätte er die gleiche Ge- 
rechtigkeit einem Manne von der Bedeutung eines Salmon angedeihen 
lassen sollen. 

Inwieweit nach alledem die Dostor’schen „Elemente“ den gelehr- 
ten Instituten seines Vaterlandes entsprechen, entzieht sich unserer Be- 
urtheilung. In Deutschland wird sie jeder Lehrer mit Nutzen gebrauchen, 
denn er findet überall darin einfache, natürliche Beweise und ein äusserst 
reiches Repertorium von Uebungsbeispielen. Aus diesem Grunde werden 
sie auch bei den Hörern unserer Hochschulen Anklang und Eingang 
finden, und wem es die Mittel erlauben, neben einem andern Lehrbuche 
sich auch noch das Dostor’sche anzuschaffen, der thue es getrost, denn 
dasselbe hat gewiss die gute Eigenschaft, sich mit jedem anderen zu ver- 
tragen, jedem als Ergänzung zu dienen. Als systematischer Lehrgang: 
dessen gründliche Durcharbeitung die Lecture anderer Werke von ver- 
wandter Tendenz überflüssig macht, darf es dagegen aus den von uns 
sattsam gekennzeichneten Gründen nicht angesehen werden. Im Ganzen 
möchten wir uns dahin aussprechen, dass Dostor in Bezug auf Klarheit» 
Anschaulichkeit und Eleganz der Darstellung den hohen Vorbildern aus 
der französischen Unterrichtsliteratur mit Erfolg nachgeeifert hat, dass es 
ihm dagegen, was coneise Schreibart und höhere pädagogische Principien 
anlangt, ungleich weniger gelungen ist, jenen Mustern gerecht zu werden. 

Ansbach. Dr. S. GÜNTHER. 


Die Determinanten, nebst Anwendung auf die Lösung algebraischer und 
analytisch-geometrischer Aufgaben. Elementar behandelt von Prof, 
Dr. H. Dörr. 2. Aufl., bearbeitet von W. SoLpan, Director der 
grossherzogl. Realschule zu Giessen. Darmstadt 1877, Verlag von 

L. Brill. VI, 948. 
Das Dölp’sche Büchlein ist, unter Anderem auch durch eine An- 
zeige im XIX, Bande dieser Zeitschrift, hinlänglich bekannt, und es wird 
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sonach genügen, die von dem Bearbeiter der neuen Ausgabe getroffenen 
Aenderungen zu betrachten. Wir gestehen, dass dieselben durchaus als 
wirkliche Verbesserungen gelten können. Die irrige Ansicht Dölp’s, 
als müsse man den Lernenden durch umfängliche algebraische Vorberei- 
tungen so zu sagen erst für den Determinantenbegriff trainiren, ist mit 
Recht nicht wieder aufgenommen, und wenn es auch, wie die Vorrede 
bemerkt, sich wirklich bestätigen sollte, ‚dass durch die Veränderungen 
dem Anfänger das Verständniss der ersten Abschnitte etwas gestört wird“ 
so wird derselbe sich gleich bei der nächsten Stufe um so reicher belohnt 
fühlen. Hervorzuheben ist ferner der von Herm E. Schröder her- 
rührende Beweis für den Fundamentalsatz der Determinantentheorie, und 
die sehr nette Erweiterung der Gordan’schen Beweismethode für das 
Multiplicationstheorem auf die Bezout-Cayley’sche Elimination, deren 
Behandlung sich dadurch wesentlich vereinfacht. Auch die geometrischen 
Beispiele sind praktisch gewählt und nicht zu zahlreich. Ob es sich. in 
der That vom Standpunkte des Lehrers empfiehlt, das Differenzenproduct 
in den Vordergrund zu stellen, wie dies von Cauchy und später auch 
von Hesse geschehen ist, scheint uns zweifelhaft, ohne dass wir dieser 
subjectiven Ansicht besonderes Gewicht beilegen möchten. Vielmehr 
stehen wir nicht an, dieses handliche, trefflich ausgestattete Buch allen 
denjenigen Mittelschulen angelegentlich zu empfehlen, welche sich des den 
bayrischen Gymnasien nicht vergönnten Vorzuges’ erfreuen, die Elemente 
der Determinantentheorie als integrirendes Glied ihres Lehrplanes zu 
besitzen. 


Ansbach. Dr. S. GÜNTHER, 


Traite d’electricile statique par M. E. Mascart. Paris, G. Marson, 
editeur, libraire de l’ Academie de medicine. 1876. 

Das vorliegende stattliche Werk umfasst zwei Bände gr. 8°, den 
ersten mit 504 Seiten, den zweiten mit 579 Seiten Text. - Jeder Band 
enthält ausserdem noch ein Register und der erste auch noch ein kurzes 
Vorwort von beinahe vier Seiten Umfang. Beiden Bänden ist eine 
Anzahl guter Holzschnitte im Texte beigefügt, und zwar enthält der erste 
Band deren 158, der zweite 140.» Uebrigens ist die ARBRIBUBNE des 
ganzen Werkes eine gute zu nennen. 

Der Titel des Werkes entspricht nach unseren Begriffen nicht dem 
Inhalte desselben, denn nicht allein_die Bedingungen des elektrischen 
Gleichgewichts oder der Umstände, unter welchen gegebene Elektricitäts- 
mengen keinerlei Arbeit verrichten oder zur Entstehung von Wärme- und 
Lichterscheinungen Veranlassung geben, werden behandelt, sondern viel 
allgemeiner umfasst das Werk eine ausgedehnte Studie über alle die Um- 
stände, welche eine Verschiedenheit der von elektrischen Massen her- 
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kommenden Potentialfunetion erzeugen können, und die Erscheinungen, 
welche eintreten, wenn eine einmal entstandene Differenz der Potential- 
funetion auf einen geringern Betrag herabgeht. 

Der Verfasser gebraucht nicht den Unterschied von Potentialfunction 
und Potential, die einzige Bezeichnung „Potential“ gilt ihm für beide 
Begriffe. 

Wir besitzen in Deutschland ein entsprechendes Werk, das schon 
im Jahre 1853 erschienene von Riess: „Die Lehre von der Reibungs- 
elektrieität“. Riess gruppirt bekanntlich die Gesammtheit aller Erschei- 
nungen aus dem Gebiete der Elektricität nach den Instrumenten, die 
hauptsächlich zu ihrer experimentellen Untersuchung verwendet werden; 
für ihn umfasst das Gebiet der Reibungselektrieität die Erscheinungen, 
für welche das Elektroskop das wesentliche Hilfsmittel der Untersuch- 
ung ist. ; 

Wir möchten eine solche Eintheilung auch jetzt noch für vorzüglicher 
erachten, als die Zergliederung nach dem Begriffe des Potentiales. Denn 
wenn auch das Gebiet der eigentlichen Elektrostatik streng nach dem 
Begriffe des Potentiales abgehandelt werden kann, so treten doch überall, 
wenn man zur Elektrodynamik im weiteren Sinne übergeht, Umstände 
ein, die die bisherige theoretisch - mathematische Behandlung solcher Er- 
scheinungen als noch ziemlich weit von dem vorgesetzten Ziele entfernt 
erscheinen lassen. ; 

Die Anordnung und Vertheilung des Stoffes im vorliegenden Werke 
zeigt auch, dass nur mit Zwang der Begriff und die Eigenschaften des 
Potentials zu Grunde gelegt werden konnten. Denn während man erwar- 
ten sollte, dass das ganze Werk, seiner Anlage nach, mit einer genaueren 
Betrachtung der Potentialfunetion beginne, so folgt diese doch erst im 
6. Capitel des ersten Bandes, nachdem in den 5 vorausgehenden Capiteln 
bereits in mehr geschichtlich behandelter Reihenfolge die Lehre von der 
Elektrostatik bis zum Erscheinen der Influenz abgehandelt worden ist. 
Im 1. Capitel nämlich, umfassend die ersten 32 Seiten des Werkes, wird 
ein geschichtlicher Ueberblick dessen gegeben, was bis zum Auftreten 
Coulomb’s in Bezug auf die Elektricitätslehre ermittelt worden war, 
einschliesslich namentlich der beiden Haupttheorieen über die Natur der 
Blektrieität, der Franklin’schen und Symmer’schen. 

Das 2. Capitel von Seite 33—68 behandelt in ebenfalls mehr ge- 
schichtlich kritischer Weise die Entdeckung des Coulomb’schen Ge- 
setzes. Mit Recht wird hierbei auf die klassischen Untersuchungen Cou- 
lomb’s der Hauptwerth gelegt, während die Vorläufer und Nachfolger 
Coulomb’s weniger beachtet werden. 

Das 3. Capitel, die Seiten 69—89 umfassend, handelt von der 
Zerstreuung der Elektrieität und zwar theils durch Uebergang an die 
isolirenden Stützen oder Träger, theils durch Uebergang an die Luft. 
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Das 4. Capitel von Seite 90 — 137 handelt von der Vertheilung der Elek- 
trieität auf Conductoren und von der Ermittelung derselben. Das fünfte 
Capitel endlich, von Seite 138—-203, von der elektrischen Influenz und 
den Condensatoren. 


Endlich nun im schon erwähnten 6. Capitel, umfassend die Seiten 
von 204— 268, folgt die Lehre von der Potentialfunetion. Hier werden 
die bekannten Sätze von Laplace, Green und Poisson gegeben, 
zugleich auch Murphy’s Methode, die Influenzelektricität zu bestimmen. 
Wider Erwarten schliesst sich hieran die Theorie dessen, was wir das 
Potential auf sich selbst nennen, mit Einführung und Behandlung des 
Begriffes der elektrischen Energie. Wir sagen, wider Erwarten tritt hier 
dieser 'T'heil der Potentialtheorie auf, weil in dem nun folgenden 7. Ca- 
pitel, von Seite 269 — 343, die weiteren theoretischen Anwendungen des 
ersten 'I'heiles des vorigen Capitels folgen, indem namentlich die bekannte 
Arbeit Poisson’s über die Vertheilung der Elektricität auf zwei leiten- 
den isolirten Kugeln im Auszug mitgetheilt wird und alsdann die noch 
weiteren numerischen Ergänzungen dazu von Plana und von Roche 
(Kirchhoff’s Arbeit ist nicht erwähnt), Es folgt nun eigentlich eine 
nochmalige Lösung derselben Aufgabe auf dem Wege M. Thomson’s, 
wie er von R. Murphy angebahnt worden war. Schliesslich enthält 
dieses Capitel noch eine Vergleichung der Erscheinungen oder besser 
Fundamentalgleichungen der Elektrostatik mit denen der T'hermostatik. 
Mag auch hier von vornherein ein solcher Vergleich wohl nicht gesucht 
werden, so müssen wir doch auch weiter sagen, dass, wenn die Lehrsätze 
über das Potential verallgemeinert werden sollten, hier auch Erschei- 
nungen mit herangezogen zu werden verdienten, die der Lehre vom 
Magnetismus angehören und die auch von elastischen festen und luftför- 
migen Körpern oder von den Bewegungen tropfbar- flüssiger Körper dar- 
geboten werden. 


In dem nun folgenden längeren 8. Capitel von Seite 344— 436 wer- 
den die Instrumente besprochen, die zur Beobachtung und Messung der 
Elektricität dienen. Es wird behandelt das elektrische Pendel in seinen 
verschiedenen Formen bis zum Goldblatt-Elektroskop von Hankel, die 
Magnetelektrometer, die Elektrometer, welche auf der Ablenkung einer 
in horizontaler Ebene rotirenden Nadel beruhen, die Elektrometer, die 
auf der elektrischen Entladung beruhen, die Elektrothermometer, das 
Galvanometer und das Weber’sche Dynamometer (die Wiedemann’sche 
Einrichtung des Galvanometers ist nicht berücksichtigt). 


Das 9. Capitel, das letzte des ersten Bandes, reichend von Seite 437 
bis 502, giebt Genaueres an über die Einrichtung condensirender Appa- 
rate, nachdem vorher durch Betrachtung der Kraftwirkungen zwischen 
elektrischen Körpern und dessen, was man die elektrische Capacität eines 
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Conductors nennt, genauer noch die Rolle dargelegt worden ist, welche 
das isolirende Zwischenmittel des Oondensators zu spielen hat. 

Der zweite Band beginnt mit dem 10. Capitel, das, von Seite 2-— 51 
reichend, die Wärmeerscheinungen bei elektrischen Entladungen behan- 
delt und die Geschwindigkeit, mit der sich die Elektrieität in einem 
Leiter fortpflanzt.e. Das 11. Capitel, von Seite 51—159, behandelt die 
Dauer der Funkenentladung, die Schlagweite des elektrischen Funkens 
und verschiedene verwandte Erscheinungen, wie sie bei elektrischen Ent- 
ladungen auftreten. Das 12. Capitel, von Seite 160— 244, behandelt einen 
etwas heterogenen Stoff, wie die Priestley’schen Ringe, Entzündungen 
durch den elektrischen Funken, Durchbohrungen, die derselbe hervor- 
bringt, die Lichtenberg’schen u. s. w. Figuren, verschiedene Licht- 
erscheinungen, verschiedene Bewegungserscheinungen durch Elektricität, 
physiologische, chemische und magnetische Erscheinungen. 

Das nächste, 13. Capitel, von Seite 245 -- 332, enthält die Beschrei- 
bung und Aufzählung der Elektrisirmaschinen und Einiges über Induc- 
tionsapparate. | 

Mit dem 14. Capitel endlich, reichend von Seite 333 — 411, beginnt 
der letzte Abschnitt des ganzen Werkes, nämlich die Behandlung der 
Quellen der Elektricität. Ein grosser Theil dessen, was nun folgt, wird 
gewöhnlich in der Lehre vom Galvanismus abgehandelt, namentlich der 
Inhalt des 14. Capitels, der von der Contactelektricität handelt, und der 
grösste Theil des 15. Capitels von Seite 412 — 511, das von der 'Thermo- 
elektricität, den elektrischen Strömen überhaupt und von der Pyroelek- 
trieität handelt. (Hier sind die neueren Untersuchungen Hankel’s nicht 
berücksichtigt.) Das 16. oder Schlusscapitel von Seite 512 — 575 endlich 
behandelt die sonstigen Quellen der Elektricität durch rein mechanische 
Processe, dann durch Verdampfen, durch chemische, durch physiologische 
Processe, durch Capillaritätswirkung, und schliesslich wird noch die atmo- 
sphärische Elektrieität ausführlicher behandelt. 

In Bezug auf die eben mitgetheilte Vertheilung des ganzen behan- 
delten Stoffes heben wir hier nur noch hervor, dass wohl die Elektrisir- 
maschinen besser nach Besprechung der betreffenden Quellen der Elek- 
trieität abgehandelt werden und dass in den Capiteln 10, 11 und 12 die 
Wärme- und Lichterscheinungen zu weit auseinandergezogen erscheinen, 
während diese doch recht bequem an der Hand des Begriffes des Poten- 
tiales auf sich selbst abgehandelt werden können. 

Die Werke, welche hauptsächlich benützt wurden, giebt der Ver- 
fasser in seiner Vorrede selbst an, und zwar als: Riess, Die Lehre von 
der Reibungselektrieität; M. William Thomson, Papers on Electroslatics 
und Magnelism; M. Briot, Theorie mecanique de la chaleur, und die Lesons 
Bertrand's am College de France. Mit Recht steht unter diesen benutz- 
ten Werken das Riess’sche an der Spitze. Auch andere Arbeiten sind 
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noch vielfach verwerthet worden, und zwar namentlich diejenigen, welche 
auch in den Annales de Chimie ei de Physique veröffentlicht worden sind. 
Nach der klassischen Arbeit von Riess lag die Hauptarbeit des Ver- 
fassers darin, die mach 1853 erschienene Literatur zu mustern und zu 
sichten; leider müssen wir in Bezug darauf sagen, dass der Verfasser 
etwas zu einseitig verfahren ist. 


Freiberg, 23. August 1877. Tu. KÖrrtEritzscH. 
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Sur la theorie de l’aberration. Yvon Villarceau. Compt. rend. LXXXI, 165. 


Akustik. 


On the mathematical theory of Mr. Baillie Hamilton’s string-organ. Bo- 
sanquet. Phil. Mag. XLIX, 98. 


Analytische Geometrie der Ebene. 


Rapport sur un m&moire sur les developpoides de M. Haton de la Goupilliere. 
Puiseux. Compt. rend. LXXXI, 396. 

Rationale ebene Curven-dritter Ordnung. Zahradnik, Grun. Archiv LVIII, 23. 
[Vergl. Bd. XX, Nr. 349.] 


De la courbe ©" +y%-r". Barbarin. N.ann. math. XXXIV, 328. 

Sur la parabole semi-cubique. Laurans. N. ann. math. XXXIV, 277. — 
Moret-Blanc ibid. 281, 382. 

Die Brennpunkte der Differentialcurve der Parabel. Hochheim. Grun. Ar- 
chiv LVIII, 278. 

Die reciproke Polare der Differentialcurve der Parabel in Bezug auf einen 
Kreis. Hochheim. Grun. Archiv LVIII, 423, 

Ueber Lissajous’ Curven. Braun. Mathem. Annal, VIII, 567. 

Sur l’enveloppe d’une droite dont deux points decrivent des lignes rectangu- 
laires. De la Gournerie, N. ann. math. XXXIV, 47. [Vergl. Bd. 
XXI, Nr. 4] 

Ueber den Spieker’schen Punkt. Hain. Grun. Archiv LVIII, 164. 

Ueber Symmetriepunkte des Dreiecks. Hain. Grun. Archiv LVII, 176. 

Ueber symmetrische Punktsysteme des Dreiecks. Hain. Grun Archiv LVIII, 
385. 

Ueber Bildung neuer Symmetriepunktee Hain. Grun. Archiv LVIII, 394. 

Vergl. Determinanten in geometrischer Anwendung. Ellipse. Hyperbel. Ima- 
ginäres 400. Kegelschnitte. Kreis. Krümmung. Normale. Parabel, 


Analytische Geometrie des Raumes. 


Beweis eines Satzes aus der Theorie der geometrischen Addition der Strecken 
im Raume. Hertz. Grun,. Archiv LVIII, 326. 


. Sur les points d’une courbe ou d’une surface, qui satisfont & une condition 


exprimde par une &quation differentielle ou aux d£rivees partielles, 
Halphen. Compt. rend. LXXXI, 1053, 

Lehrsatz, eine gewisse Raumcurve 6. Grades betreffend. August. Grun, 
Archiv LVIIL, 216. 

Vergl. Determinanten in geometrischer Anwendung. Ellipse. Ale 
Kegelschnitte. Oberflächen. Oberflächen zweiter Ordnung. »Sphärik. 
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Zur Theorie der Anziehungsgesetze. Bender. Grun. Archiv LVIII, 104. 
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Note sur les nombres de Bernoulli. Catalan. Compt. rend. LXXXI, 441. — 
Le Paige ibid. 966, 
Bestimmte Integrale. 
Sur un paralogisme dans le calcul des integrales definies. Allaretti. N.ann, 
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C. 
Cartographie. 
On maps of the world. Darwin. Phil. Mag. L, 431. 
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quantites dont n negatives, Brocard. N. ann. math. XXXIV, 235. 
Permutations rectilignes de 29 lettres egales deux & deux ou trois lettres con- 

secutives sont toujours distinctes. Vachette, N. ann. math., XXXIV, 
299, 337, 438. 
On nodes and loops in connexion with chemical formulae, Lodge. Phil. Mag. 


L, 367. 
Cylinderfunction. 
Bestimmte Integrale mit Cylinderfunctionen. Hankel, Mathem. Ann, VII, 
453. 


Die Fourier’schen Reihen und Integrale für Cylinderfunctionen. Hankel, 
Mathem. Ann. VIII, 471. 


Determinanten in geometrischer Anwendung. 
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correlatives de geometrie ordinaire. Spottiswoode. Compt. rend.. 
LXXXI], 875, 961. x 

Relation entre les sinus des quatre triedres formes par quatre droites issues 
a ES point, avec application au tetra&dre. Dostor. Grun. Archiv 

‚1. 

Application des discriminants aux curves et surfaces du second degre. Dostor. 
Grun. Archiv LVIII, 5. 
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ä celles du second degre. Dostor. Grun. Archiv LVIII, 285. 
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cylindres du second degre. Dostor. Grun. Archiv LVIIl, 293. 

Expression de s comme quotient de deux determinants. Lemonnier. N.ann. 
math. XXXIV, 167, 

Foyers et directrices des surfaces du second degree Lemonnier. N. ann. 
math. XXXIV, 216. 

Ueber die Winkelhalbirenden des Dreiecks. Hain. Grun. Archiv LVII, 90. 


Differentialgleichungen. 
Demonstration de la propriet@ fondamentale des &quations differentielles 
lineaires. Mansion. Grun. Archiv LVIII, 99. 
Ueber eine Erweiterung der Lie’schen Integrationsmethode. A. Mayer. Math. 
Annal. VI, 318. 
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On primary forms. Cockle. Phil. Mag. XLIX, 134. 

On’ a differential eriticoid. Cockle. Phil. Mag. L, 440. 

Ueber gewisse Differentialgleichungen. Frahm. Mathem. Annal. VIII, 35. 

Ueber Differentialgleichungen der Form 

tr) y’+la +b2) y+(n+dR)Yy= 0. 

S. Spitzer. Grun. Archiv LVIII, 361. 

Ueber Differentialgleichungen der Form y”=a"r(Ax?y’+Bay-+Oy). 8. 
Spitzer. Grun. Archiv LVIII, 100. 

Kriterien der singulären Integrale der Differentialgleichungen erster Ordnung. 
Veltmann. Grun. Archiv LVIII, 337. 

On the finite integration of linear partial differential equations with constant 
coefficients,. Earnshaw. Phil. Mag. LII, 47. 

Sur la methode de Cauchy pour l’integration d’une &quation aux derivees par- 
tielles du premier ordre. Mansion. Compt. rend. LXXXI, 790. 

Integration d’une &equation aux differentielles partielles du second ordre. Ni- 
colaid&es. Compt. rend. LXXXI, 216, 365. — Ossian Bonnet ibid. 259. 

Vergl. Analytische Geometrie des Raumes 286. Invariantentheorie 403. 


Differentialquotient. 
Multiple differentiation of a certain expression. Glaisher. Phil. Mag. LII, 
208, 522. 


Discussion du polynome la) zer ER) Moret-Blanc. N.ann. math. 


dx 
XXXIV, 497. 


E. 
Elektrodynamik. 

On a new fundamental law of electrodynamics. Clausius. Phil. Mag. LI, 69. 

On the bearing of the fundamental of electrodynamics toward the principle 
of the conservation of energy and on & further simplification of the for- 
mer. Clausius. Phil. Mag. LI, 218. 

Allgemeine Betrachtungen über das Weber’sche Gesetz. C. Neumann. Ma- 
them. Annal. VIII, 555. 
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Phil. Mag. LI, 89. 

On gravical methods of solving certain simple electrical problems. Foster, 
Phil. Mag. XLIX, 368. 
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Lodge. Phil. Mag. XLIX, 385, 453; L, 475. 

On some problems connected with the flow of electricity ina plane. Lodge. 
Phil. Mag. LI, 373; LH, 37. 

On a model illustrating mechanically the passage of electrieity through me- 
tals, electrolytes and dielectrics according to Maxwell’s theory. Lodge. 
Phil Mag. LII, 353. 2 


. On & mechanical illustration of thermo-electric phenomena. Lodge. Phil. 


Mag. LII, 524. 


. On Kohlrausch’s determination of the absolute value of the Siemens mercury 


unit of electrical resistance. Rowland. Phil. Mag. L, 161. 


. Bestimmung des Leitungswiderstandes in Elementen und in Tangentenbus- 


solen. Külp. Grun. Archiv LVIII, 444 


. Ueber das Verhältniss eines kleinplattigen zu einem grossplattigen Elemente. 


Külp. Grun. Archiv LVIII, 448. 


. Theorie der Holz’schen Influenzmaschine zweiter Art. Veltmann. Grun. 


Archiv LVIII, 353. 


. On the general theory of duplex telegraphy. Schwendler. Phil. Mag. XLIX, 


108; L, 458; LI, 526. [Vergl. Bd. XXI, Nr. 263.] 
On duplex telegraphy. Heaviside. Phil. Mag. LI, 32. 
On the extra current. Heaviside. Phil. Mag. LII, 135. 
Vergl. Oberflächen 455. 
Ellipse. 


. Ellipse considerde comme projection oblique d’un cerele. Construction sim- 


plifi6e des axes d’une ellipse dont on connait deux diametres conjugues. 
A. Jullien. N. ann. math. XXXIV, 324, 359. | 
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342. 


343. 
344. 
345. 
346. 


347, 
348. 


349. 


350. 


351. 
352. 


353. 
354. 
355. 


356. 
357. 


358. 


399. 


360. 
361. 
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Lieu du centre d’une ellipse bitangente interieurement & une parabole donnee. 
Bourguet. N. ann. math. XXXIV, 236. 
Triangles inscrits dans une ellipse dont les m&dianes se coupent au centre de 
la courbe. Michel. N. ann. math. XXXIV, 468. 
Vergl. Maxima und Minima 433, 434. 


Ellipsoid. 
Vergl. Potential 481. 


Elliptische Transcendenten. 


Ueber die algebraischen Gleichungen, von denen die Theilung der elliptischen 
Funetionen abhängt. Kronecker. Berl. Akad.-Ber. 1875, 498. 

Ueber die Discriminante der Modulargleichungen der elliptischen Functionen. 
Krause. Mathem. Annal,. VIII, 539. 

On some identities derived from elliptic-function formulae. Glaisher. Phil. 
Mag. L, 539. 

Integration de l’&quation d’Euler par les lignes de courbure de l’'hyperboloide 
regle.e Floquet. N. ann. math. XXXIV, 120. : 


F. 
Functionen. 


Entwickelung von x”. in eine Reihe von Exponentialgrössen. 8. Spitzer 
Grun. Archiv LVIII, 431. 

Determination des diviseurs & coefficients commensurables d’un degr& donn& 
d’un polynome entier en x & coefficients commensurables. Maleyx. 
N. ann. math. XXXIV, 97. 

Forme generale d’un polynome entier F'(x) satisfaisant aux relations F(1—x) 
=F(«) et r(2)-9 Moret-Blanc. N. ann. math. XXXIV, 494. 


m 


er x? 


Sur une certaine fonction algebrique entiere. De Virieu. N, ann. math. 
XXXIV, 349. 

Vergl. Bernoulli’sche Zahlen. Bestimmte Integrale. Elliptische Transcen- 
denten. Homogene Functionen- Invariantentheorie. Logarithmen. Po- 
en TanEnlmSHRNeN, Substitution. Ultraelliptische Transcendenten. 
Unendlich. | 


&, 


Geodäsie. 
Einrichtung des Messtisches auf drei Punkte. L. v. Pfeil. Grun. Archiv 
LVIII, 377. 
Sur le miroir-&querre. Gaumet. Compt. rend. LXXXI, 77. 


Geometrie (höhere). 

Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Gebilde. Noether. 
Mathem. Annal. VIII, «495. 

Ueber Systeme von Curven und Flächen. Brill. Mathem. Annal. VIII, 534. 

Application de la methode de correspondance ä des questions de grandeur de 
segments sur les tangentes des courbes. Chasles. Compt. rend. LXXXI, 
253. 

Theor&mes dans lesquels entre une condition d’Egalite de deux segments recti- 
ligne. Chasles. Compt. rend. LXXXI, 355. 

Nouveaux theor&mes relatifs ä& des conditions d’egalitE de grandeur de seg- 
ments rectilignes sur les tangentes de courbes geometriques, d’ordre et 
de classe quelconques. Chasles. Compt. rend. LXXXI, 643. 

Determination de la classe de courbes enveloppes qui se presentent dans les 
questions d’egalite de grandeur de deux segments faits sur des tangentes 
de courbes geome6triques. Chasles. Compt. rend. LXXXI, 757. 

Theoremes dans lesquels se trouve une condition d’egalite de deux segments 
pris sur des normales et des tangentes des courbes d’ordre et de classe 
quelconque. Chasles. Compt. rend. LXXXI, 993. 

Theoremes dans lesquels se trouvent des couples de segments ayant un rap- 
port constant. Chasles. Compt. rend. LXXXI, 1221. 

Proprietes de Ja strophoide. Maleyx. N. ann. math. XXXIV, 193, 241. 
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362. 
363. 


364. 


365. 
366. 


367. 
368. 
369, 
370. 


371. 
372. 


373. 
374, 
375. 
376. 


377. 
378. 


379. 


380. 
381. 


382. 
383. 


386. 
387. 
388. 
389, 
390. 
391, 


392, 
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Proprietes de quadrilatöres complets qui ressortent de la consideration de leur 
bissectricees. Sancery. N. ann. math. XXXIV, 145. 

Sur l’hypocycloide & trois rebroussements. Cahen. N.ann. math XXXIV, 21. 
Vergl. Imaginäres. Invariantentheorie. Singularitäten. 


Geschichte der Mathematik. 

Sur l’emploi fait, dans l’antiquite, de la chaleur solaire. Buchwalder. 
Compt. rend. LXXXI, 627. — Mouchot ibid. 680. 

Leibnitz als Philosoph. Kummer. Berl. Akad.-Ber. 1875, 425. 

Zum zweihundertjährigen Jubiläum der Entdeckung des Algorithmus der höhe- 
ren Analysis durch Leibnitz. Gerhardt. Berl. Akad.-Ber. 1875, 588. 

Zur Geschichte des Prineipes der Erhaltung der Kraft. Berthold. Berl. 
Akad.-Ber. 1875, 577. 

Zur Geschichte des Reciprocitätsgesetzes. Kronecker. Berl. Akad.-Ber. 
1875, 267. 

The history of Young’s discovery of his theory of colours, A. M. Mayer. 
Phil. Mag. LI, 111. 

Histoire du pendule explorateur. Chevreul. Compt. rend. LXXXT, 5. 

F. Mohr And ih thermodynamics. Tait. Phil. Mag. LII, 110. 

Droits de Felix Chio ä& la decouverte de la limite ä laquelle s’arräte la con- 
vergence de la serie de Taylor. Genocchi. N.ann. math. XXXIV, 92. 

Vergl. Hydrodynamik 389. Trisection“des Winkels. 


Gleichungen. 
Untersuchungen über algebraische Gleichungen. Siebel. Grun. Archiv LVIII, 
127. [Vergl. Bd. XXI, Nr. 301.] 
Application du principe de correspondance analytique & la d&monstration du 
theoreme de Bezout. Saltel. Compt. rend. LXXXI, 884. 

Expression de la somme des puissances semblables des racines d’une &quation 
en fonction des coefficients. Pellet. N. ann. math. XXXIV, 259. 
Expose d’une nouvelle methode pour la resolution des equations nume&riques 
de tous les degre. Lalanne. Compt. rend. LXXXI, 1186, 1243. 

Sur la separation des racines des equations. Laurent. N. ann.math. XXXIV, 37. 


Resondre les öquations @-y=a=Vxz+Yy. Moret-Blanec. N. ann. math. 
XXXIV, 506. 

Simples  remarques sur les racines entieres des equations cubiques Realis. 
N. ann. math. XXXIV, 289, 424, 

Sur l’&quatioun du troisieme degre. Andre. N. ann. math XXXIV, 356. 

Sur la discussion des &quations du premier degree Rouch& Compt. rend. 
LXXXI, 1050. 

Sur la discussion d’un systeme d’equations lineaires simultandes. Me&ray. 
Compt. rend. LXXXI, 1203. 

Theoreme pour la discussion d’un systeme de n @quations du premier degr& 
än ineonnues. Fontene N. ann. math. XXXIV, 481. 


H. 
Homogene Functionen. 


. Ueber binäre Formen, welche Polaren einer Form sind. Wiederhold. Math. 


Annal. VIII, 444. 


. Sur la r&duction d’une forme cubique ternaire A sa forme canonique. Brioschi, 


Compt, rend, LXXXI, 590. 
Hyärodynamik. 

On waves. Rayleigh. Phil. Mag. LI, 257. 

On the resistance of fluids.. Rayleigh. Phil. Mag. LII, 430. 

Notes on hydrodynamies. Rayleigh. Phil. Mag. LIl, 441. 

On a passage of Laplace’s theory of the tides. W. Thomson. Phil. Mag. 
L, 227, 279, 388. — Airy ibid, L, 277. — Challis ibid. L, 544. — Ferrel 
ibid. LI, 182. 

Remarks on Helmholtz’s memoir on the conservation offorcee. Moon. Phil. 
Mag. XLIX, 377; LI, 114. j 

On the distribution of energy in a mass of liquid in a state of steady motion. 
Cotterill. Phil. Mag. LI, 108. 

Supplementary discussion of the hydrodynamical theory of attractive and re- 
pulsive forces. Challis. Phil. Mag. LIl, 172. 
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Hyperbel. 
393. Trisection eines beliebigen Winkels mit Hilfe der gleichseitigen Hyperbel. 
Kosch. Grun. Archiv LVIII, 98. 
394. Theor&mes sur l’hyperbole. Garreta & Goulin. N. ann. math. XXXIV, 238. 
395. Trouver le lieu des points de contact des tangentes men&es d’un point fixe 
aux hyperboles Equilateres tangentes aux trois cötes d’un triangle donne. 
Astor. N. ann. math. XXXIV, 189, 


Hyperboloid. 

396. Determiner le param£tre d’une section parabolique dans un hyperboloide & 
une nappe. Lemonnier. N.'ann. math. XXXIV, 169. 

397. L’enveloppe d’un plan mobile qui detache d’un cöne quelcongue du second 
degr&e un cöne ferm& de volume constant est un hyperboloide & deux 
nappes. Brocard. N. ann. math. XXXIV, 66. | 

398. Propriete de deux Ger gauches ayant une generatricee commune. 
Moret-Blanc. . ann. math. XXXIV, 183, 

Vergl. Elliptische Transcendenten 346. 


Imaginäres. 
399. Das Imaginäre in der Geometrie und das Rechnen mit Würfen. Lüroth. 
Mathem. Annal. VIII, 145. 
400. Grenzwerthrechnung nebst Grundzügen der Theorie der Lateralcurven. Thieme, 
Grun. Archiv LVIII, 185. 
401. Von den imaginären Geraden. Thieme. Grun. Archiv LVIII, 218. 


Invariantentheorie. 

402. Ueber geometrische Deutung algebraischer Formen, die in der Theorie der 
Curven dritter Ordnung auftreten. Gundelfinger. Mathem. Annal. 
VIIL, 136. 

403. Begründung einer Invariantentheorie der Berührungstransformationen, Lie. 
Mathem. Annal. VIII, 215. 

404. Directe Begründung der Theorie der Berührungstransformationen. A Mayer. 
Mathem, Anpval. VIII, 304. 

405. Theoreme sur la composition des Covariants. C. Jordan. Compt. rend. 


LXXXI, 495. 
K. 
, Kegelschnitte. 
406. Sur la theorie des sections coniques. Ed, Lucas. N. ann. math. XXXIV, 


265, 458. 

407. Discussion algebrique de l’&quation enA. Picart. N.ann. math. XXXIV, 31. 

408. Lieu des points de l’espace tel qu’une conique donnee se projette suivant un 
cercle ayant pour centre la projection d’un point .donn@ sur le plan de 
la conique. Moret-Blanc. N. ann. math. XXXIV, 563. 

409. Quadrilateres et sections coniques. Terrier. N. ann. math. XXXIV, 514. 

410. Theoreme sur les perpendiculaires tirdes d’un point quelconque sur les cötes 
d’un triangle conjugue & une conique et theoreme analogue pour l’espace. 
Pellet. N. ann. math. XXXIV, 68. 

411. Puissance d’un point situe sur l’axe d’une conique par rapport ä une certaine 
circonference Sondat. N. ann. math. XXXIV, 472. 

412. Lieu du sommet d’un triangle de base fixe, le pied Je la bissectrice d’un angle 
situ6& sur la base deerivant une droite donnde. Soubeiran. N. ann, 
math. XXXIV, 141. | 

413. Probl&öme sur deux coniques bitangentes A une troisiötme. Fiot. N. ann. math, 
XXXIV, 308. 

Vergl. Determinanten in geometrischer Anwendung 302. Ellipse. Hyperbel. 
berflächen zweiter Ordnung 458, 459, 460. Parabel. 


Kettenbrüche. 
Vergl. Quadratur 483. 
Kreis. 
414. Ueber den Umkreis des Dreiecks. Hain. Grun. Archiv LVIII, 380. 
415. Propriete du cercle des neufpoints d’un triangle. Meyl. N. ann.math. XXXIV, 130. 
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416. Lieu du point de rencontre de deux cordes de longueur &gale tirdes & partir 
de deux points donnees sur une circonference,. Moret-Blanc. N. ann. 
math. XXXIV, 506. 
Krümmung, 

417. Liu des sommets des triangles semblables ä un triangle donn& construits sur 
les rayons de courbure d’une cycloide ou d’une Epieycloide. Moret- 
Blanc. N, ann. math, XXXIV, 71. 


u . 


Logarithmen. 
418. Bemerkung über die Berechnung vielstelliger Logarithmen. Hoppe. Grun. 
Archiv LVIII, 437. R 
419. Zur bequemen Auffindung der Functionen kleiner Winkel aus Tafeln von fünf 
Decimalstellen. L. v. Pfeil. Grun. Archiv LVIII, 147. 


Magnetismus. 

420. Sur les lois de l’influence magnetique. Jamin. Compt. rend. LXXXI, 1150. 

421. Studies on magnetism, Bouty. Phil. Mag. XLIX, 82, 186. 

422. On the internal constitution of magnets. Jamin. Phil. Mag. LIl, 74. 

423. On the determination of the quantity of magnetism of a magnet, Blondlot. 
Phil. Mag. XLIX, 482. 

424. Studies on magnetic distribution. Rowland. Phil. Mag. L, 257, 348, 

425. Sur la distribution du magnetisme dans les faisceaux de longueur infinie com- 
poses de lames tres minces. Jamin. Compt. rend. LXXXI, 11. 

426. Sur la distribution du magnetisme dans les faisceaux composes de lames tres 
minces et de longueur finiee Jamin. Compt. rend. LXXXI, 177. 

427. Sur la distribution du magnetisme dans des plaques d’acier circulaires ou 
elliptiques. Jamin. Compt. rend. LXXXI, 1099. 

428. On the distribution of magnetism in circular or elliptic plates of steel. Duter. 
Phil. Mag. LI, 85. 

429. Formule de la quantite de magnetisme enlevee & un aimant par un contact 
de fer, et de la force portative. Jamin. Compt. rend. LXXXI, 1227. 


. Mannigfaltigkeiten. j 
Vergl. Determinanten in geometrischer Anwendung 300. Trigonometrie 511. 


: Maxima und Minima, 

430. Minimum-Oberflächen der drei ersten Classen von Polyedern. Hoppe. Grun. 
Archiv LVIII, 328. 

431. Sur un tetra&dre maximum de volume. Moret-Blanc. N.ann. math. XXXIV, 
499. 

432. Calculer les trois cötes d’un triangle rectangle tournant autour d’une axe de 
manitre & ce que le volume engendre@ soit maximum tandis que la p£ri- 
Be reste lemöme. Gambey. N.ann. math. XXXIV, 83. — E. Lucas 
ibid. 269, 

433. Ueber einen Punkt in der Ellipse, der die Summe der Quadrate der Entfer- 
nungen nach den Endpunkten der Hauptaxen zu einem Maximum oder 
Minimum werden lässt. Lindman. Grun. Archiv LVIII, 440. 

434. Trouver la plus petite corde d’une ellipse‘qui soit normale & l’une de ses ex- 
tremites. Niewenglowski. N. ann. math. XXXIV, 270. 

435. Triangle maximum inscrit sous de certaines conditions dans un triangle donn£. 
Stordeur. N. ann. math. XXXIV, 470. | 


Mechanik. 

436. A er theorem. Rayleigh, Phil. Mag. XLIX, 183. [Vergl. Bd. XXI, 
r. 332.] 
437. General theorems relating to equilibrium and initial and steady motins. Ray- 
leigh. Phil. Mag. XLIX, 218. 

438. Conditions de l’Equilibre d’un systöme de masses pesantes dont les centres de 
gravite sont distribues le long d’une tige soutenue par un fill. Tour- 

rettes. N. ann, math. XXXIV, 316, 
439. Ueber die Rotation eines starren Körpers, Frahm, Mathem. Annal. VIII, 31. 
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440. Ktude du choc d’une tige mouvante venant se heurter contre une axe donnee, 
Tourrettes. N. ann. math. XXXIV, 165. 

441, Mouvement d’une tige mobile dans un plan vertical et se heurtant & un 
obstache fixe. Tourrettes. N. ann. math. XXXIV, 318. 

442. Additions .et &claircissements ä& un essai precedant sur la theorie des eaux 
courantes. Boussinesq. Compt. rend. LXXXI, 140. — De Saint- 
Venant ibid. 464. 

443. On the theorem of the mean ergal and its application to the molecular mo- 
tions of gases. Clausius. Phil. Mag. l, 26, 101, 191. | 

444. De la suite qu’il serait n&cessaire de donner anx recherches po: 
de plasticodynamique. De Saint-Venant. Compt. rend. LXXXI, 115. 

Nee ibid. 121. 

445. Ueber das Problem der Gradführung eines Punktes. Hoppe. Grun. Archiv 
LVIII, 215. 

446. Beweis des Peaucellier’schen Satzes. August. Grun. Archiv LVIII, 216. 

447. Sur les syst&mes de tiges articul&ee.. Liguine N. ann. math. XXXIV, 529, 

448° On the flexure of continuous girders,. Merriman. Phil. Mag. L, 179. 

449. Examen critique des bases de calcul habituellement en usage pour apprecier 
la stabilit& des ponts ä tabliers metalliques, soutenus par des poutres 
droites prismatiques et propositions pour l’adoption des bases nouvelles. 
Lefort. Compt. rend. LXXXI, 214. — De Saint-Venant ibid, 459, 

Vergl. Akustik. Attraction. Electrodynamik. Geschichte der Mathematik 
367, 370. Hydrodynamik. Imaginäres 400. Magnetismus. Optik. Po- 
tential. Schwerpunkt. Wärmelehre. 


R. 
Normalen. 
450. D’un point donn& des normales sont abaissees sur un systeme de courbes, on de- 


mande le lieu des points des courbes atteints par ces normales. Moret- 
Blanc. N. ann. math. XXXIV, 77, 


®. 


Oberflächen. 

451, Zum Problem des dreifach orthogonalen Flächensystems, Hoppe. Grun. 
Archiv LVIII, 37. [Vergl. Bd. XXI, Nr. 356.] 

452. Zur Theorie der windschiefen Flächen, Voss. Mathem. Annal, VIII, 54. 

453 Sur certaines surfaces du troisietme degree Bourguet. N. ann. math, 
XXXIV, 87. 

454, Proprietes des diametres de la surface de l’onde et interpretation physique 
de ces proprietes. Mannheim. Compt rend. LXXXI, 369. 

455. On the forms of equipotential curves and surfaces and lines of electric force, 
Adams, Phil. Mag. L, 548. 

456. Des surfaces coordonn&es telles, qu’en chaque point considere comme centre 
d’une sphere de rayon constant, les normales aux surfaces determinent 
sur cette sphere les sommets d’un triangle spherique d’aire constante. 
Aoust. Compt. rend. LXXXI, 963. 

457. Surfaces developpables passant par une courbe plane donnee et ayant leur 
arete de rebroussement sur une surface du second degr&e egalement donnee. 
Chabanel. N. ann. math. XXXIV, 85. e 

Vergl. Geometrie (höhere). Potential 479. Singularitäten. 


Oberflächen zweiter Ordnung. 

458. Sur la tranformation des @quations du second degre & deux et & trois va- 
riables. Lemonnier. N, ann. math. XXXIV, 396. 

459. Generation des lignes et des surfaces du second degre, d’apres Jacobi. Waille. 
N. ann. math. XXXIV, 5. [Vergl. Bd. XVII, Nr. 400, 401.] 

460. Sur la determination analytique du centre d’une section plane faite dans une 
surface du second ordre. Saltel. N. ann. math. XXXIV, 271. 

461. Propriete d’une transversale d’une surface du second degre. Genty. N,ann. 
math. XXXIV, 133. 

462. Propriete de deux droites en rapport avec une surface du second degre. Cha- 
banel. N, ann, math. XXXIV. 230: 





463. 
464. 


465. 
466. 


467. 
468, 


469. 


470. 
471. 
472 


473. 
474. 
475, 


a7. 
478. 


479. 
480. 
481, 


482. 
483. 


484, 
485. 
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Theor&me sur le cöne droit du second degre. Brocard. N. ann, math. 
XXXIV, 332. . 
Enveloppe d’une sphere mobile. Bourguet. N. ann. math,. XXXIV, 81. 
Vergl. Determinanten in geometrischer Anwendung. Hyperboloid. Kegel- 
schnitte 410. 
Optik. | 
Attempt at a theory of the dispersion of light in singly and doubly refrac- 
ting media. Ketteler. Phil. Mag. LII, 332, 414, 508. 
Ueber die absoluten Phasenänderungen bei der Reflection des Lichtes und 
über die Theorie der Reflection. Wernicke. Berl. Akad.-Ber. 1875, 673. 
Sur la diacaustique d’une surface plane, Moutier. N.ann. math. XXXIV, 128. 
On photographic irradiation.e Abney. Phil. Mag. L, 46. 
Vergl. Aberration. Geschichte der Mathematik 369. Oberflächen 454. 


P. 


Parabel. 

La difference des carres des distances de deux points de l’axe d’une parabole, 
egalement distants du ‘foyer & une tangente quelconque est constante 
Lemelle N. ann. math. XXXIV, 285. 

Construire une parabole connaissant le sommet, une tangente et un point. 
Moreau. . ann. math. XXXIV, 132. 

Trouver une parabole bitangente ä& chacune de deux circonferences inegales, 
Rasselet. N. ann. math. XXXIV, 382, 

Paraboles passant par les trois sommets d’un triangle rectangle. Jacob. 
N. ann. math. XXXIV, 222. 

Sur trois paraboles passant par les sommets d’un triangle. Poujade. N. 
ann. math. XXXIV, 231. [Vergl. Bd. XXI, Nr. 176.] e 
Paraboles circonscrites ä& un triangle donn6 dont les axes font un angle donn£. 
Tourrettes. N. ann. math. XXXIV, 172. 

Lieu du point d’intersection de deux tangentes & une parabole, le lieu du 

= eg des deux normales etant donne. Mes N. ann. math. 

\ ‚185. 


. Lieu des foyers des paraboles tangentes ä deux droites tires de deux points 


d’une circonference & un troisieme point se deplacant sur cette möme cir- 
conference. Michel. N. ann. math. XXXIV, 464, 
Vergl. Ellipse 341. 
Planimetrie. 
Einige -Wünsche, die Planimetrie betreffend. L. v. Pfeil. Grun. Archiv 
LVIII, 369. 
Ueber den Grebe’schen Punkt. Hain. Grun. Archiv LVIII, 84. 


Potential. 
BANz er die Flächen constanten Potentiale. L. Weber. Mathem. Annal. 
‚45. 
Untersuchungen im Gebiete des logarithmischen Potentiales. Meutzner. 
Mathem. Annal. VIII, 319. 
Ueber das Potential des Ellipsoids. Oberbeck. Grun. Archiv LVIII, 113. 
Vergl. Elektrodynamik 325. 


@. 
Quadratur. 
Ein Beitrag zur mechanischen Quadratur. Ligowski. Grun. Archiv LVIII, 49 
Sur les quadratures. Posse. N. ann. math. XXXIV, 49. 


BR. 
Reihen. 
De Be ues nouvelles formules de sommation. Ed, Lucas. N, ann. math 
XXIV, 487. 


Demonstration el&mentaire des formules qui donnent la somme des puissances 
m de deux nombres en fonction de la somme et du produit de ces 
nombres, et cosma, sinma en fonction d’une seule des deux lignes sina 
ou cosa. Desboves, N. ann. math. XXXIV, 385. 
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486. Sommation d’une serie. De Virieu,. N, ann. math. XXXIV, 351. 
0 0 
487. 945" + Ltg _ +4 1- +..= 2. Stordeur. N. ann. math. XXXIV, 333, 
Vergl. Combinatorik 295. Cylinderfunctionen 299. Funetionen 347, Ge- 
schichte der Mathematik 372. Imaginäres 400. 


Schwerpunkt. 
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1. Einleitung. — Nicht mit Unrecht kann man unsere Zeit die des 
Studiums der Entwickelungsgeschichte nennen. Auf allen Gebieten wissen- 
schaftlichen Lebens ist man eifrigst damit beschäftigt, nicht nur neues 
Material in fast unendlicher Menge herbeizuschaffen, um jedes einzelne der 
natürlichen Dinge und jede zu den verschiedensten Zeiten hervorgetretene 
Aeusserung des Menschheitsgeistes zu erkennen; man erstrebt mehr, man 
will das Werden jeder solchen Thatsache ergründen und das Entfalten 
jedes Zustandes aus dem vorangehenden gewissermassen mit- und nach- 
erleben, man will die hierbei waltenden Gesetze auffinden und die 
Bedingungen kennen lernen, welche bald unterstützend und fördernd, bald 
hemmend auf die Entwickelung einwirken. 

Wenn nun auch zugegeben werden muss, dass ganz besonders auf 
dem Gebiete der Naturwissenschaften jene geistige Richtung vorherrschend 
ist, so wird sich doch nicht läugnen lassen, dass dieselbe überall mehr 
denn je zur Geltung komme. Auch in Bezug auf Mathematik geben die 
letzten paar Jahrzehnte redlich Zeugniss dafür, dass neben dem in rie- 
sigem Masse statthabenden Auffinden und Anbauen unbekannten Terrains 
in entsprechender Weise auch die Fragen nach dem Wann und Wie der 
Eroberung des längstbesetzten jetzt ihre Antwort finden. 

Es ist erklärlich, dass bei solchem Zuge der Zeit auch die Ent- 
wickelung unseres gewöhnlichen Rechnens in den Kreis der Betrachtung 
gezogen wird. Man könnte zwar meinen, dass schon lange kaum Etwas 
allgemeiner bekannt sein müsse; denn Millionen und Millionen aller Cultur- 
völker erlernen in früher Jugend schon und gebrauchen während ihres 
ganzen Lebens tagtäglich die eigenthümlichen zehn Zeichen zum Schreiben 
der Zahlen und operiren mit denselben fast unbewusst nach den bekannten 
Vorschriften der Arithmetik — und doch, wie Wenige sind es, denen die 
Feinheit des seltenen Instrumentes, dessen sie sich bedienen, zum Bewusst- 
sein kommt! wie Wenige, die Aufschluss zu geben vermöchten über Beginn 
und Fortgang im Gebrauche desselben! 

Und doch gewährt es grosses Interesse zu verfolgen, wie die Kennt- 
niss, welehe heute in den Kleinkinderschulen vermittelt und bei uns kaum 
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recht als geistiger Besitz geachtet wird, in weitentlegenen Zeiten und an 
fernen Orten ihren Anfang nahm, wie Jahrhunderte lang nur die bedeu- 
tendsten Köpfe in sie einzudringen vermochten und wie sie in verhältniss- 
mässig kurzer Zeit, was kaum zu ahnen gewesen, allüberall sich Eingang 
verschaffte. Die Einrede, dass es sich doch kaum der Mühe verlohne, mit solch 
einfachen Dingen sich abzugeben und deren Entwickelung nachzuspüren, 
kann nur von Solchen kommen, denen der Sinn für geschichtliche Ent- 
wickelung überhaupt fehlt; übrigens, war denn, was heute einfach, auch 
zu allen Zeiten eine so unbedeutende Sache? Und sind, um nur näher 
Liegendes zu erwähnen, die Elemente der analytischen Geometrie und 
der Differentialrechnung nicht heute ebenfalls sehr einfache Capitel der 
Mathematik, deren Erfindung und Entwickelung zu kennen dennoch Jedem 
von Interesse ist? Als ob nicht alle Aeusserungen des menschlichen 
Geistes als solche, zumal wenn sie einen wichtigen Culturfortschritt be- 
dingen, von der höchsten Bedeutung wären! 

2. Aufgabe. — In Bezug auf die Entwickelung der gemeinen Arith- 
metik aber ist, wie das Studium ihrer Anfänge, so auch die Betrachtung 
ganz besonders der Zeit von Interesse, im welcher sie aufhörte, Eigenthum 
einzelner Weniger zu sein, wo sie, durch eine Reihe günstiger Verhält- 
nisse unterstützt, zu immer weiteren und weiteren Kreisen des Volkes 
gelangte, um bald darauf einen Theil des eisernen Bestandes an geistigem 
Besitz eines Jeden auszumachen. Es ist das Rechnen um die Neige des 
fünfzehnten und während des sechzehnten Jahrhunderts, das ich im Fol- 
senden zu schildern mir vornehme, das Rechnen jener geistig erregten 
Culturepoche also, welche die Grenze zweier Zeitalter bildend das Alte 
sinken und aus ihm überall neues Leben hervorblühen sah. 

3. Vorarbeiten. — Wohl liegen, soweit mir bekannt, zwei Arbeiten 
vor, welche sich das gleiche Ziel steckten: die eine von Wildermuth, 
die andere von Kuckuck. Die erstere® bespricht als Einleitung einer 
Untersuchung über pädagogische Bedeutung und methodische Behandlung 
des Rechenunterrichtes die Haupterscheinunger in der Entwickelung der 
Rechenkunst und des Bechenunterrichtes von den ältesten Culturvölkern 
bis auf unsere Zeit, ist recht gut und belehrend, kann aber speciell für 
das 16. Jahrhundert (8. 733—751) i. A. nicht so detaillirt sein, als eine 
Monographie; die zweite Arbeit#* basirt auf der vorigen, nimmt nur auf 


* Wildermuth, Artikel „Rechnen“ in der Encyklopädie des gesammten 
Erziehungs- und Unterrichtswesens, herausg. von Schmid; Bd. 6, Gotha 1867, 
S. 695— 789, insbesondere S. 731—751. 

*#* A, Kuckuk, Die Rechenkunst im sechzehnten Jahrhundert. Separatabdruck 
aus der Festschrift zur dritten Säcularfeier des Berlinischen Gymnasiums zum 
grauen Kloster. Berlin 1874. 
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Deutschland Bezug und ist im Wesentlichen nur ein Auszug aus zweien 
der bekannteren Rechenbücher jener Zeit. 

4. Vorgeschichte. — Unser heutiges Rechnen und auch dasjenige, 
welches ich schildern werde und von dem sich unser heutiges als eine nur 
wenig höhere Entwickelungsstufe darstellt, ist im Wesentlichen gekenn- 
zeichnet durch den Gebrauch unserer zehn Zahlzeichen, durch die Möglich- 
keit eines Zusammenwachsens derselben zu Zahlen unter Benützung des 
Gesetzes vom Stellenwerth und durch Ausführung der bekannten Rechnungs- 
vorschriften an den die Zahlen zusammensetzenden Elementen statt an 
jenen selbst. Die neueren Forschungen haben nun unzweifelhaft festgestellt, 
dass man die Heimath dieses Rechnens in Vorderindien, dem Wohnsitze 
des Sanskritvolkes, zu suchen hat, dass es die Frucht indischer Specu- 
lation ist, deren wir uns tagtäglich bedienen. Von Indien aus gelangte 
vielleicht schon in den ersten Jahrhunderten nach Christus die Kenntniss 
der 9 neuen Zahlzeichen nach Nordägypten und fand Eingang bei den 
Neupythagoräern der alexandrinischen Schule; die indische Rechenweise 
aber und die Grundbedingung dazu, der Gebrauch des Zeichens O, fand 
sicher erst gegen Ende des 8. Jahrhunderts nach Christus seine Ausbreitung 
nach Westen und zwar zunächst zu den Arabern. Und unter diesen war 
es, soweit uns bekannt, der aus dem heutigen Chiwa stammende Mohammed 
ben Musa Alkharezmi (j 812), der zuerst indisches Rechnen unter seinen 
Landsleuten lehrte und dessen Werk die Quelle abgab für eine grosse 
Reihe arabischer Schriften über die neue Rechenkunst. Dass diese mit 
der Ausdehnung des neuen Reiches, dem dadurch bedingten grösseren 
Verkehr und mit der an Bedeutung zunehmenden Finanzverwaltung selbst 
sich ausbreitete, wird wohl zu erwarten sein, ja man wird auch vermuthen 
dürfen, dass aus wissenschaftlichem Interesse das Zahlenrechnen Pflege 
fand in den Zeiten, als nach dem Aufhören der stürmischen Eroberungen 
allerorts, besonders in Bagdad und in den grossen Städten Spaniens, eine 
nicht geahnte Pflege der Wissenschaften und Künste eintrat. Man muss 
aber die von Vielen angenommene Meinung zurückweisen, als ob überall 
im weiten arabischen Reiche das indische Zahlenschreiben und -rechnen 
gebräuchlich geworden sei; im Gegentheil, als dasselbe schon angefangen 
hatte, in den Oulturländern Europas mehr und mehr die älteren Bechen- 
methoden zu verdrängen, da waren unter den Arabern Viele bei ihrem 
altüberkommenen Verfahren stehen geblieben, so dass die neue Weise stets 
in gewisse Grenzen eingeschlossen blieb. 

In den Zeiten grösster Blüthe des arabischen Reiches aber, im 11. 
und 12. Jahrhundert, war sie — das steht fest — in Spanien vielfach 
verbreitet und dahin, besonders nach dem im Jahre 1080 wieder eroberten 
Herde arabischer Wissenschaft, nach Toledo, reisten damals viele streb- 
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same Männer aus Italien, Frankreich und England, um Künste und Wissen- 
schaften zu studiren, und von dort aus wurden die arithmetischen Kennt- 
nisse der Araber ausgebreitet über die Gelehrtenkreise Westeuropa’s, so 
dass letzterem auf solch weitem Umwege erst die Weisheit der Inder 
zukam. Aber kämpfend nur konnte die neue Rechenweise sich das neue 
Gebiet unterwerfen, und es war wirklich ein Kampf um’s Dasein, in den 
sie sich einliess mit dem zuvor in den genannten Ländern allein herrschen- 
den Gegner, jenem sonderbaren Wesen, das man als das Abacusrechnen 
zu bezeichnen pflegt. Ort, Art und Zeit der Entstehung dieser Rechen- 
kunst sind viel bestritten;* aber geschichtlich feststehende Thatsache ist 
es, dass sie spätestens im 10. Jahrhundert in den der arabischen Herr- 
schaft nieht witerworfenen Ländern Europa’s (neben dem Fingerrechnen) 
einzig Geltung gewann, dass sie „als Kapitel der Gelehrtenwissenschaft 
von Klosterschule zu Klosterschule wandernd sich ausbreitete“ und um 
1200 überall geübt wurde. Nun kam, im Anschlusse an Uebersetzungen 
arabischer Schriften, die neue Methode, gewandt und leicht den schwer- 
fälligen Gegner angreifend, im Vollgefühle klaren und sicheren Verfahrens 
an ihn, der einer schulmässigen Taktik entbehrte, heranstürmend — er 
musste zurückweichen, erst langsam, dann rascher und rascher: der Anfang 
des 13. Jahrhunderts sah ihn nicht mehr, er war vom Kampfplatze ver- 
schwunden und zu den Todten gelegt. Am meisten hatte zum Siege 
die Unterstützung beigetragen, welche der neuen Methode des indisch- 
arabischen Rechnens zu "Theil wurde durch den grossen Pisaner Leonardo 
Fibonacei, welcher an allen den Orten, wohin er auf seinen Reisen kam, 
in Aegypten, Syrien, Griechenland, auf Sicilien und in der Provence, mit 
vieler Arbeit sich aneignete, was man dort vom Zahlenrechnen wusste 
und dann Fremdes, dazu Eigenes, fast Alles beweisend, in seinem „die 
wahre Eleganz üchter Wissenschaft“ zeigenden Meisterwerke (1202) 
niederlegte. 

Der auf Leonardo folgende Zeitraum von vollen drei Jahrhunderten 
bietet in Bezug auf die Geschichte der Mathematik überhaupt ein trüb- 
seliges Bild dar; „mit Erstaunen nimmt man wahr, dass das Pfund, 
welches Leonardo der lateinischen Welt übergeben, in dieser Zeit keine 
Zinsen getragen hat, ja was etwa von Fortschritt bemerkt werden könnte, 
wird fast wieder aufgehoben durch einen fast gänzlichen Mangel allgemeiner 
Beweise und die vielfach unklare Darstellung“. Um nur einen Zeugen 
aus vergangener Zeit anzuführen: Cardanus ruft trauernd aus, wo er auf 


* Vgl. meine als Beilage zum Programm des Karlsruher Gymnasiums (1875) 
erschienene Abhandlung: „Geschichte unserer Zahlzeichen und Entwiekelung der 
Ansichten über dieselbe“. $. 23—43. k 
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die Zeit nach Leonardo zu sprechen kommt:* ‚post hunc autem, Dü boni! 
in quas mamus misera haee seientia peruenerit, nescio am ineptius am infelicius 
tradila sit donec ad Lucam FPacciolum peruenit“. Die neue Arithmetik 
insbesondere scheint trotz der vorzüglichen Darstellung, die ihr durch 
Leonardo zu Theil geworden, sogar in dessen Vaterlande wenig gepflegt 
worden zu sein; wie viel weniger in den Ubng en von der lateinischen 
Sprache beherrschten Ländern! ‚ 

5. Eine Aenderung trat erst ein, als mit dem Ausgange des 15. und 
mit dem Anfange des 16. Jahrhunderts eine neue Zeit heraufgekommen 
war. Der Wiederbelebung des klassischen Alterthums ist es ja in erster 
Linie zu verdanken, dass den gelehrten Kreisen zuerst wieder nach lange 
dauernder Beschäftigung mit vielfach leeren Formen in realer Inhalt 
geboten wurde, den zu bewältigen das Streben der Besten war. Zu keiner 
günstigeren Zeit konnte auch die wundersame Erfindung des Bücherdruckes 
aufkommen, die zum gemeinsamen Besitze Aller machte, was eben noch 
als sorgfältig gehüteter Schatz ängstlich verwahrt worden war; auf leichte 
Weise verschaffte sich nun Jeder :die Mittel zur Bildung, deren Erlangung 
zuvor an grosses Vermögen oder an den Eintritt in das Kloster geknüpft 
war; die Wissenschaft trat heraus aus den engen Mauern der Klosterzellen 
und der Geist, in welchem sie betrieben worden, ward alsbald ein anderer. 
Den Eroberungen auf geistigem Gebiete folgten die Entdeckungen der 
fernen Länder, in gleicher Weise den Gesichtskreis der Lebenden erweiternd, 
unwiderstehlich zum vergleichenden Denken auffordernd.. Hand in Hand 
mit diesen geistigen Interessen steigerten sich die materiellen, der Verkehr 
wuchs, der Handel von Nation zu Nation blühte und nahm zu. Dass so, 
wenn auch weniger der wissenschaftlichen Behandlung, so doch dem prak- 
tischen Betriebe des Rechnens die Zeit günstig war, ist ersichtlich; aber 
es fehlte noch Eines, was demselben erst recht Bestand und Leben ver- 
leihen konnte, es fehlte die Schule, die Volksschule. 

Einen allgemeinen Volksunterricht einzuführen, musste ja ein noth- 
wendiges Verlangen der grossen reformatorischen Bewegung des 16. Jahr- 
hunderts sein und in der That, es hat auch Keiner jenes Verlangen 
kräftiger und nachdrücklicher ausgesprochen als der, dessen Name identisch 
ist mit der Bewegung selbst. Luther hat in seiner stets lesenswerthen 
„Schrift an die Bürgermeister und Rathsherren allerlei Städte in deutschen 
Landen, dass sie Christliche Schulen aufriehten und halten sollen“ (1524), 
in überzeugendster Weise die Nothwendigkeit begründet, „Schulen, beide 
für Knaben und Mädchen, an allen Orten aufzurichten“, höhere wie niedere, 


* Hieronymi Cardani Mediolanensis opera. Lugduni MDCLXIII. Bd, 10, 
S. 118. 
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und die vorhandenen in vernünftiger Weise zu reformiren; und dass er 
dabei die mathematischen Studien nicht vernachlässigt sehen wollte, geht 
aus seinen in eben jenem Sendschreiben enthaltenen Worten hervor: „Ich 
rede für mich: wenn ich Kinder hätte und vermöcht's, sie müssten mir 
nicht allein die Sprachen und Historien hören, sondern auch singen und die 
Musica mit der ganzen Mathematica lernen“. In gleicher Weise hat auch 
Melanchthon, der „Lehrer Deutschlands“, wesentlich mitgeholfen den Jugend- 
unterricht zu verbessern, und er vor Allen war Beförderer des Studiums 
der Mathematik. Er selbst hörte in Tübingen drei Jahre lang mathe- 
matische Vorlesungen bei Stöffler, und später in Wittenberg, wo die Zahl 
seiner ihn bewundernden Zuhörer auf'2000 stieg, las er neben seinen 
Fachcollegien auch über Mathematik, freilich vor Wenigen nur, und. einer 
Reihe von mathematischen Lehrbüchern hat er in Vorreden Geleitbriefe 
mitgegeben, in welchen sich sein Interesse für die Sache lebhaft genug 
ausspricht. Und Luther und Melanchthon waren keine Propheten in der 
Wüste! Kaum standen je Männer mehr im Ansehen als sie, stets ver- 
traute man ihrer Einsicht, überall ward ihr Rath eingeholt und der Samen, 
den sie ausstreuten durch Schrift und Rede, vom Katheder und bei Visi- 
tationen von Kirchen und Schulen, fiel auf guten Boden. Fürsten und die 
Bürgerschaften der Städte wetteiferten, die als richtig erkannten Grund- 
sätze in Gestaltungen des praktischen Lebens zu verwirklichen: eine Reihe 
von Schulordnungen entstand, zumal in der 2. Hälfte des 16. Jahrhunderts, 
und wenn auch der Eifer für das Elementar- wie Mittelschulwesen in gleicher 
Weise rege war, so konnte doch das erstere, bei der grossen Zahl und 
Zähigkeit der Hemmnisse, nur sehr langsam sich entwickeln. Viel raschere 
Fortschritte machte das Gymnasialwesen: nach einer mir vorliegenden 
Zusammenstellung, die freilich auf unbedingte Richtigkeit keinen Anspruch 
erhebt, wurden in den Ländern, welche heute das Königreich Preussen 
ausmachen, während des 16. Jahrhunderts 70 neue Gymnasien gegründet, 
im 17. nur 28, im 18. nur 21. Freilich, bei der herrschenden Richtung, 
hauptsächlich oder fast nur die möglichste Fertigkeit im lateinischen Reden 
und Schreiben zu erzielen, war dem arithmetischen Unterrichte nur wenig 
Raum gegönnt; wo er sich in den Lehrplan aufgenommen zeigt (z. B. 
Sachsen, Jesuitenschulen), tritt er erst in den Oberklassen auf, und noch 
lange nachher bestand am Karlsruher Gymnasium z. B. die Vorschrift, es 
solle in der Klasse, die unserer heutigen Obersecunda entspricht, „ein 
gutes ingenium die Regel de tri erlernen können“. Es konnte ja bei der 
Art, wie die Lehren der Arithmetik vermittelt wurden und auf die ich 
weiter unten noch zurückkommen werde, jenem Unterrichte wahrhaftig 
keine geistbildende Kraft zugeschrieben werden, und wenn man ihn auf- 
nahm, so geschah es mit Rücksicht theils auf die Erinnerungen an den 
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mittelalterlichen Unterricht des Quadriviums, theils auf die Anforderungen 
des praktischen Lebens, welchem man doch einigermassen gerecht werden 
wollte. Dass auch an den Universitäten der damaligen Zeit nur die Ele- 
mente gelehrt wurden, geht aus vielen Zeugnissen unzweideutig hervor. 
So z. B. fordert an der damals berühmtesten Universität Wittenberg ein 
Docent in seiner Eröffnungsrede* die Studirenden auf sich nicht zurück- 
schrecken zu lassen: die ersten Elemente seien leicht, die Lehre vom 
Multiplieiren und Dividiren verlange etwas mehr Fleiss; freilich gebe es 
schwierigere Theile der Arithmetik, „ich spreche aber — so fährt er fort 
—- von diesen Anfängen, welche euch gelehrt werden und nützlich sind“. 
Und so waren es (ausser vereinzelten Männern, welche aus wisseg- 
schaftlichem Interesse der Arithmetik sich annahmen und welche zudem 
erst um die Mitte des Jahrhunderts hervortreten) wesentlich kaufmännische 
Kreise, in denen die neue Rechenkunst sich eingebürgert zeigt; für sie be- 
stimmt und aus ihnen hervorgehend sind die meisten Rechenbücher des 
16. Jahrhunderts, wenigstens der ersten Hälfte desselben; ihrem Bedürf- 
nisse entsprechend ist auch der Geist, in welchem diese Bücher geschrieben 
sind. Nicht eine Rechenkunde, verbunden mit Einsicht in die Entstehung 
und Durchführung der Operationen, sondern eine Rechenkunst sollte ver- 
mittelt werden; eine Summe von Vorschriften, welche für die im gewöhn- 
lichen Verkehr vorkommenden Aufgaben genügten, wurde in dauernd fast 
gleichbleibenden Ausdrücken gelehrt, geübt und wie die Regeln des Zunft- 
handwerkes zunftmässig überliefert. Es sollte noch lange dauern, bis 
dieser blinde Mechanismus verdrängt und ein rationelles den zu vermit- 
telnden Stoff und den Geist des’ Lernenden gleichsehr berücksichtigendes 
Verfahren an dessen Stelle gesetzt war. e 
6. Veberblick, — In jener Zeit, deren Rechenkunst ich zu schildern 
unternommen, sind es — vom Fingerrechnen abgesehen — der Hauptsache 
nach zwei ihrem Wesen nach durchaus verschiedene Methoden, nach welchen 
verfabren wird: erstens das sog. „Rechnen auf Linien“, d. h. ohne schrift- 
liche Darstellung, nur mit Benützung von Rechenpfennigen auf einer mit 
Querlinien versehenen Tafel; zweitens das heutzutage allein noch geübte 
schriftliche Ziffernrechnen , oft als das „Rechnen auf der Feder“ bezeichnet. 
Bevor ich nun dazu übergehe, das gesammte Rechnen der mehrfach ge- 
nannten Zeit nach seinen einzelnen Theilen darzustellen, halte ich es für 
angezeigt, vorher noch die Hauptwerke wenigstens, in welchen wir die 
arithmetische Kunst niedergelegt finden, im Ueberblicke vorzuführen und 
den Verfassern derselben, ihren etwaigen Beziehungen unter einander und, 
soweit nöthig oder erwünscht, ihren Lebensverhältnissen einigeW orte zu widmen. 


* Raumer, Geschichte der Pädagogik I, 320. 
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Und wenn ich im Vorangehenden schon wesentlich auf deutsche Ver- 
hältnisse Rücksicht genommen habe, so wird auch im Folgenden vorwie- 
send der Stand des Rechnens in Deutschland zur Betrachtung kommen. 
Es hat dies seinen ‚doppelten Grund. Einmal sind in unsern deutschen 
Bibliotheken, auf deren Benützung allein ich angewiesen bin, selbstver- 
ständlich die Erscheinungen der deutschen Literatur zumal der früheren 
Zeiten in weit überwiegendem Maasse vertreten, von der ausländischen nur 
die bedeutenderen Werke und oft diese nicht. Dieser Uebelstand verliert 
aber ziemlich an Bedeutung, wenn wir und dies von Zeitgenossen selbst 
erfahren, dass während des 16. Jahrhunderts hauptsächlich in Deutschland 
die mathematischen, zumal arithmetischen Studien blühten. So sagt der 
noch weiterhin zu erwähnende französische Philosoph und Mathematiker 
Ramus, welcher zwei Jahre (1568—70) in Deutschland lebte und die 
wichtigsten Kulturstädte, zumal Süddeutschlands bereiste, geradezu vom 
Zahlenrechnen: ‚„Arithmetica non numerorum potius quam nummorum non 
in Italia modo, sed in Gallia Brittannia et religqua Europa, credo etiam in 
Asia et Africa Italorum trapezitarum manibus exercetur“ und hebt dagegen 
wiederholt dee Pflege der Mathematik inDeutschland hervor. Dieses Hervortreten 
Deutschlands in jener Zeit auf unserem Gebiete ist deshalb auch der zweite 
der vorhin erwähnten Gründe, die mir ein besonderes Berücksichtigen 
deutscher Verhältnisse vielleicht selbst zur Pflicht machten, jedenfalls erlaubten. 

7. Der Anfang der Zeit, welche wir zu betrachten haben, fällt zu- 
sammen mit der Ausbreitung und vermehrten Anwendung der Buchdrucker- 
kunst, deren Bedeutung schon oben hervorgehoben wurde. Jedoch waren 
es Anfangs nur Theologie und Philologie, in deren Dienst sie sich begab; 
den arithmetischen Studien hat sie erst spät genützt und selbst dann 
wurden nur vereinzelt Werke gedruckt, haben sich mindestens nur wenige 
erhalten, welche derselben gewidmet sind. Wohl das erste Buch arith- 
metischen Inhaltes, welches durch den Druck vervielfältigt wurde, ist von 
Prosdocimo aus Padua unter dem Titel „De Algorithmo“ zu Anfang des 
15. Jahrhunderts schon verfasst, aber 1483 erst gedruckt; leider habe ich 
dasselbe nicht benützen können. Auf dieses, wohl aber hauptsächlich auf 
den Abbaco des Leonardo stützt sich Luca Pacioli (145?—1509?), nach 
seinem Geburtsorte San Sepolcro in Toscana häufiger, auch von sich selbst 
Lucas de Burgo Sancti Sepulchri genannt; in verschiedenen Städten Italiens 
und zwar zu Zara, Perugia, Neapel (1494), Mailand (96—99), Florenz 
und Rom (1500) und Venedig (1508) als Lehrer der Mathematik auf- 
tretend hat dieser Minoritenmönch schon von 1470 an die Arithmetik, 
d. i. larte menore oder mercatoria und die einen Theil der Arithmetik aus- 
machende arte magiore oder Algebra in verschiedenen Schriften dargestellt, 
von welchen uns jedoch, wie es scheint, nur der im Jahre 1494 in (mehr- 
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fach mit Lateinisch durchsetzter) italienischer Sprache gedruckte Folio- 
band unter dem Titel Summa de Arithmetica Geometria Proportioni e Pro- 
portionalita erhalten ist, worin er „in der That die ganze Summe des 
Wissens seiner Zeit in Arithmetik, Algebra und Geometrie zusammenge- 
fasst hat.“ Ein Werk aus Deutschland, welches für diese Zeit das Gleiche 
leistet, vermag ich nicht anzugeben; denn das immerhin merkwürdige, 
über alles Wissenswerthe sich erstreckende Sammelwerk aus dem Jahre 
1503, die Margaritha philosophica des Gregorius Reisch reicht in Bezug 
auf Rechnen bei Weitem nicht an Lucas hinan. 

Nur langsam und allmählig, nur die einzelnen kleineren Gebiete um- 
fassend und selbst hier mehr auf den praktischen Gebrauch, meist sogar 
speciell für Kaufleute berechnet, treten in Deutschland die arithmetischen 
Bücher hervor. Als eine der frühesten Bearbeitungen der Arithmetik auf 
deutschem Boden, vielleicht die erste, ist die des berühmten Astronomen 
Georg von Peurbach (1423—61) zu nennen, der nach damaliger Sitte 
eine Zeit lang in Italien verweilte und wohl von’ dort sich Anregung zur 
Abfassung seines Werkchens mitnahm, welches freilich erst fast ein halbes 
Jahrhundert nach seinem Tode (1503) und später wiederholt vervielfältigt 
wurde: „aus sieben enggedruckten Quartblättern bestehend zeichnet sich 
dasselbe durch seine Bündigkeit aus; Definitionen werden fast keine ge- 
geben, die Hauptsache ist die Darstellung der Rechenoperationen, nach 
herkömmlicher Sitte ohne Angabe der Gründe.“® Da Peurbach, sowie 
sein grosser Schüler Johannes Müller, genannt Regiomontanus, zuerst 
‘ das Ziffernrechnen in ausgedehnterem Maasse praktisch verwerthete, so 
hat er durch sein Beispiel schon gewiss Viele dem neuen Rechnen ge- 
wonnen, viel später erst durch sein Buch. Als das erste in deutscher 
Sprache gedruckte Buch arithmetischen Inhaltes ist zu verzeichnen die 
„Behende vnd hubsche Rechenung auf allen kauffmannschaft von Joh. 
Widman von Eger, gedruckt im 1489 Jare“; zwar dem Titel wie der 
Lehrweise nach für rein praktischen Gebrauch bestimmt, ist es nach 
Drobisch’s Zeugniss** in seinen Regeln mehrfach dunkel und nur durch 
die beigefügten Beispiele zu verstehen, geht auch in der Geometrie über 
die rein kaufmännische Arithmetik hinaus.*** In ähnlicher Weise bear- 
beitet ist die Znchiridion novus Algorismi betitelte Schrift von Huswirt 


* Nach Wildermuth a. a. 0.8. 731. 

*=# M. W. Drobisch hat diese Incunabel herausgegeben unter dem Titel: „De 
Joannis Widmanni Egerani ... compendio arithmeticae mercatorum ... Lipsiae 1840“. 

*## [)je Bedeutung dieses erst nachträglich mir vor Augen gekommenen Buches 
zumal als Aufgabensammlung werde ich bei anderer Gelegenheit erörtern. Dass in 
demselben einzelne Fälle der Lösung quadratischer Gleichungen vorkommen, hat 
Drobisch nicht hervorgehoben. 
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(1501)*, im Ganzen etwas ausführlicher, zumal im Kapitel vom Geschäfts- 
rechnen; sie zeichnet sich auch vor der von Peurbach durch eine Eigen- 
schaft ganz besonders aus: letzterer erwähnt nicht mit einer Silbe das 
Rechnen auf Linien, Huswirt aber — und soweit mir bekannt, ist er der 
erste, der dies thut — widmet demselben einen ganzen Abschnitt und 
bespricht ausser den Grundrechnungsarten auch schon die ‚, regula de tri in 
projectilibus“. Die ersten Jahre des neu angebrochenen Jahrhunderts 
bringen noch wenige, vereinzelte Erscheinungen unseres Gebietes auf den 
Büchermarkt; manche unter dem Titel der Arithmetica, mehr noch unter 
dem des Algorithmus, andere als numerorum praxis sich einführend stammen 
sie von sonst unbekannten Verfassern her und lehren bald nur das Rechnen 
mit Rechenpfennigen, bald nur das mit Ziffern, bald auch beides; sie im 
Einzelnen aufzuzählen ist hier nicht der Ort. 

- Mit Ablauf der ersten anderthalb Jahrzehnte werden die die Arith- 
metik und zwar mehr und mehr das Ziffernrechnen Behandelnden Bücher 
häufiger**, so dass kaum ein Jahr vergeht, in welchem aus Deutschland 
nicht eines zu nennen wäre; mit Anfang des zweiten Vierteljahrhunderts 
schon erscheinen Jahr für Jahr mehrere — schon Stifel sagt, dass täglich 
neue herauskommen — und dass in der Folgezeit die Zahl stets gewachsen, 
ist bekannt. Selbstverständlich kann es hier nur darauf ankommen, die 
wegen ihrer Verfasser oder ihres Inhaltes wichtigsten hervorzuheben. 

Obwohl Peurbach mit gutem Beispiele vorangegangen war, scheinen 
die Gelehrten, auch wenn sie mit Geometrie und Astronomie sich beschäf- 
tigten, doch die Elementarmathematik in der neuen Form entweder nicht 
verstanden oder deren Betreibung unter ihrer Würde gehalten zu haben, 
da von solchen — Christ. Rudolff etwa abgerechnet — keine Bearbeitungen 
aus den ersten Zeiten des 16. Jahrhunderts vorliegen; ja in weiten Kreisen 
scheint die Sache überhaupt für unnöthig erachtet worden zu sein, da uns 
aus dem Jahre 1513 die Aeusserung überliefert ist: Sunt qwi dicant literis 
eruditis Arithmeticam non esse necessariam”**. So traten als Verfasser von 
Rechenbüchern anfänglich meist Männer auf, welche als Lehrer an den 
niederen städtischen Schulen oder auch an Privatschulen thätig waren, 
zugleich vielleicht noch irgend ein Amt in der Gemeinde verwalteten und 
sich den Titel als ‚Rechenmaister‘ oder „Schul Modist vnd Rechenmaister “ 


* Diese Schrift hat Wildermuth neu herausgegeben als Beilage zum Programm 
des Gymnasiums zu Tübingen für das Schuljahr 1864/65 (Tübingen 1865). 

** Wie dies z. B. auch ein Zeitgenosse bezeugt, Christoph Rudolff nämlich, 
welcher in seiner „Coss‘“ sich ausspricht (Fol. Cv?): ‚wo yendert ein vleissiger 
disecipl von kauffmans hendIn mer zu wissen begerte | der hab zuflucht zu gemei- 
nen rechenpüchlen | so nit wenig vorhanden sein“. 

*#* Kästner, Geschichte der Mathematik. Göttingen 1796; Bd. I, 85. 
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beilegten. So als einer der Ersten Jakob Köbel, „disser zeyt Statschreyber 
zu Oppenhaym“, von welchem man aus dem Jahre 1516 „Ain New geordnet 
Rechenbiechlin auff den linien“ und aus 1520 eines „Mit der kryde od’ 
Schreibfedern | durch die zeiferzal zu reche“ besitzt, welche beide, auch zu 
einen Buche vereinigt, später wiederholt aufgelegt wurden. Ebenso ein 
Rechenbüchlein von Johann Böschensteyn 1516, und von dessen Sohne 
„Ein nützlich Rechenbüchlin der Zyffer | Aussgangen durch Abraham 
Böschensteyn‘“; nicht minder „Kauffmans handtbüchlin. Aller Rechen- 
schafft behendigkeyt auf Linien vnd Ziphren | durch Gg. Reichelstain 
(1532?). Bekannter als diese Verfasser sind Johann Albrecht, dessen 
„kechenbüchlein auff der linien, dem einfeltigen man odder leien... zu gut... 
jm (MD)XXXIII jar“ erschien und später mindestens noch 9 Auflagen 
erlebte; ferner Simon Jacob von Coburgk und Rechenmeister in Frank- 
furt a.M., „den seine Zeitgenossen, allerdings mit ziemlicher Uebertreibung, 
sogar einem Regiomontan an die Seite stellen“. Dass solche deutsche Rechen- 
meister auch in fremdes Land geriethen, um dort ihre Kenntnisse zu ver- 
werthen, möge durch ein Beispiel belegt werden: Valentin Menher, 
„Alleman“ oder auch „Rechenmaister von Kempten“, wie er, sich unter- 
zeichnet, lebt lange Jahre in Antwerpen und widmet die zweite Auflage 
seines 1556 zuerst erschienenen Buches ‚Practicque pour brievement 
apprendre a Ciffrer...“ dem Rathe der hochloblichen vnd weitberuembten 
Statt Anttorff (Antwerpen). 

Am bekanntesten aber unter allen Denen, welche um die Ausbreitung 
der Rechenkunst sich bemühten und heute noch im Munde des Volkes 
fortlebend ist Adam Riese (Ryse, Ries, Ris und Rise).* Geboren 1492 
zu Staffelstein in Franken, lebte er jedenfalls schon von 1515 an zu Anna- 
berg in Sachsen, war daselbst als Bergbeamter thätig und zwar 1528—30 
als Recessschreiber, von da ab als Gegenschreiber und hielt (um 1532) 
wie Andere nebenbei eine Privatschule, in welcher er seine kechenkunst 
lehrte; er starb 1559. Schon im Jahre 1518 veröffentlichte Riese seine 
„wechenung auff der linihen, in massen man es pflest tzu lern in allen 
rechenschulen“, welches Buch sich 1522 in neuem Gewande darbietet als 
„Rechenung auff der Linien vnd Federn, Auff allerley Handtierung“. Durch 
dieses kleinere Rechenbuch, welches während des 16. Jahrhunderts wenigstens 
in 19 und noch im folgenden Jahrhundert wenigstens in 10 Auflagen erschien, 
sowie durch sein schon 1525 vollendetes, aber erst 1550 gedrucktes 
grösseres Rechenbuch „Rechenung nach der Lenge (= ohne Abkürzung!), 


* Die Nachrichten über Adam Riese habe ich entnommen den Abhandlungen 
von Bruno Berlet: a) Programm der Progymnasial- und Rcealschulanstalt zu Anna- 
berg v. J. 1855: „Ueber Adam Riese“; b) Programm derselben Anstalt v.J. 1860: 
„Die Coss von Adam Riese“, 
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auf den Linihen vnd Feder. Dazu forteil vnd behendigkeit durch die 
Proportiones, Practica genannt“ hat sich Riese seinen Ruhm begründet, 
über den man schon im 16. Jahrhundert einig war, da alle Chronisten 
seiner als „eines berühmten Rechenmeisters“ gedenken; freilich zählen sie 
ihn nicht zu denjenigen berühmten Söhnen Annabergs, welche ob doctrinam, 
sondern welche ob civilem prudentiam claruwerunt. Und doch besass Riese 
gewiss kein gewöhnliches Mass mathematischen Wissens, da er schon im 
Jahre 1524, also lange vor Stifel und Cardanus und ohne Christoph 
Rudolff zu kennen, eine Coss, d. h. eine Algebra geschrieben hat, welche 
glücklicherweise noch im Manuscripte vorhanden ist und erst im Jahre 1860 
zam Theil durch Druck veröffentlicht wurde. Als Gründe aber, weshalb 
sanz besonders Riese’s Arbeiten über das Rechnen so bekannt wurden, sind 
anzugeben die oben geschilderte allseitige Zunahme des Interesses am 
Schulwesen überhaupt und damit am Rechenunterrichte, dann das hier- 
mit auftretende Bedürfniss nach deutschen Unterrichtsbüchern, dem Riese 
durch sein in deutscher Sprache geschriebenes Buch entgegenkam; ferner 
der Takt, welchen er bekundete, indem er zunächst die volksthümliche 
Rechenweise auf Linien und in Anlehnung hieran das Ziffernrechnen behan- 
delte; endlich die relative Klarheit der Darstellung und die Wahl passender 
Beispiele. Keinem der gleichzeitigen Rechenbücher — das von Köbel aus- 
genommen — lässt sich die gleiche Summe von Vorzügen nachrühmen. 

Ich habe vorhin gesagt, dass es anfänglich besonders Nichtgelehrte 
gewesen seien, welche die Lehren der Arithmetik darzustellen unternahmen, 
und auch später noch sind solche auf der Bühne erschienen; von der Mitte 
des Jahrhunderts an aber nehmen unser Interesse am meisten in Anspruch 
die Männer, welche als Fachgelehrte der Mathematik durch Abfassung von 
arithmetischen Büchern ihr Interesse an diesem Zweige ihrer Wissenschaft 
bekundeten. 

Als Uebergang zu diesen konnte uns für Deutschland schon Riese 
dienen; in Frankreich scheint eine ähnliche Bedeutung Etienne de la 
Roche gehabt zu haben, über dessen Leben mir weiter Nichts bekannt 
ist. Er liess i. J. 1520 zu Lyon einen Quartband* erscheinen, welcher 
die Lehren der „Arismetik“ und Algebra enthält, mit grosser Klarheit und 
mit wirklicher Einsicht in und wissenschaftlichem Interesse für die Sache 


* „Larismethique nouellement composee par maistre Estienne de la roche diet 
Uillefräche natif de Lyö sus le Rosne diuisee en deux parties dont la pmiere tracte 
des proprietes perfectios et regles de la diete sciece: come le nöbre entier: Le nöbre 
rout: La regle de troys... La secöde tracte de la practique dicelle appliquee en 
fait de mönayes ..“ Am Ende: Imprimee par Maistre guwillaume huyon. Pour 
Constantin fradin marchant et libraire dudiet Lyon. Et fut acheuee lan. 1520. le. 
2°. de Juing. 
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verfasst ist und mehrfach geradezu an die Summa des Lucas erinnert; 
eine Erwähnung des letzteren findet sich denn auch im Inhaltsverzeichniss.* 
La Roche zeichnet sich dadurch aus, dass er so frühe schon die sonst 
ganz spät zur Geltung kommende Benennung der Zahlen unter Benützung 
der Wörter Million, Billion etec., ganz ausführlich darstellt; aber als Kind 
seiner Zeit beweist er sich durch die genaue Erörterung des mystischen 
Sinnes der Zahlen und die Aufdeckung der denselben gewissermassen inne- 
wohnenden geheimen Kräfte. 

Wie La Roche so ist auch Petrus Apianus (zu deutsch Bienewitz, 
1495—1552) weniger bekannt geworden als er verdient. Zwar als Astro- 
nom ist er berühmt: er erfand und verbesserte verschiedene Instrumente 
und schlug als einer der Ersten die Abstände des Mondes von den Fix- 
sternen als Mittel zur Bestimmung geographischer Längen vor; aber dieser 
„Ordinarius der Astronomei zu Ingolstadt“ hat auch 1532** „Ein newe 
vnnd wolgegründte vnderweisung aller Kauffmanns Rechnung inn dreien 
Büchern‘‘ herausgegeben, in welcher er auch und wohl als einer der 
Ersten erläutert ‚„Sunderlich was fortel vn behendigkeit in der Welschen 
Praetica vnnd Tolleten gebraucht würt | desgleichen vormals weder in 
Teutscher noch in Welischer Spraach nie getruckt“; dass er.auch das 
Fingerrechnen nicht vergisst, werden wir unten hören. Ueberhaupt scheint 
Apianus nach Peurbach wieder der Erste zu sein, welcher als Professor 
an einer deutschen Universität eine Anleitung und gar eine deutsch 
geschriebene Anleitung zum Elementarrechnen veröffentlicht hat; lateinische 
haben Männer in gleicher Stellung wohl herausgegeben: vor ihm, 1514, 
Silieius (Juan Martinez Siliceo), Professor zu Salamanca und nach ihm, 
1536, Regius in Freiburg i. B. und 1555 Micyllus in Heidelberg. 

Weit bekannter aber als die zuletzt Genannten und im Allgemeinen 
für die Geschichte der Mathematik auch wichtiger ist das berühmte Drei- 
gestirn von Männern, ebensovieler Nationen Vertreter, um welche sich 
die Geschichte unserer Wissenschaft in der Mitte des 16. Jahrhunderts 
gruppirt und von welchen Cantor eine anziehende biographische Mittheilung 


* Auf der zweiten Seite, bei Beginn des Inhaltsverzeichnisses findet sich die 
Bemerkung, dass im Buche sei: ‚‚collige et amasse la fleur de plusieurs maistres 
expertz en cest art: come de maistre nicolas chuqwet parisien: de philippe 
friscobaldi floretin: et de frere luques de burgo sancti sepulceri de lordre 
des freres mineurs auecques quelque petite addicion de ce que vay peu inuete et 
experimete en mon temps en la pratique ....“ 

** Kästner a.a. 0.1, 40 führt zwar eine Ausgabe von 1527 an; aber das von 
mir benützte Exemplar trägt am Schlusse die Jahreszahl MDXXXII und lässt nir- 
gends die Andeutung finden, als ob es die zweite Auflage sei. Sollte sich 
Kästner’s Angabe auf das Datum der Widmung beziehen: „Geben zu Ingolstat 
am 7 tag Augusti im 27 jare“? 
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und Würdigung gegeben hat: ich meine Cardanus (1501—76), Ramus 
(1515— 72) und Stifel (1487—1567), welchen sich speciell für Arith- 
metik in gleich würdiger Weise der niederländische Arzt Gemma, genannt 
Frisius (1508—55) und der Italiener Tartaglia (1506?—1559) anreihen. 

Des Cardanus Namen ist freilich vor Allem aufs Innigste mit der 
Entwickelung der Lehre von den Gleichungen verwachsen; aber auch auf 
dem Gebiete des Zahlenrechnens muss derselbe genannt werden. Unter 
dem Vielen, was Cardanus bearbeitet hat und wovon die zehn Foliobände 
seiner Werke Zeugniss ablegen, findet sich, ausser einer unvollendeten 
Abhandlung und einzelnen in seinen Schriften zerstreuten hierher gehörigen 
-Stellen, eine grössere vom Jahre 1537 datirte Arbeit „Practica Arith- 
meticae“, welche mit den Elementen beginnend das ganze Zahlenrechnen 
umfasst und zwar nicht nur, was wir heute unter demselben begreifen, 
sondern auch die Rechnung mit Wurzelgrössen und mit den Unbekannten 
der Algebra. Wiewohl mehrfach, so hauptsächlich beim Rechnen mit 
Brüchen, im Stile jener Zeit mit Ertheilung von Vorschriften ohne Be- 
gründung sich begnügend, verräth er doch überall seinen wissenschaftlichen 
Geist: so wenn er beim Ausziehen der Wurzeln zwei verschiedene Arten 
der Annäherung angiebt, durch Division und durch die meistens Stevin 
(1585) zugeschriebene Verwerthung der Decimalbrüche; so auch, wenn 
er im Anschlusse an die Lehre von den Gleichungen seine Regula de modo 
aufstellt, d.h. eine Anweisung, für jede Art von Aufgaben des praktischen 
Lebens durch vorangehende Lösung derselben durch Algebra und nach- 
folgendes Verlassen der algebraischen Einkleidung eine Vorschrift zur 
Lösung zu finden. Und so verdient seine Arbeit doch unser Interesse, da 
sie im Bewusstsein, wie lange die Arithmetik unvollkommen geblieben 
und im Bestreben, an deren weiterer Ausbreitung und Vervollkommnung 
mitzuhelfen, unternommen wurde; dass sich ein Kapitel: „de proprietatibus 
numerorum mirificis“ und gar eines „de proprietatibus numerorum mysticis“ 
darin findet, darf uns nicht Wunder nehmen. 

Von den drei vorhin genannten Männern hat speciell für die Arith- 
metik wohl den geringsten Einfluss in Bezug auf den Inhalt derselben, 
einen grösseren jedenfalls in Bezug auf die Darstellung Ramus ausgeübt, 
jener berühmte Pariser Professor der Eloquenz und Philosophie, welcher 
als einer der Ersten in Frankreich die unbedingte Autorität des Aristo- 
teles untergrub, freilich deshalb und wegen seines Uebertrittes zur refor- 
mirten Kirche flüchtig gehen musste und, wieder zurückgekehrt, schliesslich 
ein Opfer der Bartholomäusnacht wurde. Schon in der Zeit seines Glanzes 
veröffentlichte er (1555) ein dem Cardinal von Lothringen gewidmetes 
Werkchen, „Drei Bücher Arithmetik“, welches nur die theoretische Grund- 
lage der Zahlenlehre enthält und Neues nicht liefert, aber im Gegensatze 
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zu Euklid das, was es gibt, in durchaus streng logischer Anordnung geben 
will und wirklich gibt: Auseinandersetzungen über den numerus absolutus, 
dabei über die vier Grundrechnungsarten, über Prim- und zusammenge- 
setzte, gerade und ungerade Zahlen im ersten, über den numerus compara- 
tus, d. h. über Verhältnisse und Proportionen (Regel de tri) im zweiten, 
und endlich über den numerus figuratus, d. h. über Flächen- und Körper- 
zahlen (Wüurzelausziehen) im dritten Buch. Noch weniger charakteristisch 
sind diewührend seines Aufenthaltes in Deutschland (1569) von ihm ver- 
öffentlichten arithmetischen Schriften: so seine „Zwei Bücher Arithmetik“, 
in welcher im Ganzen nach der uns heute geläufigen Reihenfolge die Haupt- 
sache des Zahlenrechnens gut dargestellt ist und „Scholarum mathemati- 
carum libri 31“, welche in ihrem arithmetischen Theile Anmerkungen und 
Erläuterungen zum unmittelbar vorher erwähnten Werke enthalten, in 
denen ebenfalls sein kritischer nach strenger Logik en Geist zum 
Ausdrucke gelangt. 

Stifel’s Bedeutung für die Geschichte der Mathematik überhaupt ist 
allgemein anerkannt. Ursprünglich wie Luther Augustinermönch, dann zum 
Protestantismus übergetreten, durch das Schicksal kräftigst gerüttelt und bald 
da, bald dort umhergetrieben, ist dieser merkwürdige Mann, welcher zu tiefen, 
von jeder praktischen Verwendbarkeit entfernten mathematischen Spekula- 
tionen wie zum trübsten Mysticismus gleichsehr geneigt war, der bedeu- 
tendste unter den deutschen Mathematikern des 16. Jahrhunderts geworden. 
Und wenn er auch speciell für das Zahlenrechnen weniger geleistet zu 
haben scheint, da seine Forschungen und Funde sich mehr auf die Eigen- 
schaften der Zahlen, auf die Reihen und verwandte Gebiete der damaligen 
höheren Arithmetik bezogen, so werden wir doch immerhin im Verlaufe 
unserer Abhandlung mehrfach seiner Leistungen Erwähnung thun müssen. 
Aber seine Stellung in der Geschichte beruht hauptsächlich darauf, dass 
er zuerst in Deutschland ein vollständiges Lehrgebäude der gesammten 
Arithmetik und Algebra veröffentlichte, worin er die Forschungsergebnisse 
seiner Vorgänger und seine eigenen zusammenstellte. „Quanguam plurimi 
de Arithmetica libelli extent et quotidie plures noui gignuntur, ego tamen adhue 
nullum widi qui integram artem traderet“ — sagt er selbst in seiner „Arith- 
metica integra“, welche dem, gesammten Inhalt des einen Zweiges der 
deutschen Mathematik der damaligen Zeit darstellt. Und indem er so mit 
„der vollständigen Behandlung aller Regeln der Coss, welche auch Algebra 
heisst“, und der aller übrigen „Algorithmen der irrationalen Zahlen“ zu- 


gleich auch das gewöhnliche Zahlenrechnen verband — „Algorithmos vul- 
gares“ nennt er es — gelangte dieses letztere in der Darstellung, wie er 


es gab, so z. B. auch die Erläuterung der sog. Wälschen Praxis, zu Vielen 
und jeder Theil seines Werkes verhalf dem andern zu immer grösserer 
Supplem. z. hist.-lit. Abth.d. Ztschr. f. Math.u. Phys. 
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Ausbreitung. Doch nicht den Gelehrten allein sollte sein Wissen zu gute 
kommen; auch für Laien hat Stifel eine Bearbeitung des Zahlenrechnens 
veröffentlicht, seine „Deutsche Arithmetika“, worin ‘er auch, wie unten 
zu besprechen sein wird, ausführlich das Rechnen auf Linien behandelte. 

Schon vor Stifel hat der oben erwähnte Arzt und Professor zu Löwen 
Gemma Frisius eine recht deutliche Arithmetik geschrieben („Arithme- 
ticae practicae methodus facilis“, 1540, Vorrede vom J. 1536), welche 
noch im 16. Jahrhundert mindestens 25 Auflagen erlebte und auch im 
folgenden mehrmals zur Ausgabe gelangte und sich besonders dadurch 
auszeichnet, dass darin, der gewöhnlichen Annahme entgegentretend, eine 
grössere Anwendbarkeit der sog. „Regel vom falschen Satze‘‘ gelehrt wird. 

Ausführlicher habe ich über die wichtigsten um die Mitte des 16. 
Jahrhunderts auftretenden Arithmetiker berichtet, da gerade sie aus ver- 
schiedenen Gründen unser Interesse in Anspruch nehmen. Wie aus den 
schon angeführten und später noch gelegentlich anzuführenden Stellen her- 
vorgeht, haben noch viele Andere das in immer weitere Kreise eindringende 
und dabei das Rechnen auf Linien mehr und mehr zurückdrängende Zahlen- 
rechnen dargestellt; es verlohnt sich nicht, auch nur eine Aufzählung der 
Namen solcher Schriftsteller hier vor Augen zu führen. Doch möchte ich 
nicht abschliessen, ohne wenigstens noch zweier hervorragenderer Männer 
Erwähnung gethan zu haben. 

Der eine ist der Jesuit Christoph Clavius (1537—1612), welcher 
auf Wunsch des Papstes Gregor XIII. an der Verbesserung des Kalenders 
mitarbeitete und in Bezug auf den Gegenstand, der uns hier beschäftigt, 
eine wirklich hervorragende Stellung einnimmt: sein im Jahre 1584 zu 
Köln erschienenes Büchlein „Zpitome Arithmeticae practicae“, welches zu- 
gleich der Vorläufer eines grösseren Werkes über Arithmetik sein sollte,* 
behandelt nämlich das ganze Zahlenrechnen, und was Wildermuth über die ein- 
zelnen Kapitel sagt** — „Seine Einleitung in die Bruchlehre lässt in. Be- 
zug auf verständige Anordnung, Klarheit und Vollständigkeit kaum etwas 
zu wünschen übrig... Am gründlichsten stellt Clavius die Regel de tri 
dar und widmet einen besonderen Abschnitt schwierigeren Fällen, die bei 


« 


ihrer Anwendung vorkommen . .. .“ u. s. w. — kann ich vollständig unter- 


schreiben; sowohl was Darlegung und Begründung des theoretischen Auf- 
baues, als auch was Benützung desselben zur Lösung der im Leben sich 


* Es heisst z. B. S. 5: „Der Leser möge das Büchlein benützen „dum maius illud 
Arithmeticae opus in lucem exeat, quod propediem, Deo iuvante, fore speramus‘‘ 
— und 8. 120 ‚,..ut in maiore nostro Arithmetices opere declarabimus“; aber in 
der Gesammtausgabe von Clavius’ Werken (1611) findet sich kein „grösseres Werk “, 
sondern nur der unveränderte Abdruck des Epitome. 

** Wildermuth a. a. O. 8. 743. 


bietenden Rechnungen und was Abwägung der dabei möglichen verschie- 
denen Methoden betrifft, es geschieht die Behandlung in einer für das 
16. Jahrhundert so meisterhaften Weise, dass Clavius geradezu die Palme 
unter allen Schriftstellern über Arithmetik gebührt. 

Der zweite, den ich noch erwähnen wollte, ist Simon Stevin 
(1548—1620): seine „Arithmetik“ ist zwar wenig hervorragend, ja sie 
leidet schon theilweise, durch Ramus wohl beeinflusst, an einem Ueber- 
maasse von Deutlichkeit und gibt wie einen Vorgeschmack der späteren 
trockenen und langweiligen Wolfischen Weise, und sie hätte ihrem Ver- 
fasser gewiss auch nicht einen unvergänglichen Namen in der Geschichte 
der Arithmetik verschafft; aber diesen hat er sich errungen durch ein dem 
Umfange nach viel kleineres Schriftchen, in welchem er zum ersten Male 
eine zusammenhängende Darstellung der Lehre von den Decimalbrüchen 
gegeben hat. Wir werden zwar bei deren Besprechung sehen, dass seine 
Bezeiehnung derselben noch etwas schwerfällig ist; aber das Wesen der 
Sache und deren Bedeutung hat Stevin erkannt und zum Ausdrucke ge- 
bracht, so dass ihm wohl das Lob gebührt, welches ihm von einem seiner 
Verehrer gezollt wird: 


Non fumum ex fulgore, sed ex fumo dare lucem 
Cogitat, ut speciosa dehinc miracula promat 

Sume unum e multis. Quwid non Decarithmia praestat 
Divinum scriptoris opus? cui non ego si vel 

Aurea mi vox sit, centum linguae oraque centum 
Umni aetate queam laudes persolvere dignas. { 


Mit Stevin bin ieh an das Ende des Jahrhunderts und damit des 
Zeitabsehnittes gelangt, dessen Hauptvertreter auf dem Gebiete des Rech- 
nens ich in kurzen Zügen vorführen wollte; ich gehe nun dazu über, das 
Iechnen selbst, die Uebung und die Leistung jener Zeit darzustellen und 
schicke dem noeh eine kurze Mittheilung über deren Ansichten vom Werthe 
des Rechnens voraus. 

8. Ansichten über die Bedeutung der Arithmetik. — Wie Boetius 
gleich zu Anfang seines mathematischen Werkes unter Berufung auf 
Pythagoras tind überhaupt die Alten versichert, dass in der Philosophie 
keiner zur Spitze der Vollkommenheit gelangen könne, der nicht den vier- 
fachen Weg des Quadriviums gewandelt und dass unter den dasselbe aus- 
machenden Wissenschaften (Arithmetik, Geometrie, Musik, Astronomie) 
zuerst die Arithmetik erlernt werden müsse, welche gewissermassen die 
Stelle einer Mutter zu den übrigen einnehme, so hat das ganze Mittel- 
alter treulich derselben Meinung gehuldist; und auch die Schriftsteller, 
welche am Anfang der neuen Zeit stehen, rühmen die Arithmetik und 
berufen sich auf des Plato und Aristoteles nicht minder wie des Augustinus 
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und Boetius Zeugniss: „Plato zu einer zeyt gefragt ward“ — so berichtet 
uns Riese — ,„wo durch ein mensch andre Thier vbertrette: geantwortet 
hat: Dass er rechnen kann vnd verstand der zaln hab“. Mit Gewissen- 
haftigkeit wird stets die Stelle der heil. Schrift citirt, dass Gott Alles 
nach Maass und Zahl geordnet habe und „deshalb die kunst Arismetrica 
die aller edelst vnder den sybe freyen künsten“ sei (Köbel) und darum 
„die zal vn die Rechenung zum Ersten vor allen andern not ist zu wissen“ 
(Apianus). Aber auch ein anderer Grund wird in’s Feld geführt: sie 
sewähre Nutzen und ein Jeder, welches auch sein Stand und seine Würde 
sei, könne Vortheil aus ihr ziehen; Köbel, die Sitte des folgenden Jahr- 
hunderts vorausnehmend, singt von ihr: 

„Ayn mensch dem Zal verborgen ist 

„Leychtlich verfürt der wird mit list 

„Diss nym zu hertzen bit ich ser 

„Vnd jeyder sein Kind Rechen ler.“ 

Aber auch die allgemeinere Bedeutung für Menschenbildung, welche 
die Uebung im Rechnen verleiht, wird hervorgehoben und kaum von Einem 
mehr als von Melanchthon, dessen Verdienste um die Sache ich früher 
schon erwähnte. Seine Vorrede zu Stifels Arithmetica integra beginnt 
sofort: „Nicht wenn ich hundert Zungen hätte, Könnte ich aufzählen, in 
wie Vielem die Zahlen Nutzen gewähren. Und so augenfällig und auf- 
der Hand liegend ist der Nutzen nicht nur der Zahlen, sondern auch der 
Kunst, welche lange und verwickelte Rechnungen mit wunderbarer Ge- 
schicklichkeit durchführt und erklärt, dass ich Niemanden für so stumpf 
halte, dass er nicht die Zahlen bewundere und die Kunst selbst hoch- 
schätze.... Endlich ist es für den Gebildeten schändlich, diese Kunst zu 
vernachlässigen, welche die Quelle und der Anfang alles Schliessens ist... 
Deshalb müssen gute und gelehrte Männer mit aller Macht sich bemühen, 
diesen Unterrichtszweig wieder in den Schulen einzuführen....“ Und wie 
. Melanchthon in Deutschland, so klagt Ramus in Frankreich: früher bei 
den Hebräern, Aegyptern, Griechen, Italern haben die mathematischen 
Studien geblüht und auch lange nachher noch seien die Knaben in zartem 
Jugendalter „in his doctis abacıs, in hoc erudito pulvere“ * unterrichtet 
worden; aber schon seit Jahrhunderten seien kaum Wenigen und nicht 
Knaben, sondern Gelehrten die Elemente der Mathematik bekannt; dies 
müsse sich ändern und er wolle nicht einen Stier nur, sondern eine Heka- 
tombe jenen weihen, von welchen er sehe, dass sie die mathematische 
Kunst den Knaben leicht, den Künstlern geläufig, in Theorie und Praxis 
endlich nicht nur anstaunenswerth, sondern auch populär gemacht hätten. 
Und wenn Melanchthon, das Sprüchwort eitirend: Frisch gewagt ist halb 
gewonnen, als Preis solch arithmetischen Wissens das Innehaben von mehr 
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als der Hälfte der ganzen Philosophie in Aussicht stellt, so versteigt sich 
der Humanist Hermann von dem Busche gar zu dem ars Omnia 
une novit qui mumerar® potest. 

An Anrühmung der Arithmetik und an Empfehlungen des Studiums 
derselben hat es also nicht gefehlt — sehen wir nun zu, worin diese 
Arithmetik der Reformationszeit bestand! Dass hier im Ganzen drei durch- 
aus verschiedene Methoden in Betracht zu ziehen sind, das Fingerrechnen, 
das Rechnen auf Linien und das Ziffernrechnen, wurde schon oben erwähnt, 
Beginnen mit der ersten! 


I. Das Fingerrechnen. 


9. Es steht unzweifelhaft fest, dass der Gebrauch, unter Benützung der 
Finger Zahlen darzustellen, ja auch wirkliche Rechnungen auf diese Weise durch- 
zuführen, im Alterthum in allen Schichten der Gesellschaft allgemein ver- 
breitet war. Eine Reihe von Stellen aus den lateinischen Klassikern be- 
weist dies z. B. für die Römer und bezeugt wenigstens für deren spätere 
Zeit die Nothwendigkeit der Geübtheit in dieser Sache. Wenn also das 
auf römischem ‘Wege fussende Mittelalter die gleiche Methode benützt, so 
ist das nicht zu verwundern; auch Leonardo (1202) betont*, dass die, 
welche das Ziffernrechnen benützen wollten, wohl auch den computus per 
figuram manuum wissen und im Addiren und Multiplieiren mit den Händen 
sich wohl üben müssten, um darin Gewandtheit zu erlangen. 

Es scheint nun die gewöhnliche Annahme zu sein, dass mit dem 
Mittelalter auch das Fingerrechnen sein Ende genommen habe, und es ist 
dies begreiflich, da in der That so sehr wenige Schriften seiner Erwäh- 
nung thun. Dass dem aber nicht so sei, dass auch diese lang gewohnte 
Uebung eine ungemeine Zähigkeit des Lebens besass, beweisen uns dem 
15. und 16. Jahrhundert angehörige Schriften. So findet sich bei Lucas 
von Burgo (den ich künftig einfach Lucas nennen will) eine Tafel**, auf 
welcher in vier Reihen je 9 durch Einbiegen oder vollständiges Umlegen 
der einzelnen Finger erreichte Fingerstellungen und dadurch erzielte Formen 
der Hand zur Darstellung kommen; jede einzelne der letzteren bezeichnet 
eine Zahl und zwar so, dass die Einer und Zehner durch die linke, die 
Hunderter und Tausender durch die rechte Hand versinnlicht werden. Und 
Lücas hält nicht etwa nur die Darstellung der Zahlen auf diese Weise 


* Liber Abbaci ed. Boncompagni. 8.5. 
++ Summa de Arithmetica ete. Fol. 36v- 


für möglich; er spricht*® von der Bedeutung des Rechnens, dass es „ge- 
wissermassen den Menschen als gottgleich erscheinen lasse, besonders wenn 
man das Dividiren, Multipliciren, Summiren und Abziehen gut auswendig 
wisse; dies betreibe sich noch leichter mit den Händen, wenn man noch 
die Handgriffe der Arithmetik auswendig wisse, was immer zu allen ge- 
nannten Zweigen (des Rechnens) diene“, worauf dann die erwähnten Ab- 
bildungen folgen. 

10. Aber auch in einem deutschen Buche sogar aus späterer Zeit ist 
vom Fingerrechnen die Rede. In seinem noch mehrfach zu citirenden 
Rechenbuche (von 1532, Vorrede von 1527) macht Apianus gelegentlich 
der Erklärung der Addirens und der dabei auftretenden Nothwendigkeit, 
die sich ergebenden Zehnerzahlen im Kopfe zu behalten, den folgenden 
Vorschlag: „Ob aber einer so gar vngeschickt were | vnd die zal im sinn 
zu behalten nit vermöcht | sol er die finger der lincken handt | nach der- 
selbigen zal | welche behalten sol werden | legen vnnd heben. Darnach 
so er kommet zu den andern Figuren | sol er die zal | welche er im sinn 
behalten hat nach anleytung der Finger Addirn“. Und Apianus bildet 
hierzu zehn durch Biegen und Strecken der Finger gewonnene Handformen 
ab — freilich der rechten Hand — mit Beifügung der Zahl, als deren 
Symbol dieselbe zu gelten habe. Wenn nun auch hiermit gewiss nur 
eine Darstellung von Zahlen, dazu nur von 10 Zahlen bewiesen ist, so 
ergiebt sich aber ein Weiteres aus den unmittelbar darauf folgenden 
Worten Apians: „Wie auch ein jetliche zal mit einer andern zal durch die 
Finger beyder hend sol multiplieirt | dar durch auch die keuff im sinn ge- 
macht werden | wirstu inn meinem Centiloquio finden“. Leider ist mir 
letzteres Buch unbekannt, ja es ist mir sogar sehr zweifelhaft, ob es je 
erschienen. Denn in der Vorrede zu seinem Rechenbüchlein sagt Apian: 
„Die Regulas Cosse mit sampt dem Centiloquio | darine der kern ligt | 
wird ich in kürtzer zeit (wil Got) auch in druck geben“; zwei Jahrhun- 
derte später aber macht Leupold**, indem auch er von Apians Finger- 
rechnen spricht und dessen Hinweis auf sein Centiloquium erwähnt, die 
Bemerkung: „ ich habe aber solches Centiloquium zur Zeit noch nicht an- 
sichtig werden können, wie sehr ich mich bemühet“. Jedenfalls aber 
geht aus Apians Worten hervor, dass zu seiner Zeit, wenn wohl auch nur 
wenigen Einzelnen, doch immerhin das Fingerrechnen als solches be- 


* Ib. Fol. 36r: ,„E molto aglianimi nostri deletabili como appare: e-quası fa 
parere Ihomo diwino: maxime quando sanno ben. Partire. Multiplicare. Summaye. 
e Sotrare amente. Le qual cose se hano asai piu legiermente ale mani: se ancora 
le mani de la Arithmetica haweremo amente: le qual servira sempre a tutte ditte 
parti: st como dinanze promisi mostrare. E pongotele qui figurate che sono... .“ 

** J, Leupold, Theatrum arithmetico-geometricum, Leipzig 1727, 8.3. 
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kannt war und wenn auch selten geübt war. Ja, wenn wir hören, dass 
auch heute noch (in einer weiter unten zu besprechenden Weise) in der 
Wallachei hin und wieder die Finger benützt werden, um das Produkt 
zweier einziffrigen Zahlen, welche grösser als 6 sind, zu finden, so wird 
man aus dem Allem schliessen dürfen, dass wohl auch im 16. Jahrhundert 
das Fingerrechnen im Gebrauch war, und es darf uns nicht befremdlich 
erscheinen, dass diese nur den Gebrauch der Hände erfordernde und ge- 
wiss auch fast nur durch Vorzeigen und Absehen sich weiter verbreitende 
Zahlendarstellung so selten in gedruckten Büchern sich erklärt findet. 


II. Das Rechnen auf Linien. 


11. Wir sahen, dass das Fingerrechnen im Anfange der Neuzeit zwar 
noch gebräuchlich war, aber höchst selten nur zur Durchführung von 
Rechnungen benützt wurde, dass es jedenfalls nicht mehr Volkssitte, son- 
dern wohl nur Wenigen bekannt war. Geradezu charakteristisch aber ist 
für das 16. Jahrhundert das Rechnen auf Linien und ganz unvermittelt 
scheint es mit Beginn desselben aufzutreten. 

Wohl gebrauchten, wie heute noch die Ostasiaten ihren Suanpan, 
so die Alten ihren "Abacus, .d. h. eine kleine Tafel, versehen mit Ein- 
schnitten, welche gegen den. Rechnenden gerichtet und in welchen mit 
Köpfchen versehene Stifte verschiebbar sind; je nach deren Stellung inner- 
halb der: Einschnitte werden für irgend welche Zahl diejenigen Bestand- 
theile bezeichnet, welche wir heute durch unsere Ziffern darzustellen pflegen. 
Und auch ein Abacus ohne Einschnitte war im Alterthum gebräuchlich, 
mit parallelen Linien versehen, auf oder zwischen welchen durch aufgelegte 
Rechensteinchen (calculi) die Operationen durchgeführt wurden; ob aber 
die Linien horizontal oder vertikal, oder besser ob sie querüber vor dem 
Rechnenden oder gegen denselben gerichtet auf der Tafel gezogen waren, 
ist, eine Streitfrage, doch wohl im ersteren Sinne zu entscheiden. Jeden- 
falls aber findet sich solches Rechnen mit Rechensteinen während des 
ganzen Mittelalters nirgends direct erwähnt, denn das Columnenrechnen 
des Boetius und Gerbert ist anderer Art.* Da mit Anfang des 16. Jahr- 
hunderis tritt es auf einmal wieder auf, vielleicht weniger in Italien und 
England, wohl aber in Frankreich und ganz besonders in Deutschland. 


* Vgl. über das Columnenrechnen: G. Friedlein, Die Zahlzeichen und das 
elementare Rechnen der Griechen und Römer und des christlichen Abendlandes. 
Erlangen 1869, S. 51—56 und $. 102-125. 
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Für Frankreich finde ich dasselbe zum ersten Male in einem „De arte 
numerandi sine arismetice (perfectionis) summa  quadripartita‘“ betitelten 
Buche, dessen Druckzeit zwar nicht darin angegeben ist, welches aber nur 
den ersten Jahren des 16. oder wohl auch dem Ende des 15. Jahrhunderts 
angehören kann. Indem der Verfasser das Rechnen „per proiectiles‘‘ ver- 
hältnissmässig kürzer auseinander setzt und dann beifügt (Fol. b,;”) „hec 
licet brewiter de proiechilibus sint dieta .negotianti tamen atque se exercenti per 
cos frequenter .abundantissime hec pauca sufficient“, so beweist er damit, 
dass das Rechnen auf Linien schon längere Zeit eingebürgert war. 

Dass es aber auch in Deutschland nicht erst jetzt aufkam, ersieht. 
man aus der Schrift des Balth. Licht vom Jahre 1500*, welcher dieselbe 
seinem Lehrer an der Leipziger Universität widmet und dabei sagt, dass 
er von ihm die Anregung empfangen (,,e& tuis. olim passim nobis repetitis‘‘) 
und danach sein Werkchen verfertigt habe. ai 

12. Wesen. — Dieses Rechnen erforderte eine Reihe paralleler ge- 
rader Linien, welche in gleichem Abstand von einander und querüber vor 
dem Rechnenden von links nach rechts gezogen wurden und zwar gezogen 
„uff ein Tisch mit kreyden (uff einem Tuch, Filtz) oder wohin du wilt machen.“ 
Die Titelblätter dem damals erschienenen Rechenbücher zeigen häufig Abbil- 
‘dungen von rechnenden Personen, entweder eine und diese „auf Linien“ 
oder „auf der Feder“ rechnend je nach dem bezüglichen Inhalt des Buches 
selbst, häufiger aber zwei oder drei Personen in gleicher Beschäftigung; 
auf diesen Bildern nun finden sich die „Linien“ fast immer unmittelbar 
auf die Tischplatte des Kaufmanns- oder Wirthstisches hingezeichnet, sel- 
tener auch (z. B. bei Menher) auf eine etwa '/;" hohe Bank, neben welcher 
der am Boden auf einem Kissen sitzende und sich über die Bank lehnende 
Rechner abgebildet ist. So versteht sich ‚auch, wenn Albert und Köbel 
die Linienanordnung geradezu als „Rechenbanck“ überschreiben und wenn 
letzterer sagt: „es wirt diss Figur der Linien ain Rechenbanck... genannt“ 
und wenn er sich an den Leser wendet mit der Vorrede: „Ich ler die 
Kynd an Bencken gan | Algrismum Jung vnd Alt verstan.“ 

Auf und zwischen die genannten Linien wurden nun „Rechenpfenninge 
(projectiles)“ gelegt, deren Einheitswerth verschieden war je nach der 
Stellung der betreffenden Linien selbst, so dass wohl „Von krafft der 
Linien vnnd jrer Bedeutung“ gesprochen werden konnte. „Clar ist — lässt 
sich Köbel vernehmen — das die vnderst linig Ains bedeut | Die zwait 


* Algorithmus linealis cum pulchris conditionibus Regule detri: septem frac- 
tionum ....“ — Kästner I, 85 eitirt nur die Ausgabe von 1513 mit der Vorrede 
von 1509; vor mir aber liegt eine Ausgabe, deren Vorrede von 1500 datirt ist 
und an deren Ende keine Jahreszahl beigefügt ist, wie dies Kästner angiebt. 
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Zehen | die drit Hunndert | Die fierd Tausent | u.s.w. vnnd also auff vnnd 
auff | So vielder Linien gemacht werden | Bedeut aine yede Linig Zehenn 
mall als vil als die nechst Linig vnnder yr.“ Zur Erhöhung der Ueber- 
sichtlichkeit soll stets auf die vierte Linie „ain Crützlein oder sunst ain 
zeichn“ gemacht werden, um anzudeuten, dass sie 1000 bedeute und dass 
von ihr an „widerumb ain anfang ist auff Tausant zu zelen“, nach dessen 
Erreichung die betreffende Linie wieder durch ein Kreuzchen ausgezeichnet 
werden soll. Aber auch die Zwischenräume (spacia, bei Regius „domus“), 
die „Feldung oder Spacien‘“ hatten ihren besonderen Werth: „On velenn 
bedeut die Erst vnd vnderst veldung oder spaeium zwische der Ersten vn 
zwaiten Linien | Fünff | Das Ander Spacium zwischen der zwaytten vn 
drittenn Linien fünfftzick | u. s. w. vnnd also für vnnd für Bedeut ain 
yeklich Spacium fünff mal als vill als die nechst Linig vnder ym | vand 
halb als vil als die nechst Linig ob ym | Auss dem hastu dass | das erst 
spacium vnder der vnderstenn linien ainn halbs bedeut |... Des zu sicht- 
licher anschawung nym’diss nachuolgend Beyspiel“: 
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Diese weitläufigen Erklärungen hat erst Stifel zusammengefasst in 
eine einzige, aus der „sollichs alles gibt sich selbs fein“, nämlich in der 
Regel: „Ein jeder Rechenpfenning der auff einem spacio ligt | bedeutet halb 
so vil | als einer auff der nehisten linien drob | vnnd fünffmal so vil als 
einer auff der nehisten linien drunder“. Deutlich genug tritt hier hervor, 


dass diese Anordnung mit der Reihenfolge der römischen — übrigens ge- 
rade von Köbel als „gemain Teusch zal“ bezeichneten — Zahlzeichen I], V, 


X, L,C, D,M übereinstimmt und so wohl auch lateinischen Ursprung an- 
deutet. | 

Selbstverständlich ist es und dennoch wurde stets weitläufig erklärt, 
„das du nit fünff Rechenpfening auff ainer Linien | oder zwen in aim 
spacium ligen lassen solt“, sondern „alsdan soltu die selbenn fünff auff- 
heben | vnd ain dar für in das nechst Spacium ob der selben Linien legen 
In gelicher weiss | als offt du zwen Rechennpfening in aim Spacium findest | 
soltu alweg die zwen aufhebe | vn ain dar für auf die nechst Linig ob 
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dem selben spacium legen“, so dass also nach beendeter Rechnung auf 
jeder Linie höchstens vier, in jedem Zwischenraum höchstens ein Rechen- 
pfennig liegen konnte. Aber umgekehrt konnte man und musste beim 
Rechnen zuweilen einen in den oberen Gegenden der Rechenbank liegenden 
Rechenpfennig, „ain grosse sum in bedeutung ains ainigen Rechenpfennings“, 
in die Linien und Spacien darunter zerfällen oder „vndertailen“ in einer 
Weise, die sich (wie das Vorige) sofort aus der folgenden Darstellung 
Apian’s ablesen lässt: 
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Zur Darstellung mehrfach benannter Zahlen „soltu dieselben 
Linien vnd spacien mit zwaien oder dreyen zwerg linienn von oben herab 
gezogen vnderscheyden vnd yegklichs geschlecht der Müntze oder Gewicht 
vnderschydlich in der tail ains legen“; diese Abtheilungen, deren also 
z. B. beim Rechnen mit Gulden, Albus, Pfennig, Heller vier nöthig waren, 
hiessen „wechselbenck, Cambien oder Banckir“ (bei Regius „viculi‘). — 

Man erkennt aus dem Vorstehenden, dass die Darstellung der Zahlen 
in der That, wie Stifel meint, „wunder leichtlich durch die Rechenpfenning 
geschieht“. Dass aber auch die gewöhnlichen Rechnungsarten durch die- 
selben „wunderleichtlich gelernet vnd gelehret‘‘ werden konnten, ja dass man 
auch noch mehr damit auszurichten vermochte, werden wir nachher‘ sehen. 

13. Was nun die Benennung dieses gebräuchlichsten „Rechnens 
auf Linien‘ betrifft, so habe ich mit eben diesem Namen und seither 
überhaupt diejenige benützt, welche in deutschen Schriften die häufigste 
und offenbar die volksthümlichste gewesen ist. Doch auch andere Namen 
sind gebräuchlich und in dieser Namengebung selbst ist die vorausge- 
gangene Entwickelung der Arithmetik deutlich genug zu erkennen. Nach- 
dem das Columnen- oder Abacus-Rechnen des Boetius und Gerbert durch 
die bei den Arabern zuerst von Mohammed ben Musa Alkharezmi gelehrte 
indische Methode verdrängt war, wurde es unter allmähligem Vergessen 
des Namens des ersten Lehrers gebräuchlich, die neue Methode selbst als 
Algorismus zu bezeichnen und diese Bezeichnung blieb in Uebung während 
der nächsten drei Jahrhunderte, so dass es im Gegensatze hierzu richtig 
erscheint, wenn später das Rechnen auf Linien wieder als Abacusrechnen 
benannt wird; doch finde ich nur, dass Regius von einer supputatio quae 
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fit in Abaco spricht und erklärt: ‚Abacus vulgo mensa dieitur calculatoria 
quibusdam distincta lineis“. Wenn aber der Mann, welcher am meisten 
dazu beigetragen, das Ziffernrechnen auszubreiten, wenn Leonardo selbst 
sein Buch „il Abbaco“ betitelt und auch später noch, z. B. 1501, Borgi 
seine nur die Rechnung mit Ziffern lehrende Anleitung „Libro del Abacho“ 
nennt, so dürfte es auch nicht wundern, wenn umgekehrt im 16. Jahr- 
hundert das Rechnen mit Rechensteinen sich als Algorismus bezeichnet 
fände. Doch ist ein solches Vorkommen dieses Wortes in dem bezeich- 
neten engeren Sinne gewiss selten, und wenn Reisch von dem ‚Algoritimus 
vulgi per lineas et denarios projectiles“ spricht oder wenn Köbel die Grund- 
rechnungsarten, welche er auf Linien erklärt, als „Algorischtische Species“ 
bezeichnet, oder wenn das Werk von Balth. Licht, das erste, in welchem, 
wie es scheint, das Rechnen mit Projectilen gelehrt wird, sich geradezu 
als Algorithmus linealis einführt, so erkennt man hieraus nur, dass all- 
mählig Algorismus sich theilweise schon zu einer Benennung für Rechnen 
überhaupt umgewandelt hatte; wir werden übrigens unten hören, dass es 
häufiger noch immer allein das Rechnen mit Ziffern bedeutete. Unzwei- 
deutiger ist die für das Rechnen auf Linien in lateinischen Schriften ge- 
bräuchliche Benennung als „modus numerandi qui per projectiles seu lineas 
fit“, am gebräuchlichsten aber ist die Bezeichnung als „Rechnen auf 
Linien“, wofür Stifel wohl auch „Haussrechnung“ gebraucht hat. 

14. Verbreitung. — Schon mehrfach habe ich hervorgehoben, dass 
die Rechenmethode mit Ziffern während des 16. Jahrhunderts nur allmählig 
sich einbürgerte, dass die auf Linien stets daneben geübt wurde, ja 
während der ersten Hälfte des Jahrhunderts jedenfalls weitaus das ge- 
bräuchlichere, bei Hoch und Nieder geläufige war. So heisst es in Tzwivel’s 
Rechenbuch (1507), wo beide Arten gelehrt werden, „alia in seripto, aliwu 
caleularis, haec qwidem facilior guoniam sensibilis, illa diffieilior, licet 
scholasticis familiarior”.F* „Man weist — sagt Stifel — vnd siehet für augen 
wie sie bei den höhesten Herren geliebt vnnd verehrt wirt an jren getrewen 
vnd geschickten Renthmeystern Kamerschreibern Kuchenschreibern Schossern 
vnd der gleichen Haussrechnern“ Und es ist dies leicht erklärlich: wer 
einmal die Bedeutung der Linien und Zwischenräume aufgefasst hatte, war 
leicht im Stande, die einzelnen Rechenpfennige hinzulegen und wegzunehmen, 
um so die gewöhnlich vorkommenden Rechenaufgaben zu lösen; besonderer 
Zahlzeichen und besonderer Regeln über deren kunstvolle Zusammensetzung 
und Behandlung bedurfte es nicht. Diese Rechenweise musste also wohl 
„für die Summirung der Register brauchsamer erscheinen dann durch die 
federn oder kreide“ (Apian) und war besonders „dem gemainen Laien zu 


* Nach Kästner a. a. O0. I, 82. 
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gut vnnd nutz dem die Zyffer zale am Erstenn zu lernenn schwere“ (Köbel), 
und auch für den Unterricht der Jugend musste sie als vorzüglich erkannt 
werden. Drum lässt sich Riese hören: „Ich habe befunden in Unterweisung 
der Jugend, dass alleweg die, so auf den Linien anheben, des Rechnens. 
fertiger und lauftiger werden, denn so mit den Ziffern, die Feder genannt 
anfahen. In den Linien werden sie fertig des Zählen und alle Exempla 
der Kaufhändel und Ausrechnung schöpfen sie einen besseren Grund, mögen 
alsdann mit geringer Mühe auf den Ziffern ihre Rechnung vollbringen“; 
und auch schon Balth. Licht (1500) macht die Bemerkung: ‚„sSpeculatio ista 
linealis magna industria excogitata est facillime Que tum facilior est .tum 
ingenia nostra ad imitandum alacriora reddit. ymmo erigit cupiditates . et acuit 
industriam. posse alterius Arithmetrice consequi facultatem“ Im VUeber- 
einstimmung hiermit finden wir, dass Viele, besonders Solche, die an der 
Pflege des Rechenunterrichtes ein Interesse hatten,* ihren Unterweisungen 
über das Ziffernrechnen entweder besondere Schriftchen über das auf Linien 
vorausgehen liessen (z. B. Köbel, Albert) oder in den jenen Unterweisungen 
gewidmeten Büchern ein besonderes Kapitel darüber voranschickten (z. B. 
Riese, Stifel) oder jede einzelne Operation ‚des Rechnens jeweils „auf 
Linien vnd Ziphren“ (z. B. Reichelstain) durchführten. 

Dass aber die „Haussrechnung“ auch von Mathematikern selbst geübt 
wurde, dafür giebt Stifel selbst ein Beispiel, indem er in seiner „Wort- 
rechnung“ (1553) erzählt: „...als ich einest sass in einem wasserbad kam 
mich ein lust an zu legen (nach dieser meiner rechnung) dise wort die 
mir sonst offt im mund waren. Vae tibi Papa vae tibi. Buffet meinen 
knaben befahle jm mit rechen pfennigen zu legen was ich jm würde an- 
geben... Nach solchem legen fragt ich den knaben was für ein zal 
kommen were...eilet aus dem bad die zal zu besehen Nam die sach selbs 
vnter die hand vnd fand das der Knab recht gelegt hatte“. 

Und wenn auch, wie wiederum Stifel bezeugt, „die Haussrechnung 
von den Kunstrechnern zu zeite verachtet wirt als eine geringe kunst“, so 
konnte es doch dem Rechnen selbst und der allgemeinen Bildung nur zum 
Nutzen und Männern wie Riese, Apianus, Stifel nur zur Ehre gereichen, 
wenn sie, auf der Höhe der Wissenschaft stehend, es nicht unter ihrer 
Würde hielten, die Elemente zu bearbeiten. Möchten in dieser Hinsicht 
solche Zeiten wie auch die eines Euler, Lagrange, Legendre uns ebenfalls 
wieder kommen! 


* So führt Leupold in seinem T’heatrum arithmetico-geometricum (1727) allein 
aus dem letzten Drittel des 16. Jahrhunderts zehn Bücher über das Rechnen auf 
Linien an, weitere sieben aus dem 17. Jahrhundert und fügt dann bei: „und 
noch viele andere mehr“, 
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15. Grundrechnungsarten. — Gehen wir dem Rechnen auf Linien im 
Einzelnen nach, so sind es natürlich die Grundrechnungsarten, die hier 
zunächst zur Darstellung kommen müssen. Da sich aber nicht kurzweg 


. wie heute von vier solchen sprechen lässt, so ist vorher die Zahl derselben 


zu erörtern; ich werde hierbei überhaupt vom Rechnen des 16. Jahrhunderts 
handeln, in diesem Punkte also zugleich auch die Schriftsteller in Betracht 
ziehen, welche über das Ziffernrechnen geschrieben haben. 

Was unter Grundrechnungsarten zu verstehen sei, wird meistens mit 
Stillschweigen übergangen; ich finde nur bei Gemma Frisius die Erklärung: 
„vocamus autem species certas operandi per numeros formas‘ und bei Ramus, 
unter Andeutung des gegenseitigen Verhältnisses derselben, die Aeusserung: 
„componendi mumeri, ut contra retexendi modus est simplex aut comiunctus: 
simplex in additione et subductione, coniunctus in multiplicatione et partitione“, 
und Beausardus (157 3) meint, dass sie „incommode vulgus plerumque arith- 
metices species mominat, nos commode partes appellandas censemus“. 

Die Zahl der Rechnungsarten oder Species, wie sie, zumal in deutschen 
Büchern, gewöhnlich heissen, wohl auch einmal (Ramus) supputandi genera 
oder „passiones“ (bei Tzwiuel), ist eine ziemlich verschiedene, weniger von 
bestimmten Prineipien, als vielmehr von dem Geschmack der Schriftsteller 
und dem Zwecke ihrer Bücher abhängig. So sagt Lucas, die Alten (Sacro- 
bosco, Prosdocimo e molti altri in loro algorismi) hätten stets 9 Species 
unterschieden: die Numeratio, Additio, Subtractio, Duplatio, Multiplicatio, 
Mediatio, Divisio, Progressio und das Wurzelausziehen; in gleicher Weise 
trennen auch Peurbach, Widmann und Huswirt. Lucas aber erklärt, die 
9 auf 7 Species rückführen zu wollen, da das Dupliren ja nur ein be- 
sonderer Fall des Multiplicirens und das Mediren in gleicher Weise 
bereits im Dividiren enthalten sei und Widman hat früher schon, wenigstens 
bei der Bruchlehre, aus gleichem Grunde nur sieben Species behandelt; 
und wenn dann auch dieser selbe Grund in der Folgezeit Manche (z. B. 
Reisch, Cardanus) bestimmt, nur 7 Species anzunehmen, so kehren Dupli- 
catio und Mediatio doch häufig- genug wieder, so dass man des Gemma 
starken Ausdruck begreift: „Quwid uero mouerit stupidos illos nescio, cum et 
finitio et operatio eadem sit“. Wie würde er sich gar aufgeregt haben, wenn 
er noch erlebt hätte, dass der Commentator seines eigenen Buches, Forcadel, 
die Zahl der Species gar auf 10 festgesetzt, indem er den genannten noch 
die als eine gerechnete „Doubler et Medier“ beizählt! Mehrfach werden 
auch schon die lateinischen durch deutsche Benennungen ersetzt, so dass 
von „Zalung, Zusammenthuung, Abzyhung, Zwyfach mache, Halbmachen, 
Manigfaltigung, Teylung, Fürtzelung“ die Rede ist (Köbel, Stifel). Aber 
wenn wie hier nur 8 oder wie meist nur 7 Species angegeben werden, 
so sind es doch nieht stets dieselben: bald werden Dupliren und Mediren 
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mitgerechnet, Numeriren und Wurzelausziehen aber nicht (Köbel), bald wohl 
noch ersteres, dafür aber aus pädagogischen Gründen letzteres und die 
Progressio ausgelassen (Vuolphius). Indem ferner nur das Wurzelausziehen 
zum Wegfall kommt (Apianus) oder auch noch die Progressio als Anwendung 
der Addition zugewiesen wird (La Roche), ergeben sich nur 6 oder 5 Species, 
und es bleiben gar nur 4 übrig (Reichelstain, Ramus, Stifel, Gemma, Beau- 
sardus), wenn das Numeriren nicht mehr als besondere Species gezählt wird. 

So behält also am Anfang des 17. Jahrhunderts Pöpping Recht, wenn 
er sagt: „Algorithmus ist eine Lehr so da in sich schleust die Präcepta 
vn species so zum Rechen gehörig: vn werden deroselben von etzlichen 
sieben, von etzlichen sechs, von etzlichen fünf, von etzlichen recht vnd wohl 
nur vier gezelet, da dann das Numeriren im Eingang vn Anfang der Specieru 
wird gehalten vnd angesehen“. Diese letztere Zahl ist dann in der ge- 
wöhnlichen Schularithmetik die feststehende geblieben. 

Es ist nun unsere Aufgabe, die Rechengeschäfte auf Linien im Ein- 
zelnen darzustellen. 

16. Addiren. — Waren die Linien gezeichnet, so hatte man zuerst 
durch Rechenpfennige die zu addirenden Zahlen einzeln auszudrücken, 
indem man gleichbenannte durch kleine Lücken oder durch Querstriche 
getrennt neben einander hinlegte, für ungleich benannte aber die nöthige 
Zahl „Cambi oder Banckire“ herstellte und in dieselben die einzelnen 
Bestandtheile vertheilte; das Addiren selbst bestand dann in einem Zu- 
sammenziehen der sämmtlichen auf je einer Linie oder in je einem Spacium 
liegenden Rechenpfennige auf die einfachste Form („Aufheben, elevare“) 
dadurch, dass man je fünf auf einer Linie oder je zwei in einem Spacium 
durch einen auf dem nächst höheren Spacium, bezw. der nächst höheren 
Linie ersetzte. Selbstverständlich wurden dabei die niedrigeren Sorten von 
Maassen, Gewichten und Münzen durch höhere ausgedrückt. Schliesslich 
konnte man dann die Summe leicht in „teutschen“, d. i. römischen oder 
in indisch-arabischen Zahlzeichen aufschreiben, wobei nur „ein jeglich 
Spatium vnd die nechste Linia darunder zusammen allezeit verzeichnet 
werden“ mussten. 

Den Vorzug grosser Anschaulichkeit und Leichtigkeit wird man diesem 
Addiren nicht abstreiten wollen: drum sagt auch selbst Apian, dass „die 
Summirung der Register in gewicht mass vnd müntz durch die rechen- 
pfenning auf der linie brauchsamer ist vnd vil schneller vnd füglicher ge- 
schicht dann durch die federn oder kreide“, und Stifel, jede weitere Er- 
klärung ablehnend, meint kurz: „So du die linien verstehest, so kanstu 
auch Addiren | das darff nieht wort“. 

17. Zum Subtrahiren legte man die grössere Zahl ähnlich hin, die 
davon abzuziehende aber „die magstu im sinn behalten | oder magst sie 


für dich schreiben mit der kreyden oder magst sie zur linken Hand 
der gelegten zal“ hinlegen: ein wirkliches Wegziehen oder Aufheben der 
Rechenpfennige (— woher unser heute noch beim Subtrahiren gebrauchter 
Ausdruck „hebt sich auf“! —), wobei nöthigenfalls das oben besprochene 
„Zerfällen, Verwechseln, resoluere“ eines solchen eintrat, führte zum ge- 
suchten „Facit oder Resto“. 

18. Das Dupliren geschah, indem man zwei Banckire abtheilte, in 
das erste die gegebene Zahl auflegte und dann für jeden einzelnen auf 
einer Linie liegenden Rechenpfennig zwei auflegte auf dieselbe des zweiten 
Banckirs, jeden in einem Spacium liegenden aber auf die zunächst darüber 
stehende Linie des zweiten Banckirs übertrug; die richtige Zusammen- 
fassung führte wieder zum einfachsten Ausdrucke der gesuchten Zahl. 

Für das Mediren oder Halbiren wurden ebenfalls zwei Banckire be- 
nützt und in das erste die zu halbirende Zahl eingelegt. Dann von der 
untersten wie gewöhnlich oder (nach Stifel) von der obersten Linie be- 
ginnend und je auf die betreffende Linie einen Finger der linken Hand 
aufsetzend, „die Linie greifend“, fasste man die auf ihr und in dem zu- 
nächst darüber befindlichen Spacium liegenden Einheiten zusammen, hob 
je zwei auf und legte „allweg für zwen auffgehebte rechenpfenning einen 
hinüber auff das ander feld eben auff die linien auff welcher du deinen 
finger oder gryff hast. Also auch für einen auf? gehebten rechen- 
pfenning allein legstu einen hinüber auff das nehist spacium vnder die 
linien darauf du deinen finger hast | wo man aber nichts findet da lest 
man auch nichts hinüber | vnd das ist die gantz sach vom halbiren“ 
(Stifel). 

19. Um das Multipliciren zweier Zahlen auf Linien durchzuführen, 
wurde nur die eine durch Rechenpfennige aufgelegt, die andere im Kopfe 
behalten oder einfach nebenhin aufgeschrieben. Die Vorschrift lautete 
dann einfach: „Greiff auf die höchste lini dar auff du etwas kanst auff- 
heben | wenn es gleich nur ein halbs were. So offt du nu einen Rechen- 
pfenning gufhebst von der lini die du greyist so oft mustu dein geschriebne 
zal gantz hinüber legen (nämlich in ein anderes Banckir) gegen deinem 
finger das ist eben auf? die lini die du greifst. So offt du aber einen 
Rechenpfenning aufhebst vom spacio vnder der linie die du greifst | so offt 
mustu dein geschribne zal nur halb hinüberlegen“. Stifel, dessen deutscher 
Arithmetica diese Stelle entnommen, empfiehlt deshalb auch, die Zahl, mit 
welcher multiplieirt werden soll, gleich von vornherein „gantz und auch 
halb mit der kreyden“ aufzuschreiben. War so die Linie, worauf der 
Finger stand und das darunter befindliche Spacium erledigt, so rückte man 
den Finger auf die nächste Linie darunter und verfuhr in gleicher Weise, 
und so allmählig alle Linien bis zur untersten behandelnd und dazwischen 


die sich ergebenden Rechenpfennige „elevirend“, fand man schliesslich „die 
gantze summa diser Multiplicatz“. — Dass zur Abkürzung hierbei wohl 
auch das Einmaleins zur Anwendung kommen konnte, ist leicht abzusehen; 
man findet es drum auch angerühmt: 

„Lern wol mit fleiss das Ein mal Ein 

„So wirdt dir alle Rechnung gemein‘. 

Wie man sich zu verhalten habe, je nachdem die multiplieirende Zahl 
gerad ‘oder ungerad, ist zwar wohl in Stifels Regel enthalten; deutlicher 
aber verführt Regius, wenn er beide Fälle trennt und beim ersten leich- 
teren Falle vorschreibt, jeden auf einer Linie liegenden Rechenpfennig oder 
Stein durch eine dem Multiplikanten — oder, wie wir heute sagen, dem . 
Multiplikator — gleichwerthige Anzahl auf derselben Linie zu ersetzen, 
jeden in einem Spacium liegenden Stein aber auf der unmittelbar darüber 
stehenden Linie durch eine mit dem Multiplikanten halbwerthige Anzahl 
von Steinen zu ersetzen; falls aber der Multiplikant ungerade, so solle 
jeder Stein auf einer Linie wie vorhin behandelt, jeder Stein in einem 
Spacium aber solle in der darüber stehenden Linie ersetzt werden durch 
die Hälfte der grössten im Multiplikanten enthaltenen geraden Zahl, wozu 
dann noch ein Stein im gleichen Spacium komme. 

So schwerfällig auch diese Regeln sich aussprechen, so leicht waren’ 
sie anzuwenden, und selbst auch dann, wenn der Multiplikant eine mehr- 
ziffrige Zahl war; dass dann die neu aufzulegenden Steine theilweise um 
eine oder mehrere Linien nach oben verschoben werden mussten, ergab 
sich wohl leicht aus der Praxis, wird deshalb seltener ausdrücklich er- 
wähnt und ich lese nur bei Riese — und schon 1533 — als hierauf be- 
zügliche Regel: „Wo du aber mit zweyen figuren multiplieirst (nämlich 
einen Pfennig in einem Spacio) | so greiff auff die ander Lini ob dem 
pfennig | leg dahin die meiste (d. h. Zehner-) figur halb ab. Alsdann greiff 
herab (leg die erst (d. h. Einer-) figur auch halb | vnd heb den Pfennig 
im Spacio auff | Desgleichen so du mit dreien | viern oder mehr Figuren 
Multiplieirn wilt | greiff über so uil Linien | vnd leg von oben herap u.8.w.“. 

Dass solches Multiplieiren auf Linien so sehr grosse Schwierigkeiten 
machte, wird man wohl kaum mit Kuckuck behaupten dürfen®, gewiss 
aber, dass es längere Zeit in Anspruch nahm, wie auch Stifel sagt „Mul- 
tiplieiren mit Rechenpfennigen vnnd diuidiren | ist ein leicht und schlecht 
ding | so du das greiffen verstehst“, 

20. In gleicher Weise wie beim Multiplieiren wird auch beim Dividiren 
nur der Dividend aufgezählt, der Divisor aber im Kopfe behalten und die 
Durchführung ist nur ein wiederholtes Abziehen. In einfachster Gestalt 
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findet sich die darauf abzielende Vorschrift bei Köbel (und ähnlich bei 
Huswirt) wie folgt: „Greif? mit dem davmenn oder finger der Lincken 
handt auff die öberst linig | vand merck ob du deyn zaln dar durch du 
taylenn wilt nemen mögst | magstu sie nit nemmen | so greiff herab auff 
die ander linig das. thu so lang biss du die zaln dar durch du tailen wilt | 
nemen kanst | dann heb die selbig zal auff | als offt du kanst vnnd leg 
alle mal ain Rechenpfening wider nyder bey dem finger | das thu als lang 
biss du die zal (dar durch du tailst) nit mer nemen magst | was dann 
bey dem finger lygen bleibt | ist das tail deiner fürgenummenen zall“. 

Albert macht ausdrücklich darauf aufmerksam ‚das du sie vber vier 
mal nicht darffest neme | wo du sie 5 mal nemen wilt | so greiff eine 
Linie höher hinauf | nimb sie halb | vnd leg einen Rechenpfennig ins Spatium | 
vnder die Linien | da du deinen Finger auffgesetzt hast“ und fährt dann 
in Uebereinstimmung mit Riese weiter: „Wiltu aber durch zwo | drey | 
vier odder mehr Figurn theilen | greiff auff die öberste Linien | vnnd nimb 
die letzte Figur | so offt du kanst (doch also) wenn du mit dem Finger 
herab greiffest | die folgenden Figurn samptlich durchauss | auch so offt 
nemen magst | Leg alsdenn so viel Rechenpfennige auff die Linie | zu 
deinem Finger | so offt du die Figurn alle genommen hast“. 

Einfacher gibt Stifel die Regel an: „... vnd den theyler schreibt 
man mit der kreyden gantz vnd halb. Darnach greyfit man hinauff | so 
ferne man kann | doch also | das man den theyler auffs wenigst halb möge 
finden vnd aufheben. So man aber den theyler nur halb auffhebet | legt 
man einen Rechenpfenning hinüber | vnder die lini die man greifft | Nem- 
lich in das nehist spacium vnder deinem gryff | als ein halbs. So offt man 
aber den theyler gantz auffhebet | legt man einen Rechenpfenning hinüber 
auff die lini die man greyfft“. 

Das Beispiel, welches Stifel ‘gibt (511768 zu dividiren durch 71) 
will ich hier beifügen, indem ich zuerst den ursprünglichen Dividenden 
darstelle und rechts davon die nach jeder Division sich ergebende neue 
Forın desselben, umstehend aber beziehungsweise den durch eben die Division 
jeweils erhaltenen Quotienten: 
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21. Die im Vorstehenden mitgetheilten Methoden, die Grundrechnungs- 
arten durchzuführen, reichten vollständig aus, um alle im gewöhnlichen 
Leben vorkommenden Rechnungsaufgaben zu lösen; man hatte nur stets 
die gegebenen Zahlen und die Resultate mit den üblichen Zahlzeichen 
aufzuschreiben. Wie Stifel sagt: „So man des (Rechnens auf Linien) 
gewon wirt | das man ein yede gefundne zal fur sich schreibt mit der 
. kreiden | bedarff man des Algorithmi mit den Cifern gar nichts . . .*. 

Wenn beim Dividiren die Rechnung nicht aufging, so wurde, wie 
wir heute thun, der Rest als Zähler eines Bruches und der Theiler als 
Nenner darunter geschrieben. Etwaige Abkürzungen solcher Brüche wur- 
den zuweilen ebenfalls durch Rechnen auf den Linien vorgenommen, wie 
z. B. Albert an dem Bruche 44% deutlich macht. „Wiltu nu dieselben _ 
partes oder brüche geringer haben | so rück die vbergebliebene zal vnd 
deinen theiler | eine vmb die ander | von einer Linien auff die andere 
herab | dieweil du kanst | oder aber halbir wo sie gerad sein | je eine 
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vmb die ander | so lang biss sie all beid oder je eine vngerad werde | 
alsdenn versuch ob sie in dieser vngeraden zal eine sich theilen lassen 
wöllen | als in 3. 5. 7. 9. oder 11. ete. Wo aber nicht | so lass es 
also bleiben. Ligt also“, wie in der vorstehenden Figur abgebildet ist. 
Gleichwohl muss man beachten, dass, wie Stifel selbst sagt, „die 
Rechenpfennig vn linien | sind allein eigentlich fur gantze zalen erfunden“, 
und dem entsprechend hat man im 16. Jahrhundert auch stets die Regeln 
zur Lösung der gewöhnlichen Verkehrsaufgaben, also insbesondere die 
berühmte „Goldene Regel“ oder Regel de tri so gelehrt, dass etwa vor- 
kommende Brüche zum Verschwinden kamen und, «wenn dies geschehen, 
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der weitere Verlauf durch Angabe der nöthigen Multiplikationen und 
Divisionen gekennzeichnet war. 

Doch hiervon später! 

Was die übrigen der vorhin angegebenen und hier noch nicht zur 
Besprechung gekommenen Recehnungsarten betrifft, so war das Progrediren, 
wie wir weiter unten sehen werden, nur eine Anwendung des Addirens; 
vom Wurzelausziehen aber kann ich hier absehen, da eine Behandlung 
desselben auf Linien nicht üblich war. Schon der erste Schriftsteller iiber 
unser Rechnen sagt in der Beziehung: „‚Radices numerorum et propter 
duplata sparsa et triplata vage disiecta docentur in ciffris multo commodius 
quare hie taceo eas“ und in deutscher Sprache erklärt uns Köbel das- 
selbe, wenn er sagt: „Dieweil ausszyehung der Wurtzeln | auff den linienn 
zu rechen vnbequem | auch zu heuslichen vnd Gemainenn hendeln | vndienlich 
wil ich yetz die feder ruw lassen.“ | 


III. Das Ziffernrechnen. 


22. Es gewährt ungemeines Interesse zu beobachten, in welch ver- 
schiedener Weise, insbesondere mit welch verschiedener Geschwindigkeit 
die einzelnen Erfindungen unter den Menschen sich ausbreiten. Roh und 
nur halb ausgebildet, den.Stempel des Unfertigen an der Stirne tragend, 
brechen sich die einen, kaum entstanden, schon Bahn und gerade durch 
ihre Verbesserungsbedürftigkeit und -fühigkeit die Menschen reizend, wird, 
was von ihnen Zeugniss giebt,* überall hingetragen mit erstaunlicher 
Schnelligkeit und überall regt sich der menschliche Geist, das Rohe zu 
gestalten, das Halbfertige zu vollenden, das Verwickelte übersichtlich aus- 
zubilden, um endlich klar aufgefasste Ziele mit den einfachsten Mitteln 
zu erreichen: es ist, als ob auf einem Umwege nur die Menschheit zum 
sehnlichst erhofften Ziele gelangen könnte. Wie entgegengesetzt ist das 
Schicksal anderer Erfindungen! Wie aus Jupiters Haupte fertig und voll- 
endet entsprungen, bieten sie sich in wunderbarer Schöne und Einfachheit 
dem menschlichen Geistesauge dar und dennoch, sie lange Zeit kaum der 
Beachtung würdigend, geht der Mensch ruhig an ihnen vorüber. Es ist, 
als ob auch hier nicht der Besitz, sondern das Erwerben allein Befriedigung 
gewähren könnte! Und gehört nicht zu den letzteren Erfindungen auch 
die indische der zehn Zahlzeichen und des Stellenwerthes? „Der Gedanke, 
alle Quantitäten durch 9 Zeichen auszudrücken, indem man ihnen gleichsam 
einen absoluten und einen Stellenwerth giebt — sagt Laplace — ist so 
einfach, dass man eben deshalb nicht genug anerkennt, welche Bewunderung 
er verdient. Aber eben diese Einfachheit und die Leichtigkeit, welche die 
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Methode dem Rechnen gewährt, erheben das arithmetische System der 
Inder in den Rang der nützlichsten Erfindungen.“ Und doch — wie lang- 
sam hat sich die Erkenntniss ihrer Nützlichkeit und gar erst die wirkliche 
Benützung derselben ausgebreitet! Indem ich auf die oben in Kürze oe- 
gebene Skizze ihrer Entwickelung verweise, erinnere ich daran, dass selbst 
bis zum Ausgange des 15. Jahrhunderts im christlichen Europa ein Benützen 
der Ziffern auch nur zum Aufschreiben der Zahlen selten war: um nur 
ein Beispiel® anzuführen, noch befinden sich in dem sächsischen Städtchen 
Buchholz Bergreehnungen aus den Jahren 1509 —16 und 1543, welche, 
mit Ausnahme der Jahreszahlen, in römischen Zahlzeichen ausgeführt sind. 
Dass man da noch weit entfernt war von einem wirklichen Rechnen mit 
den Ziffern, von einem wirklichen schriftlichen Durchführen der Rechen- 
operationen, geht deutlich genug hieraus hervor, wie denn auch Cardanus 
spricht von einer operatiua scientia ex ipsis Orci tenebris resurgens. Und 
in der That ist das 16. Jahrhundert die Zeit, in welcher der Kampf 
zwischen dem „Rechnen auf den Linien“ und dem „Rechnen auf der Feder“ 
entbrannte und ausgekämpft wurde, um daraus das letztere in einer für 
die Folgezeit entscheidenden Weise als Sieger hervorgehen zu lassen. Die 
einzelnen Schriftsteller freilich sprechen sich niemals so aus, als ob sie 
Anwälte für die eine oder die andere der streitenden Parteien seien: um 
wenige Beispiele anzuführen, so lehrt Widman nur das Ziffernreehnen und 
erwähnt das andere mit keiner Silbe, Köbel oder Riese behandeln beides 
Rechnen, doch so, dass sie das auf Linien vorangehen lassen; Balthasar 
Licht aber (1500), der zwar die Darstellung des letzteren als Hauptziel 
im Auge hat, sieht sich doch veranlasst, ',„hec ars ut facilior cognitu appa- 
reret A nueratione alterius Arithmetrice Pprincipium capere“, d. h. vorher 
die Darstellung der Zahlen durch Ziffern mitzutheilen. 

Von welcher Art nun in jener entscheidenden Zeit die Ansichten über . 
geschichtliehe Entwickelung und Bedeutung des Ziffernrechnens gewesen 
und wie die Betreibung desselben im Einzelnen stattgefunden, sollen die 
folgenden Seiten vor Augen führen. Ich verweise dabei Betreffs der An- 
zahl der Grundrechnungsarten auf das oben in Art. 15 Gesagte und gehe 
sogleich über zu der gewöhnlich die erste Stelle einnehmenden. 

23. Numeration. — Denen, welche über die herrliche indische Er- 
findung schriftstellerisch sich äusserten, war deren wunderbare Einfachheit 
meist nicht mehr auffallend genug, dass sie sich wie einst die Araber dabei 
aufgehalten hätten rühmend zu verkündigen, wie mit so wenigen Zeichen 
so Unendliches geleistet werden könne. In der Margaritha philosophica 
heisst es z. B. einfach genug „Numeratio est cwiuslibet numeri per figuras 


* Nach Berlet 1855, S. XIII (vgl. Anm. 9). 
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competentes artificiosa repraesentatio“. Wohl aber war ein anderes Stück 
der alt überkommenen Betrachtungsweise zurückgeblieben, wie Bruchtheile 
des alten Bauwerkes im aufgeführten Neubau sich zeigend: so die erst 
gegen Ende des Jahrhunderts mehr zurücktretende Eintheilung* der Zahlen 
in digiti, articuli und numeri compositi, d. h. in Fingerzahlen oder Einer, 
in Gelenkzahlen oder Zehner und in (aus Zehnern und Einern) zusammen- 
gesetzte Zahlen; ebenso die den pythagoreischen Ansichten entstammende 
und nun oft genug wiederkehrende Behauptung, dass unter den Finger- 
zahlen „das eins kein zal ist Sund’ ein Anefang Samen und Fundament 
aller zaln genant wirt auss welchn Eym alle ander zale wachsn flyessen und 
yren ursprungk haben.“ 

Meist beginnen die Rechenbücher sofort mit der Angabe der zehn 
Zahlzeichen und deren Bedeutung. Die Gestalt dieser Zahlzeichen des 
16. Jahrhunderts stimmt, da ja eben durch den Bücherdruck die ein- 
zelnen Zeichen fixirt wurden, der Hauptsache nach mit der unsrigen über- 
ein, und nur seltener findet man in Druckwerken für unser heutiges & die 
Gestalt eines unten offenen 8. Dass aber mehrfach die Gestalt der ge- 
schriebenen Ziffern von der der gedruckten abwich, zeigt sich z. B. deut- 
lich genug in der schon mehrfach erwähnten Margaritha philosophica, wo 
die Ziffern meistens die Gestalt haben, die ich in meinem Programm** ab- 
bildete, wo aber die als durchstrichene verwendeten Ziffern der Handschrift 
des Schreibenden entsprechend scheinen eigens geschnitten worden zu sein, 
und unter diesen weichen besonders die 5 und 7 ab, welche bezüglich in 
der Gestalt 9 und 1 erscheinen. 

Ueber die Namen dieser zehn Zahlzeichen hatte sich aber ein völlig 
bestimmter Sprachgebrauch noch nicht ausgebildet. Wohl werden fast regel- 
mässig die 9 ersten als figurae significativae der zehnten als der fgura 
non significativa oder in deutschen Schriften die „bedeutlich figurn“ der 
„zehend vnbedeutlich“ gegenübergestellt, zuweilen auch schon in metrischer 
Einkleidung (Reichelstain): 


Neun seind bedeutlich Ziffer zwar | 
Die zehent deut nichts sonder gar 

So -0. einer fürgesetzt all frist 
Bedeut zehen mehr wanns vor ist. 


Aber die Zahlzeichen überhaupt werden von Vielen (Huswirt, Apian, 
La Roche), wie eben schon benützt, nur als fgurae (figurn; figures im 


* Ramus bezeichnet diese Eintheilung als ‚pwerilis et sine ullo fructw“ 
und meint weiter „tantum widetur conficta, ut esset materies confingendarum 
regularum et demonstrationum plane ineptarum‘ (Schol. math. 1569, p. 118). 

** S, oben 8.6, Anm. 


Franz.) bezeichnet, seltener (Gemma) als characteres oder elementa, hie und 
da (Ramus) als notae oder (bei Cardanus) auch als literae. Der Name 
„Ziffer“ wird in der Mehrzahl der Fälle noch einzig für das zehnte 
Zeichen O festgehalten,* jedoch lassen sich wie der Verfertiger der vorhin 
angeführten Verse so auch noch manche andere Verfasser von Rechen- 
büchern angeben, welche das Wort „Ziffer“ schon in unserem heutigen 
Sinne gebrauchen (so Böschenstein, Riese, Menher), ja im Volksmunde ist 
vielleicht die letztere Bedeutung im Anfange des 16. Jahrhunderts schon 
die häufigere gewesen, wie wohl daraus zu schliessen ist, dass bei Huswirt 
zweimal und einmal auch bei Balth. Licht ciöfris statt des sonst von ihnen 
gewählten /guris mit unterläuft, und wie dann auch wohl aus der Marg. 
philos. hervorgeht, deren Verfasser zwar die O als cifra benennt, aber 
trotzdem an anderer Stelle fguras numerorum erwähnt, „quas cifras vocant“ 
und auch von denarüs projectilibus spricht „quibus pro cifris utimur“ ; das 
Gleiche geht auch aus Köbel’s Worten hervor, wenn er spricht von den 
„sunderlichen figuren die der gemain man Zyfer nendt‘, während er selbst 
gleich darauf diesen Namen nur für das zehnte Zeichen benützt. In der 
Mitte des Jahrhunderts war jedenfalls die Bedeutung jenes Wortes die 
allgemeinere, wie Ramus bezeugt (1569): „cum tamen hodie ommes hae 
notae vulgo ciphrae nominentur et his notis numerare idem sit quod. ciphrare.“ 
Dass übrigens das zehnte Zeichen, gewöhnlich mit den Worten „per se 
nihil significat“ eingeführt, auch andere Namen erhielt, geht schon aus 
den in der Note auf Seite 37 angeführten Citaten hervor; „nulla oder zero“ 
nennt es schon Lucas** und sieben Jahre später äussert sich der Italiener 
Borgi ‚la decima e ehiamato zefiro owero nulla“ und „Nulla“ heisst es 
auch in Christoph Rudolff’s Coss (1524) und Cardanus sagt vom Aufgehen 
einer Division, man komme „ad nullitatem‘, gebraucht sogar auch „nulla“ und 
„nullitas“; dass aber damals im Französischen der Name ‚zero“ noch nicht 
unbedingt gebräuchlich war, beweisen La Roche und Menher, welche ihn 


* Ich führe als Belege an z. B. Huswirt: „decima wero theca, circulus, cifra 
sive figura nihili appellatur‘“ — Köbel: „...und ain Zyffer...O das ist die zyfer‘ 
— Margaritha philosophica: „O quae figura nihili vel cifra dieitur‘“ — La Roche: 
„oO est appellee chiffre ou nulle ow figure de nulle valeur“ — Vuolphius: „decima 
cifra seu nulla nuncupatur “ — Regius: „‚figuram nihili, circulum et a "20 fortassis 
zyphram nominant‘“ — Micyllus; „cifra suo ac barbaro nomine appellatur“ — 
Scheubel: ‚„‚decima uero, Zifra et Nulla uel figura nihili nunc quidem appellata“ .. — 
Gemma: „unum....quod, ob receptam consuetudinem, ceyphram appellabimus“ — 
Beausardus (1573): „decima ....ab allis figura nihili, a nonnullis circulus, @ 
plerisque cifra appellatur“. 

** Hiermit fällt auch die gegen Wildermuth gerichtete Bemerkung Kuckuck’s 
(5. 7) dahin, dass Joh. Albrecht (1534) „bereits“ dem 0 den Namen Nulla gebe, 
während Wildermuth sagt, diesen erst aus dem Jahre 1539 gefunden zu haben. 
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nicht anführen, sondern dafür „nulle“ gebrauchen, selbst auch Ramus, 
welcher „cum multis“ von „eirculus“ spricht, jedoch auch erwähnt, dass, 
von Anderen bald. iheca ‚oder figura mihili, bald fgura privationis oder 
figura nulla, bald auch ciphra als Benennung gebraucht werde. 

24. Was ferner das Gesetz des Stellenwerthes betrifft, so wird dieses 
seltener bestimmt und in scharfer Weise ausgesprochen, sondern meist an 
der Hand einiger Beispiele deutlich gemacht. Dass dabei aber das Fort- 
schreiten im. Ansteigen des Werthes von der Rechten zur Linken stattfindet, 
während bei der ‚gewöhnlichen Schrift die Buchstaben sich in entgegen- 
gesetzter Weise zu Wörtern an einander reihen, war immerhin auffällig 
genug, wird natürlich stets ausdrücklich hervorgehoben und dabei nehmen 
dann Manche Anlass, ihre Kenntniss, gewöhnlich freilich mehr ihre Un- 
kenntniss der Geschichte der „Arissmetrick“, wie sie wohl auch heisst, 
zu verwerthen. So ganz war die Erinnerung an die. Verdienste der Araber 
doeh nicht geschwunden, dass ihrer nicht Erwähnung gethan würde, ja 
oft genug werden sie sogar als Erfinder der Kunst ausgegeben: so von 
Lucas, demzufolge Abaco durch Unkenntniss des Volkes aus muodo arabico 
entstanden ist; „sinistrorsum agi solet more Arabum qui ipsius (artis) primi 
extiterunt inventores‘“ sagt Peurbach und wörtlich damit übereinstimmend 
auch Vuolphius (1534). Aber fast möchte es scheinen, als ob in demselben 
Maasse wie die Jahrzehnte des Jahrhunderts voranschritten, die Kenntniss 
des wahren Sachverhaltes zurücktrat: denn Regius meldet „tradumt autores.... 
Arabes eo modo suas, ut Hebraeos suas depingere literas, unde gentis forsitan 
auloritate sumpta, is ordo hactenus obseruatur“, und wenn Gemma in Bezug 
auf die Chaldiäer schon den Conjunktiv gebraucht „eo quod haec ars a 
Chaldaeis ortum habere eredatur “. so fügt der eine Commentator (Steinius) 
seines Buches dem „a Chaldaeis“ noch. bei. „vel ab Hebraeis“ und .der 
andere (Peletarius), um ja den Leser in der Auswahl nicht zu beschränken: 
„Aliö tribuunt Phoenicibus“, welch letzteren auch Cardanus die Erfindung 
der Ziffern zuschreibt. Aber wenn auch damit das hohe. Alter genugsam 
klargestellt war, so verlangte das halb Wunderbare der Kunst, das Fort- 
schreiten von rechts nach links, immer noch seine Erklärung und, den 
späteren rationalistischen Theologen vergleichbar, bringt Apianus auch 
dieses fertig, indem er sich darauf beruft, „es sei ein natürliche beweg- 
lichkeit | von der rechten zu der lincken | dann so wir etwan ein ding 
anblicken zu beschawen | bewegen sich natürlich vnsere augn von der 
rechten zu der lincken. Auch sehen wirs bei den ackerleuten auff dem 
feldt | das sie das korn vnd andern samen saen von der rechten zu der 
lineken | dergleichen geschicht auch alle beweglichkeit mit schlagen | hawen | 
vnd werffen von der rechten zu der lincken | darümb heiss ich das (die 
weil vns die einbildung der natur dahin neygen vnd ziehen ist) ein rechte 


ea 


natürliche ordnung für sich | vnd nit hinder sich | darumb ist die kunst 
.der rechnung ...... « 

Wie in der Benennung der Ziffern, so herrschte auch ziemliche Ver- 
schiedenheit im Aussprechen der Ziffernverbindungen als Zahlen, obwohl 
schon von früh an die Möglichkeit geboten war zu einer .einfacheren 
Sprechweise zu gelangen als sie nachher üblich gewesen ist. Denn Lucas 
schon führt nach der Unterscheidung der Zahlen in digiti, articuli, compositi 
alsbald an, dass man sie „secondo li pratici vulgari“ auch nach Numero, 
Dicina, Centinaro, Migliaro abtheilen könne und dass man für die folgen- 
den Stellen* diese Namen in Verbindung mit Migliara zu wiederholen 
habe, so dass dann die siebente Stelle mille miglione bedeute oder ‚secondo 
el volgo el milione“: demgemäss spricht er auch 7452346587 aus als 
Settimilia quatrocento cinguanta — doi milioni: trecento quarantasei migliara: 
cinguecento u. s. w. Zur Erleichterung des Aussprechens solcher grösseren 
Zahlen schlägt Lucas vor, „a modo deli arabi“ von rechts nach links 
abzuzählen bis „vier“, unter die 4. Ziffer einen Punkt, von ihr aus wieder 
ebenso abzuzählen und unter die jetzt folgende 4. Ziffer zwei Punkte, dann 
ebenso und drei Punkte zu setzen u. 8. f£ Wenn er aber verlangt, stets 
solle ein quaternario zumal ausgesprochen werden, so bezieht sich das wohl 
nur auf Zahlen, die nicht mehr als 10 Stellen besitzen, wie die vorige; 
denn er wird wohl auch Zahlen von noch mehr Ziffern ausgesprochen 
haben wie sein Landsmann Borgi (1501), welcher die gleiche Punkt- 
abtheilung lehrt und dann angibt, dass man, stets drei Ziffern zusammen- 
nehmend, an denjenigen Stellen, wo eine gerade Anzahl von Punkten stehe, 
soviel mal million sagen solle, als Paare von Punkten vorhanden seien, 
und dass an denjenigen Stellen, wo eine ungerade Anzahl von Punkten 
sich finde, der richtigen Zusammenstellung von million de million noch 
miar vorgesetzt werden solle, so dass z. B. die 16. Stelle numero de miar 
und die 17. dexena de miar de million de million bedeute. In gleicher 
Weise kommt auch Cardanus (1537) auf die „milliaria millium quae vulgo 
milliones appellantur‘, benützt dann aber auch nur die stete Wiederholung, 
bemerkt jedoch, dass die Rechenlehrer je drei Stellen zusammenfassen als 
eine „casula“. 

Leider hat sich diese verhältnissmässig kurze Ausdrucksweise der 
Italiener in Deutschland nieht eingebürgert. Denn nur bei Scheubel (1545) 
und Clavius finde ich Aehnliches: der erstere führt die Benützung der 


* Ich führe hier an, dass sich bei Lucas zweimal (fol. 26r, Z. 13 v. u. und 
fol. 28r, Z. 10 v. ob.) gelegentlich das Wort „differentie“ in der Bedeutung von 
„Stellen“ findet. Ebenso in der Marg. phil. lb. IV, tract. II, cap. VI. Vgl. 
Cantor’s Mathematische Beiträge zum Kulturleben der Völker. Halle 1863, 
8. 269 u. 274, 
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Wörter „„Myriade“ und „Million“ durch Andere an*; Clavius aber, freilich 
erst gegen Ende des Jahrhunderts (1584), legt die nachher zu besprechende 
breitere Art dar, vergisst dann aber auch nicht zu erwähnen, dass, wenn 
man „more Italorum... Milliones“ wolle, dass dann jede Zahl „mit weniger 
Worten und vielleicht bezeichnender ausgesprochen werden könne; es 
empfehle sich dann, über die 1., 7., 13,,... Ziffer bezüglich O., 1., 2.,... 
zu setzen und beim Aussprechen eine diesen Zahlen entsprechende Anzahl 
mal „Million“ einzufügen, ausserdem aber auch unter die 4., 10., 16.,... 
Ziffer je einen Punkt zu setzen, um das an dieser Stelle einzuschiebende 
„Tausend“ zu markiren.“ Sonst lehren die lateinisch geschriebenen Bücher 
meist (Huswirt, Stifel, Ramus, Mieyllus), dass man über die 4., 7., 10... 
Stelle oder wohl auch (Beausardus), dass man rechts von der 4., 7., ... Stelle 
jeweils nur einen Punkt oder dass man (Gemma) hier jedesmal einen 
Vertikalstrich setzen solle; manche (Reisch) ersetzen auch die Punkte 


durch die Buchstaben a, b, ce, welche sie, mit der ersten Ziffer rechts 


beginnend und dieselben stets wiederholend, der Reihe nach den sämmt- 
lichen Ziffern überschreiben. Weitaus den Meisten ist aber das Wort 
„Million“ unbekannt und so halten sie sich an Peurbach’s Regel: „tot 
millenarios nominabimus quot sunt puncta inter eandem figuram et primam 
inclusive“ und lesen 96897000000000 als „Nonagies sexies millies millies 
millena millia, "octingenties nonagies septies millies millena millia‘“, wobei 
bemerkt werden mag, dass Ramus, dem das letztere Beispiel entnommen 
ist, die Punkte nur bei der Einübung benützt zu sehen, bei den Rechnungs- 
arten aber weggelassen wünscht. Und wenn sich auch von verschie- 
denen Seiten (Vuolphius, Regius) Widerspruch erhebt gegen jene Häufung 
der Wörter millies millies, so geschieht dies doch allein deshalb, weil jene 
Benennung durchaus unlateinisch sei, nur „secumdum crassam vulgi latini- 
tatem‘“ könne sie gebraucht sein; mit Stellen aus Cicero und Plinius und 
Macrobius ‚wird die Vorschrift belegt: „, Numeros ad centena millia referas, 
Hoc est ommium escedentium prolationem ad centena millia disponas“, so 


dass 1000000 ja nicht mille millia, sondern multo latinius nur decies centena 
i acbacbacba 
millia und 3525500160 nur als „tricies quingwies millies ducenties quin- 


quagies quinqwies centena millia centum et sexaginta“ gelesen werden dürfe, 
so dass stets die Adverbialzahlen zu gebrauchen seien. Wozu dann freilich 
die trotzdem verwendeten Punkte oder Buchstaben a b c dienen sollten, 
ist nicht abzusehen, und der Widerspruch, welcher zwischen ihrer Bezeich- 


. * In der Ausgabe von 1545, 9. 22 heisst es: „Hanc commoditatem et vulgo 
nune sequuntur, cum dolia auri, centum millia, et Milliones, deeies centena mullia 
appellant.“ 
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nung und ihrer Benennung liegt, scheint jenen Männern nicht aufgefallen 
zu sein. | 

Und die deutsch geschriebenen Bücher machen ‚gar den. Eindruck, als 
ob für das deutsche Volk in Bezug auf Aussprache nur das Schlechteste 
gut genug gewesen sei. Wie in den lateinischen Anweisungen galt auch 
hier die Regel: „sovil punet vorhanden so manches tausent nenne,“ wie 
Riese sagt, oder in anderem Gewande: „Alsdann sprich auss zu aller stundt 
So vil tausent als seind der punct.“ Aber jene Lateiner hielten doch noch 
meistens darauf, dass wenigstens immer eine Gruppe von drei Ziffern 
zusammen ausgesprochen werde; aber was soll man vom. Fortschritte 
denken, wenn man wie bei Huswirt, so auch bei Köbel, der sogar selbst 
den Begriff der „Million“ definirt, 9186357243 z. B. liest als „Neun mal 
Tausant tausant tausant Hundert tausant tausant Sechsundachtzig tausand 
tausand Drey hundert tausant Sybenundfunfftzig tausant zweyhundert und 
dreyundfyrtzigk‘“, und wenn man sieht, dass die ganze Reihe deutscher 
Rechenmeister und Mathematiker nach ihm, wie Rudolff, Apianus, Riese, 
Albert, in gleich breiter und langweiliger Weise verführt, stets die 
Hunderter für sich mit ihrem ganzen Tross von begleitenden „tusent 
tusent“ und davon getrennt die Zehner und Einer mit derselben Begleitung 
auszusprechen ? | 

Es ist ordentlich wohlthuend, doch wenigstens in einigen Schriften 
und zwar in französischen unseren heutigen Gebrauch in eleganter Weise 
verwerthet zu sehen: so spricht La Roche (1520) ausdrücklich davon, dass, 
„ton peut diwiser les figures de six en six: en commencant tousiours a dextre: 
et sus la premiere figure dume chescume sixiesme la premiere exceptee: lon 
peult metre ung petit point...“ und dass dann alle Ziffern vom ersten bis 
zweiten Punkt als millions, die vom dritten bis vierten als millions de 
millions de millions u. 8. w. zu bezeichnen seien; dass man aber auch den 
ersten Punkt million, den zweiten billion, den dritten, vierten ....... trillion, 
quadrillion, quillion, sixlion, septilion,... bedeuten lassen könne, und dem- 
gemäss spricht er auch grössere Zahlen aus. Aber auch vor. La Roche 
findet sich schon der Gebrauch von „Million“ in Frankreich, freilich zum 
Theil in etwas anderem Sinne. In einem Tractat über den Algorismus, 
welchen Sanchez im Jahre 1495 zu Paris erscheinen liess,* findet sich 
nämlich (fol. X. 4*.), nachdem das Abtheilen in Gruppen von je drei 
Ziffern gelehrt ist, die weitere Erklärung: „...prime tres figure non habent 


* Tractatus Arithmetice Pratice qui dieitur Algorismus. — Am Ende der 
14 Folien starken und mit Figuren geschmückten Schrift heisst es: ‚,Arithmetice 
pratice seu Algorismi Tractatus a Petro sanchez Cirwelo noutter compilatus explicit 
Impressus Parisius in campo gaillardo per Gwidonem mercatoris. Anno domini. 
1495 , die. 22. Februarij, 
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aliquam communem denominationem - sequentes vero tres habent mille pro 
communi denominatione - Item alie tres habent milies mille quod dieitur ewento 
pro communi denominatione - et rursum alie tres denominantur a millesies 
cuento et alie tres seqwentes demominantur commmiter a millon-alie tres a 
müllesies millon...,“ so dass darnach cuento = 1000000 und millon das 
bedeutet hätte, was wir heute „Billion“ nennen. 

Mit dem gewöhnlichen Gebrauche übereinstimmend ist dagegen, was 
der unbekannte Verfasser eines oben schon (in Art. 11) erwähnten, wohl 
unzweifelhaft französischen Schriftchens* anführt: „...ne confusio fiat in 
nominando tam multas millenitates sine millenarias - vtile duximus Primo 
quodammodo necessarium noua cadere numerorum tam magnorum vocabula - 
per quod scilicet talis confusio rescindatur. Vbi ergo millenitas bis occurrit | 
videlicet pro prima vice in 7° loco dieimus milio est- hoc est magna millenaria 
sine müllenitas. Et a 7° primato usque ad swum 7..... iterum duplatuwr 
müillenitas - pro illo ergo dieimus bimilio est-hoc est 2° magna millenitas. Et 
a 15° loco sie primato usque ad swum .7. videlicet 19. ...trimilio... 
tetramilio...pentamilio... Et sic usque in infinitum possunt assignari 
noua vocabula numerorum pro milionibus“. 

Ob der hiermit gemachte Fortschritt in Frankreich alsbald Eingang 
gefunden und sich ausgebreitet habe, vermag ich nicht zu entscheiden, da 
es mir an dazu ausreichender Literatur fehlt; doch scheint sich die kürzere 
neben der längeren Sprechweise dauernd erhalten zu haben, da ich zwar 
die milion de millions und mil milions de milions in Forcadel’s Commentar 
zu Gemma (1585) gebraucht finde, in einem dazu gehörigen von Tremblay 
verfassten Anhang aber auch die Millions, Billions, ...Vingtilions benützt 
sind mit dem Hinweis, dass sogar Megret in seiner französischen Grammatik 
in gleicher Weise verfahre und ihm Claude de Boissiere in seiner Arith- 
metik hierin und im Gebrauche der Triaden gefolgt sei. Die letzteren 
benützt im Vorzug vor den Deutschen auch Ramus (1569) und Stevin, in 
deren Wrerken aber „Million“ sich nieht benützt findet. 

Es sollte noch lange dauern, bis jene kurze übersichtliche Darstellung 
der Zahlen für das Ohr sich zur allein herrschenden gemacht hatte. 

25. Addition. — Diese erste (oder zweite) Rechnungsart, „Zusammen- 
thuung‘“ bei den Deutschen, adiouster bei den Franzosen, recogliere oder 
summare oder acozzare bei den Italienern genannt, wird gewöhnlich wie 
alle Rechnungsarten durch eine Erklärung eingeleitet, wonach sie „in 
unum numerum complureis redigit“ (Vuolphius) oder „Leret vil zalen in 


* Der Anfang dieses 20 Folien starken Schriftchens lautet: „De arte 
numerandi siue arismetice summa quadripartita incipit feliciter.“ Am Ende steht: 
„De urte nwmerandi et arismetice perfectionis summa escplieit felweiter.“ 
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ein summa pringen“ (Rudolff, Riese). Die auftretenden Zahlen werden 
benannt als Numerus cui debet fieri additio, Numerus addendus und Numerus 
collectus oder auch productus. Es sollen stets die ‚gleichnamigen Stellen, 
wie es einmal heisst, ‚„dyametraliter“ unter einander kommen und der 
Anfang der Ausrechnung sei rechts zu machen. Dass die aus einer Reihe 
erhaltene Theilsumme zerlegbar und weshalb eine Verwandlung in Ein- 
heiten höherer Ordnung möglich sei, wird nirgends erläutert; es wird die 
Thatsache einfach angeführt und „le dieine sane“ — sagt Lucas — seien 
im Kopfe zu behalten, das Uebrige als dieina rotta (= gebrochener Zehner) 
oder numero hinzuschreiben. Statt der für Manche vielleicht schwierigen 
Gedächtnissarbeit schlägt Apianus als Auskunftsmittel vor: „soll er die 
finger der lincken handt nach derselbigen zal welche behalten: sol werden 
legen vnd heben“ und gibt dazu auch eine Abbildung der nöthigen Finger- 
stellung — freilich für die rechte Hand* gültig (vgl. oben Art. 10); zu 
gleichem Zwecke stellt es Ramus in das Belieben des Rechnenden, die 
einzelnen Theilsummen vollständig aufzuschreiben und diese dann wieder 
zu addiren, und Gemma gibt das Gleiche als Vorschrift für den Fall, dass 
eine dreizifferige Theilsumme erscheine Die bereits benützten Ziffern 
werden fast überall durchgestrichen; der Verfasser der Marg. philos. ver- 
langt ausdrücklich, dass ein Durchstreichen nicht statthaben solle, sondern 
dass die Ziffern „virgulis parwis signandas esse“. 

26. Das Subtrahiren (Abzyhung, soustraction, sotrare = abattere = cauare, 
subduclio) „leret wie man ein zal vo der andere neme sol“ (Rise) oder 
gar „Subtractio mumerum a mumero subtrahit“ (Vuolphius) und benützt drei 
Zahlen, welche häufig ohne besondere Namen auftreten, sich aber auch 
als Numerus a quo debet fieri subtractio (ex quo subducitur), Numerus suh- 
trahendus (subducendus), Numerus relictus (relictum, residuum) oder auch 
als creditor, debitor, religuus bezeichnet finden. Stets wird unter die grössere 
die abzuziehende geschrieben; der Fall, wo dann die sämmtlichen Ziffern 
der letzteren kleiner als die bezüglichen der darüber stehenden sind, 
erledigt sich leicht. Für den entgegengesetzten Fall spricht schon Lucas 
von drei verschiedenen Arten, von welchen je nach der Uebung die eine 
oder andere rascher zum Ziele führe: entweder man zähle die untere 
Ziffer von 10 ab, füge zum Rest die obere zu, schreibe das Ergebniss 
(nmumerum productum) unter die Linie und zähle dann weiter die um 1 
vergrösserte nächstfolgende untere Ziffer von ihrer zugehörigen oberen ab; 
oder man zähle die untere Ziffer von der um 10 vergrösserten oberen 
ab, schreibe das Ergebniss an und zähle weiter die nächstfolgende untere 


* Dass dies nur ein Versehen des Zeichners sein kann, ergibt sich aus den 
Worten des Textes, 
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Ziffer von der um 1 verminderten zugehörigen oberen ab; oder man ver- 
fahre zunächst wieder wie eben, zähle dann aber in der zweiten Reihe 
die um 1 vergrösserte untere Ziffer von der entsprechenden oberen ab — 
und dann fügt er bei „el nostro usitato (modo) ene el terzo“; Borgi und 
später Cardanus lehren nur diese dritte. Im Gegensatze hierzu findet sich 
in Deutschland diese dritte sehr selten (Böschensteyn), einigemale die 
zweite (Huswirt, Stifel); weitaus die gewöhnlichste, auch von Huswirt als 
ein „subtrahere convenientius“ bezeichnet, ist die erste Methode, deren sich 
Widman, Reisch, Rudolff, Riese, Apian, Gemma, Micyllus, Albert, Beau- 
sardus, Scheubel und Clavius bedienen. Rudolff beschreibt sie mit den 
Worten: „magstu aber die vnder figur von der obern nicht nemen so 
zeuch sie ab von zehen zum bleybenden gib die ober so zu kleyn war setz 
das colleet vnder die linien. Wie offt sich denn begibt sollichs abziehen 
von 10 so addir alleweg 1 zu der nehisten figur gegen der linken hand 
an der vndern zal“; und der schon wiederholt eitirte Rechenmeister und 
Poet macht den köstlichen Reim: 

So du magst von der obern nit 

Ein ziffer subtrahirn mit sitt 


Von zehen solt sie ziehen ab 
Der nechst vnder addir eins knab. 


Auffallend ist, dass Ramus die Subtraktion von links nach rechts 
durchführt, dabei stets vorausschauend, ob die rechts nachfolgende Ziffer 
des Subtrahenden nicht grösser ist als die zugehörige des Minuenden, dass 
er, wenn dies der Fall, sofort die richtige Restziffer schreibt und dass er 

84 


den Rest über den Minuenden setzt, also z. B. 432. Als Gründe seines 
348 


Verfahrens gibt er an, dass dies „logischer, leichter und, was die Haupt- 
sache, dem bei der Division einzuschlagenden angepasster“ sei. 


27. Für die Multiplikation (,„Manchfeldigen, Manigfaltigung“) ist die 
Verschiedenheit der Durchführung weit grösser als für die beiden voran- 
gehenden Rechnungsarten. Was zunächst die Erklärung derselben betrifft, 
so findet sich fast durchgängig eine solche an die Spitze gestellt, wie z. B. 
Köbel sagt: „Ein zale durch die Ander Manigfaltigen oder meren ist 
nichts anders dann ein fürgenomme tzale durch ein ander zale als offt 
zusammen meren hauffen vnd maniefaltigen als vielmal eins ist“ oder 
Reisch: ‚, Est numeri procreatio proportionabiliter se habentis ad multiplicandum 
sicut multiplicans ad unitatem‘; freilich findet sich wohl auch eine solche wie 
die von Albert: „Multiplieirn Vielfeltigen oder mehren lehret dich wie du 
eine zal mit der andern Multiplieiren vielfeltigen oder mehren solt‘“. 
Besondere Namen erhalten gewöhnlich nur die zur Aufgabe gegebenen 


a 
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Zahlen, nämlich Multiplicandus und Multiplicans und auch diese nicht 
immer (Riese); sehr selten ist es, dass auch die resultirende Zahl schon 
einen Namen hat, wie z. B. bei Regius, der sie Summa, oder bei Lucas, 
der sie als ‚„multiplicatione oder multiplicamento oder producto oder la 
superfieie di quelli doi“ bezeichnet, während er die beiden gegebenen 
multiplicanti oder producenti nennt; dagegen gebraucht am Ende des Jahr- 
hunderts Stevin „produict“ als Benennung. 

Zur Durchführung der Multiplikation wird von Manchen die Kenntniss 
des Einmaleins empfohlen,. von den Meisten aber wird als durchaus noth- 
wendig verlangt, dass man es auswendig wissen müsse.* Häufig genug 
findet sich deshalb auch eine tabellarische Zusammenstellung des heutzutage 
sogenannten kleinen Einmaleins, in der Gesammtanordnung entweder von 
dreieckiger oder von quadratischer Gestalt, jene später (z. B. von Tremblay 
1585) dem Gemma, diese dem Orontius Finaeus (1532) zugeschrieben, in 
Wirklichkeit aber beide früher schon vorkommend. So beide schon bei 
Widman („eyne taffel geformiret auff den triangel geczogen auss hebraischer 
zungen oder iudischer“ und „die taffel in quadrat“); am häufigsten als 
„Pythagoras Tisch oder Tafel“, „Mensa oder Mensula Pythagorae“, 
„Pythagoreus multiplicationis abacus“, einmal auch als ‚petit liure de argo- 
risme“ bezeichnet und in der That oft auf Abbildungen auch späterer Zeit 
geradezu dem Pythagoras als symbolisches Attribut zugetheilt, reicht jene 
Tabelle gewöhnlich bis 10.10, seltener bis 12-12 und solle, wie Gemma 
sagt, so lange benützt werden, „donec usus te ab hac molestia liberauerit“. 

Um aber auch „das ein mal ein durch die Rechnung zu finde das du 
dis fürgesetzt täflin nit bedarfst“ (Apian), wird während des ganzen 
16. Jahrhunderts — jedoch nicht bei Cardanus — in theilweise verschiedener 
Form ein höchst merkwürdiger Kunstgriff gelehrt, welcher später wieder 
aus den Rechenbüchern verschwand, eine Vorschrift, welche im Wesentlichen 
dazu bestimmt ist, das Product zweier zwischen 5 und 10 liegenden Zahlen 
aus den bekannten Producten zweier kleineren abzuleiten. 

Diese schon bei Widmann sich findende Vorschrift lautet z. B, in 

8.3 Rudolfl’s Coss: „zwo figuren zu multipliciren setz sie vber einander 
7.3 vn neben sie setze die differentz so jede hat von 10. Multiplieir 
56 ein differentz mit der andere kompt ein figur so setze sie Kommen 
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* So heisst es z. B. bei Huswirt: „Quwivis bene multiplicationem digitorum 
inter se sciat“ — Köbel: „Ee ich fürter ge | wil ich dich abermals | des Pita- 
gorischen Tisch ermant haben | vff das ob du den nit vsswendig gelernt dz du 
es nach mit allem fleiss thust | dann on dz ein mal ein | wirt dir dz manigfaltigen 
nit behend noch gemein“ — La Roche: ‚Item plus est necessaire de scauoir tout 
de cueur la multiplication dume chascune des 10 .. figures par soy mesme et aussi 
par vne chascune des aulires“ — KReichelstain nach Widman: „Lerne mit fleiss 
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zwo so setz die erste behalt die ander Darnach addir deine figurn 
zusamen und so du im multiplicirn hast etwas behalten so addir es auch 
hie her. Die 10 so erwachsen mustu hie lassen faren“. 

Um dies in die Zeichen der neueren Buchstabenrechnung zu übertragen, 
seien a und b die beiden zu multiplicirenden Zahlen, jede zwischen 5 und 
10 liegend, dann soll man das Product der Differenzen (10—a) und 
(10—b) bilden und dazu als Zehner die um 10 verminderte Summe von 
a und b addiren. In der That es ist: 


a-b=(10— a) (10 —b)+10.(a+b— 10). 


| Eine hiervon etwas verschiedene Regel lehrt z. B. auch Reisch (und 
Ramus, letzterer freilich nur um dagegen zu polemisiren), indem er wie 
Rudolff die Ergänzungen zu 10 multiplieirt, dann aber in die Zehnerstelle 
die Differenz zwischen der einen gegebenen Zahl und der Ergänzung der 
anderen einsetzt — nach der ebenfalls richtigen Formel: 


a.b=(10-a)(10 -d)+10.|a-(10-D)]. 


Wieder in anderer Weise verfahren schon Widman und Peurbach, 
welch letzterer eine Regel (‚„regulam illam antiquam‘“) mittheilt, wornach 
man die mit der kleineren Fingerzahl (digitus) gleichnamige Gelenkzahl 
(articulus) bilden und von ihr das abziehen solle, was sich ergibt, wenn 
man die kleinere Fingerzahl mit der der grösseren bis zu 10 fehlenden 
Ergänzung multiplicirt; und es ist dieselbe Regel, wenn Riese, welcher 
übrigens auch die erste Art vorträgt, befiehlt: „Setz für die kleyner 
enO.Als 7.mal 8.also 70 vnnd nim daruon das kompt aus 
der kleynern gemultiplieirt mitt übrigen | so die grösser von 10. 
genommen würdt | als hierinn sprich 7. mal 2. sind 14.die nim 
von 70.50 bleiben 56“. i 

Dass diese Vorschrift richtig, beweist die Identität: 
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a.b=10.a—a-(10—b). 


Wie diese drei, so wurden wohl, um die Multiplikation auf nur eine 


solche mit Zahlen zwischen 1 und 5 zurückzuführen, auch noch andere 


Gestaltungen der Regel benützt; wenigstens lässt sich darauf schliessen 
aus den Worten des Ramus, wornach ein vor ihm lebender Schrift- 


das ein mal ein | So wirt dir alle rechnung gemeyn‘“ — Riese: „du must vor 
allen dingen | d eyn mal eins wol wissen“ — Gemma: ‚il sera bon deuant 
toutes choses, d’enseigner la multiplication des nombres simples“ — Clavius: „necesse 
est nosse, qui numerus producatur ex ductu sine multiplicatione cwiuslibet figurae 
numericae in quamius aliam figuram‘ u. Ss. w. 
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steller „in tali multiplicatione digitorum ... septem Iheoremata prolica con- 
sumpsit.“ 

Es könnte als thöricht erscheinen, dass Apian die vorletzte Regel 
auch auf den Fall anwendet, wo jeder der zwei Factoren kleiner als 5 ist, 
dass er also z. B. 3.4 mit Hülfe von 6.7 recknet; indessen thut er dies 
nür, weil „es möcht dir sunst ein mal ein irthum darauss entstehen“, und 
indem er zur Auflösung sagt: „Sprich 6. mal 7.ist 42. setz 2.die 40. 
behalt im sinn | 6. von 3. magst du nit. Darumb subtrahir 3. von 6. 
bleibt 3. die subtrahir  von- 40. bleibt 10. setz vnder 3. facit 12%, so 
bewegt er sich hiermit, seiner Zeit vorauseilend, wenn auch nicht in der 
Theorie, so doch in der Praxis der negativen Grössen und setzt sich so 
in Gegensatz zu Regias, der, soweit ich finde, allein noch über diesen 
Fall sich auslässt, jedoch in schulmässiger Weise erklärt: „Regula te fallet, 
misi duo digiti simul iumcti plus decem effieiant“. 

Noch will ich anführen, dass Ramus die Multiplikation einfacher Zahlen 

gelegentlich auf Multiplikation durch Theile zurückzuführen vor- 
ar schlägt, also z.B. 8.9 der heutigen Aufgabe (3+5) (2+7) 
entsprechend in nebenstehender Form ausrechnet, und dass sich 
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9” 3 bei einem Schriftsteller (Widman) eine der angegebenen ähnliche 
r R Vorschrift auch für die Multiplikation zweier zweizifferigen 

6 Zahlen findet, von welchen jede kleiner als 20 ist, jedoch ist 
7 2 diese Vorschrift nur em specieller Fall des sofort zu be- 


sprechenden Multiplieirens per crocetta. 


28. Die Multiplikation mehrzifferiger Zahlen wird am Anfange des 
Zeitabschnittes, dessen Rechnen hier zur Darstellung kommt, in höchst 
verschiedener Weise durchgeführt. So zeigt Lucas nicht weniger als acht 
solcher Methoden, welche aus dem Anblicke der hier beigefügten Beispiele 
aus der „Summa“ (Fol. 27—30) sofort verständlich sind. 


* Merkwürdig ist nun, und es wurde dies oben (8. 23) schon einmal 
gelegentlich erwähnt, dass heutzutage noch in der Wallachei in ähnlicher 
Weise und zwar mit Hülfe der Finger eine solche Multiplikation durch- 
geführt wird. Dr. Pick berichtet nämlich (Zeitschr. für math. u. naturw. Unter- 
richt, 5. Jahrg. [1874], p. 57) wie folgt: „Man gibt den Fingern beider Hände 
der Reihe nach die Werthe 6, 7, 8, 9, 10, also dem Daumen 6, Zeigefinger 7 
u.s. w. Hat man nun zwei dieser Zahlen, z. B. 8x9, zu multipliciren, so legt 
man die betreffenden Finger, hier Mittelfinger der einen und Goldfinger der 
anderen Hand, an einander und multiplicirt die Anzahl der übrig bleibenden 
Finger der einen, hier 2, mit der der anderen, hier 1, also 2x1=2. Zu diesem 
Producte gibt man so viel Zehner zu, als Finger an beiden Händen zu dieser 
Multiplikation nicht benützt worden sind (inclus. der zusammengesetzten), also 
3+4=7 Zehner. Somit ist das Product 72.“ 
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a) Modo d’ Multiplicare per bericocoli ‘oder scachieri, so genannt wegen 
der dem Schema zukommenden Aehnlichkeit mit einen bericuocoli 0 con- 
fortini genannten Zuckerbackwerk. 

b) Modo ditto a castellucio: beginnt mit der Multiplikation durch 
die höchsten Stellen. 


a) b) 





978=7 6 9876 
DE 6789 
GEBEN ‚61101000 
1719 010 5 5431200 
671327 476230 
slelalsien ERRNAREEN 
E a 67048164 


67048164 
ce) Multiplicare a colonna oder per tavolelta: werde meist gebraucht, 
wenn die eine Zahl klein und die andere gross ist und es empfehle sich 
hierzu, „die Büchlein auswendig zu wissen, wie dies bei den Florentinern 
der Fall, welche dieselben von der Jugend auf lernen und deshalb alle 
Anderen übertreffen“. 


4685 13.5 = 65, 5 angeschrieben, 6 im Sinne; 
13 13.8 = 104 u.s.w. 
60905 


d) Multiplicare per crocetta oder per casella: diese, wie Lucas sagt, 
„etwas mehr Phantasie und Verstand‘ verlangende Methode beginnt mit 
den Einern und fährt weiter, indem jeweils sämmtliche Einzelmultipli- 





93,7 456 ER: 98.,120 
IxXı x 0 5, Be SE 
3 7 AH BE LOBEN VEUMRTO e 
1369 207936 20857489 BEZ. 


kationen durchgeführt werden, welche Zehner, Hunderter etc. zu liefern 
vermögen, wie dies durch die zwischen den Zahlen eingefügten Verbindungs- 
striche ersichtlich ist; dass Multiplikationen von Zahlen mit verschiedener 
Ziffernanzahl nach Beifügung der nöthigen Anzahl von Nullen am linken 
Ende der einen Zahl in gleicher Weise durchgeführt werden, zeigt das 
letzte Beispiel. | 

e) Multiplicare per quadrilatero:” hier bilde man unterhalb der zu 
multiplieirenden Zahlen eine aus quadratischen Feldern bestehende Figur 
und zwar ebensoviele Reihen unter einander als die Anzahl der Ziffern 
der grösseren Zahl beträgt; die schliessliche Addition in diagonaler Richtung 
liefert das Produkt. 


Supplem., z. hist.-lit. Abth.d. Ztschr. f. Math.u. Phys. 4 
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f) Multiplicare gelosia oder per graticola®, d. h. Multiplikation nach 
Art eines Gitterfensters. 

g) Multiplicare per repiego: kommt darauf hinaus, die eine der zu mul- 
tiplieirenden Zahlen wenn möglich als Product anderer (repiego) aufzufassen 
und dann der Reihe nach mit den einzelnen Factoren (selbst repieghi 
genannt) zu multipliciren. Es sei zweckmissig, meint hierzu Lucas, Fac- 
torentafeln zu besitzen und die solche benützenden Florentiner (vgl. 
unter c) seien deshalb auch besonders, geschickt in diesem Multiplieiren, 
jedoch sei es noch besser, möglichst viele der Zerlegungen auswendig zu 
wissen. 

h) Multiplicare a scapezzo: dies zerlegt. die eine Zahl nicht in Factoren, 
sondern in Summanden und multiplicirt mit den einzelnen die andere Zahl, 
um schliesslich die Summe der Theilproducte zu bilden. Dass mit 
dieser Methode die später in Deutschland berühmte „Wälsche Praktik“ 
zusammenfällt, werden wir unten sehen. 

29. Ich sagte vorhin, dass zu Anfang des 16. Jahrhunderts wenigstens 
in -Italien verschiedene Multiplikationsmethoden in Uebung waren, und die 
soeben vollendete Aufzählung beweist dies schon, wie nicht minder die bei Lucas 
und bei Borgi sich findende Behauptung, dass es „noch viele andere 
Methoden“ gebe, welche, wie der Letztere sagt, schon die Alten gebraucht 
haben und von denen er die schönsten und leichtesten auswähle, nämlich 
die obige a), ec), d). Dass aber im weiteren Verlaufe des genannten 
Jahrhunderts die Manchfaltigkeit der Methoden allmählig einer grösseren 
Einförmigkeit Platz machte, ist ebenso gewiss: ein Blick in die Bücher der 
unbedeutenderen Meister ebenso wie in die eines Riese, Apian, Gemma, 
Cardanus, Stifel, Clavius, Stevin u. A. zeigt sofort, dass es nur die von 
Lucas an erster Stelle gelehrte Methode (a) war, welche sich ausbreitete, 


* Dies ist die sog. netzförmige indische Methode, welche die Araber unter 
derı Namen Shabacah kennen. Vgl. diese Zeitschrift [v. J. 1857], Bd. II, 8. 360. 
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die einzige auch, welche sich in die folgenden Jahrhunderte und bis heute 
erhalten hat. Nur selten findet sich noch die eine oder andere der übrigen 
Methoden angewendet: so die vier ersten a—d) bei La Roche in derselben 
Reihenfolge wie bei Lucas und ebenfalls unter Hervorhebung, dass zur 
Durchführung von c) selbstverständlich die Kenntniss des grossen Einmal- 
eins („le grant liuret“) nöthig sei; Cardanus erwähnt nur als „von Einigen 
geübt“ die obige Methode b). Auch Apianus befriedigt sich nicht mit 
der Erklärung der einen gewöhnlichen Methode a), sondern gibt deren 
mehrere: so dieselbe a) jedoch mit der höchsten Stelle anfangend, als 
- „eine andere art per modum Rhomboides“; so die Methode b) mit der 
Beifügung: „merck wie die Walhen jre product der multiplication pflegen 
zu setzen“; so als „eine andere Welsche art‘ abermals die Methode a) 
mit geänderter Anordnung der Ziffern, welche aus dem hier 

rechts stehenden Beispiele erkannt werden möge; so wiederum 4876 


* * . ® Fr 
„eine andere art in Form einer gale“, welche ich an dem- 2928 


selben Beispiele wie eben mit Apian’s Worten 9152840 
u ae: 146288 
8 erläutern will: „Multiplieir zum ersten 2. 4383 
77 mit 4. facit 8. die setz vber 2. darnach 94 


en sprich 4. mal 3. ist 12. setz die 2. vber 3. 11678020 


GATA 1. Addir zu 8. wirt 9. lesch 8. ab mit einem 
49662 strichlin setz einen 9. darüber darnach sprich 4. mal 9 ist 
1112233 36. setz 6. vber 9. vnd die 3. Addir zu 2. facit 5. delir 2. 
3580050 setz 5. darüber. darnach multiplicir 5. auch mit 4. sprich 
8264876 4. mal 5. ist 20. setz O. vber die 4. 2. Addir zu 6. delir 
2395555 $ ER 
93999 6. setz 8. darüber damach ruck den Multiplikanten vmb 
233 ein statt fürbass 5. vnder 8. 9. vnder A. ete. Vnd machs 
2 wie du yetzunder gethan hast“. — Diese Art findet sich 
11678020 auch bei Micyllus E der sie als „quaedam wetus multiplicandi 

ratio“ bezeichnet. 

Und in der durch die nebenstehende Rechnung versinnlichten Weise 
gibt Apian auch die von Lucas 
als per gelosia aufgeführte Me- 
thode, übrigens, wie er sagt, „nit 
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von nütz oder von kurtz wegen ...... 
sunder allein von wegen der für- 
witzigen schüler das sie damit jre 
köpff spitzen“. 

Nur zweimal noch habe ich diese 
den Zusammenhang unseres Rechnens 
mit dem arabischen und indischen deutlich erweisende Methode gefunden: 
bei Regius, der sie als einen „modus elegans‘ behandelt und bei Ramus 
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in dessen Scholis (nicht aber in den zwei und nicht in den drei Büchern 
Arithmetik), wo sie als „in Kaufmannsbüchern sich findend“ erwähnt 
wird. In der weiteren Entwickelung sind, wie schon gesagt, diese und 
die übrigen Methoden zurückgetreten und verschwunden: es erhielt sich 
nur die eine, deren wir ung heute bedienen. Doch „wil ich hye dyn 
rymen ynzyhen vnd das schyff an staden gen lasen vü fürter zu der 
Diuision vnd Teilung der zalen eylen“. 

30. Division. — Wie in den Zeiten der Abacisten erfreute sich auch 
in den auf sie folgenden Jahrhunderten das Multiplieiren, aber weit mehr 
noch das Dividiren des zweifelhaften Ruhmes, dem Lernenden ungemeine 
Schwierigkeiten zu machen: ‚„dura cosa e la partita‘“ war ein italienisches 
Sprüchwort des 15. Jahrhunderts. Als Ersatz für die Mühe wurde dann 
aber auch der Lohn dafür in Aussicht gestellt: „wenn Einer gut zu 
theilen weiss, sind ihm alle andern Theile wie Nichts, weil sie in jener 
Rechnungsart enthalten sind“ (Lucas). 

Gewöhnlich beginnt auch eine Erklärung die Darlegung des Divi- 
direns. „Lernt ein zal in die andere theylen‘ definirt Riese mehr kurz 
als gut; am häufigsten liest man eine im Wesentlichen mit der folgenden 
übereinstimmende: „Diwisio est inuentio numeri toties continentis umitatem, 
quoties numerus diwidendus continet diwidentem sew diwisorem“. Wie hierin, 
so werden überhaupt damals meistens die heute üblichen Benennungen 
schon gebraucht; ein Unterschied liegt hauptsächlich in der damals üblichen 
Redeweise „Dividiren in“ mit nachfolgendem Divisor, obwohl sich dann 
und wann wohl auch schon im gleichen Sinne: „Dividiren durch“ verwendet 
findet. | 

In Bezug auf die wirkliche Durchführung der Division zeigen 
sich höchstens bei den Italienern und dem von ihnen unmittelbar ab- 
hängenden La Roche verschiedenartige Anordnungen. So unterscheiden 
Lucas und auch Borgi das Dividiren durch kleinere ein- oder zweistellige 
Divisoren, wobei die Reste jeweils im Kopfe behalten werden, als ein 
Dividiren a regolo (= a tavoletta = a la deritta = per colonna); so erklärt 
Lucas als ein besonderes das Dividiren durch ‚„repiego“, d.h. dem gleich- 
namigen Multiplieiren entsprechend ein stufenweises Dividiren durch die 
Factoren des Divisors; so rechnet auch La Roche (und vor ihm schon 
Sanchez), um 7985643 durch 1789 zu dividiren, nach neben- 


1 | 
g . stehendem Schema in einer ungewöhnlichen Weise, indem er 
1143 den Divisor in einem kleinen Abstand vom Dividenden schreibt, 


523736 dazwischen innerhalb zweier Querstriche den Quotienten setzt, 
AIBDBAB ann stets von rechts gegen links die Ziffern des Divisors mit 
FABR der einzelnen Ziffer des Quotienten multiplieirt und dabei 

1789 spricht: 7 durch 1=4 mal; 4-9=36, von 40 —4, dazu 
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5=9, geschrieben über 5, behalte 4. Dann 4-85=32, und 4=36, 6 
von 8=2, behalte 3; 4.-7=28, und 3=31; 1 von 9=8, behalte 3 
u.8s. w. Oder auch es rechnet La Roche dasselbe Beispiel 


in anderer Weise, die einzelnen Ziffern des Divisors 1789 1 

von links nach rechts jeweils mit der gerade gefundenen “ 
Quotientenziffer multiplieirend und stets sogleich die Theill- 573 
produkte subtrahirend. 1126 
31. Doch alle diese verschiedenen Arten, die Division 4#4#473 
182728 


durehzuführen, haben sich vielleicht in Italien, kaum in Frank- 3189006 
reich, jedenfalls nicht in Deutschland eingebürgert, und wo 7ggagaz 
sie etwa auch in Uebung waren, sind sie verschwunden: wie 4463 
beim Multipliciren wurden alle verdrängt durch eine einzige, ° 1789 
welche geradezu als die charakteristische Divisionsmethode des Ä 

16. Jahrhunderts bezeichnet werden darf. 

Auch sie findet sich schon bei Lucas, der sie das schnellste, 
sicherste und am wenigsten täuschende Verfahren nennt und als galea 
oder batello bezeichnet, weil die nach Beendigung der Rechnung sich 
ergebende Ziffernanordnung eine Gesammtfigur bilde, welche einem Schiffe 
mit seinem Kiel und Steuer und Mast und Segel ähnlich sei. In 
wie weit diese Aehnlichkeit vorhanden, mag man ersehen aus dem 
folgenden Beispiele der Division von 97535399 durch 9876, bei welchem 
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der ganze MRechnungsverlauf für die einzelnen Stationen der Ent- 
wickelung getrennt dargestellt ist. Das Angenehme mit dem Nütz- 
lichen zu verbinden, füge ich auch den auf dieses Verfahren bezüglichen 
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poetischen Beibericht unseres früher schon citirten Rechenmeisters Reichel- 
stain hinzu: 


Die erst Regel. Die dritt Regel: 
Setz vnder die theylent zal fein Im abtheyln | nim den Quotient 
Den theyler gen der lincken dein. Mehr damit den theyler behend | 
Darnach zeuchs von der öbern zal 
Die ander Regel. Die ziffer solt auch leschen all | 
Wenn der theyler vil.ziffer hat | Vnd solt den theyler über 9 
So nim die erst als hoch sie stat | Nit nemen | merck gar eben fein | 
Das die andern auch nemen künst | Dann ruck jn fürbass vmb ein stat 


Vnd im abtheyln kein falsch gewünst. Wie dich dein meister geleeret hat. 


Es ist wohl unzweifelhaft, dass die im Vorstehenden besprochene 
eigenthümliche Methode der Division von Italien aus sich ausgebreitet hat: 
wie bei Lucas, so findet sie sich auch bei Borgi, bei La Roche (als 
„partir par galee ou par anteriorer‘), bei Cardanus, bei Menher und bei 
simmtlichen deutschen Arithmetikern, von Widman an bis Clavius, findet 
sich sogar nur die eine. Ramus zeigt, wie man zuerst alle Vielfachen 
des Divisors bis zum Neunfachen aufschreiben könne, um sofort die Theil- 
ziffer des Quotienten zu wissen; aber er erklärt dies selbst als zu lang- 
wierig. Es macht wenig Unterschied, ist aber immerhin erwähnenswerth, 
dass Einzelne (wie La Roche, Cardanus) schon nicht mehr die aus der 
Einzelziffer des Quotienten und den einzelnen Ziffern des Divisors sich 
ergebenden Theilproducte von links nach rechts bilden, sondern in umge- 
kehrter Richtung, so dass bei dieser im letzten Rechnungsbeispiel statt 
der allmähligen Entwickelung bis zur vierten Form an deren Stelle sofort 
die folgende auftritt: 

8651 
37835399 (9 
38376 

Es ist aber für die Art der Ausbreitung gewiss bezeichnend, wenn 
Apianus zwar nicht diese Divisionsmethode selbst, aber doch unter den 
verschiedenen aus Wälschland stammenden Multiplikationsweisen gerade die 
mit unserer Divisionsmethode die gleiche schliessliche Ziierunm 
gebende als die der „gale“ bezeichnet*. 

Veränderungen hat jene Methode auf ihrer Wanderung unter den 
Völkern wenige erfahren: höchstens dass Riese in den späteren Auflagen 
seines kleineren Buches (noch nicht in der v. J. 1533) und auch Regius 


* Besonderer Erwähnung werth scheint es zu sein, dass das Wort „secundare‘“, 
welches schon bei den Abacisten für das Fortrücken einer Zahl um eine Stelle 
gebraucht wurde, sich so lange erhielt, dass es Reisch z. B. ebenfalls noch in 
gleichem Sinne gebraucht. (Vgl. des La Roche ‚‚partir par anteriorer“ oben 
im Text.) 
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und Beausardus es für wünschenswerth erachteten, die bei der Multipli- 
kation einer Quotientenziffer mit den einzelnen Ziffern des ganzen Divisors 
sich ergebenden Theilprodukte aufzuschreiben, um dann von links nach 
rechts hin die Subtraktion durchzuführen. Als Beispiel dieser geänderten 
Anordnung wähle ich das vorige mit Kürzung um zwei Ziffern (975353 : 9876), 
indem ich dabei ebenfalls die ganze Rechnung in drei Theilen durchführe: 


7 
85 
| 1460 
86 86 s61t 
975 975 9758 
16301 16301 16805 gg 
975353 (9 975353 (98 975353 (98 557, 
9876 98766 98768 
31234 31234 312348 
765 7657 7657 
98 7386 
244 
63 


Apianus rechnet „practice“ in ähnlicher Weise, schreibt jedoch nicht 
die einzelnen Theilproducte, sondern die aus jeder Quotientenziffer sich 
ergebenden vollen Producte. | 

Wohl lehrten die Männer, welche hier von links nach rechts sub- 
trahirten, in besonderem. Capitel dasselbe Geschäft des Subtrahirens in 
einfacherer Weise, d. h. in entgegengesetzter Richtung — aber was ver- 
mag nicht die Macht der Gewohnheit! Wohl machte auch Clavius darauf 
aufmerksam, dass man das Schreiben mancher Ziffer erspare, wenn man 
von rechts nach links multipliire — und doch wie spät erst kam dies 
zur Geltung! | 

32. Gerechtes Erstaunen überkommt uns heute ob dieser ganzen im 
vorigen Artikel behandelten Rechenweise und wir meinen uns nicht genug 
wundern zu können, dass man sie überhaupt so erfand, dass man nicht 
während des 16. Jahrhunderts blos, sondern auch während der zwei fol- 
senden und selbst bis in unser Jahrhundert herein stets so viele Ziffern 
über einander häufte, um kaum fertig mit deren Niederschrift sie immer 
und immer wieder durchzustreichen. Aber auch hier gilt der Frau v. Sta&l 
Wort „comprendre tout c’est pardonner tout‘: jenes Rechnen muss man als 
Ergebniss einer geschichtlichen Entwickelung begreifen, um ihm gerecht 
zu werden. Die Inder führten ihre Rechnungsoperationen auf einer meist 
weiss angestrichenen Tafel durch, welche mit Sand oder mit einem roth 
gefärbten Mehle bedeckt wurde, und bedienten sich zum Schreiberf®der 
Ziffern eines hölzernen Griffels, durch den sie den Sand oder das Mehl 
bei Seite schoben, so dass auf dem weissen Grunde die Zahlzeichen sicht- 
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bar wurden; war eines derselben durch den Verlauf der Rechnung unnöthig 
geworden, so bewirkte eine sanfte Berührung des Sandes mit dem Finger 
eine Ausbreitung des ersteren, die vorhandene Ziffer verschwand und an 
ihre Stelle konnte sofort die neue geschrieben werden. Es mussten so 
alle Zwischenstufen der Rechnung verschwinden und zum Schlusse fand 
sich nur das letzte Resultat auf der Tafel. In gleicher Weise verfuhren 
auch die Araber, und dass der ihre Rechenweise am meisten im christ- 
lichen Europa ausbreitende Leonardo sich eben solcher Mittel bediente, 
bezeugt er selbst. Unter solchen Voraussetzungen erscheint das stete Er- 
setzen einer Ziffer durch eine andere als rasch fördernd und natürlich; 
sobald aber solches Rechnen auf Papier mit Dinte ausgeführt wird, müssen 
alle Zwischenrechnungen und die dazu nöthigen Ziffern erhalten bleiben, 
jede fertige Rechnung erscheint als eine wunderliche Anhäufung durck- 
strichener Ziffern — natürlich: die Methode hat den Boden verlassen, auf 


dem sie erwachsen, sie zeigt sich unförmlich und starr und scheint uns . 


Nachgebornen eine unnatürliche Missbildung zu sein. 


33. Bevor ich zu einem neuen Abschnitt meiner Darstellung übergehe, 
will ich doch nicht unterlassen, auf eine eigenthümliche und schon völlig 
den Charakter der neuen Zeit verrathende Methode der Division aufmerk- 
sam zu machen, die ich bis jetzt nur bei Apianus gefunden habe, eine 
Methode, welche in gewissem Sinne von den Deeimalbrüchen Anwendung 
macht. 

Anstatt nämlich, falls etwa die Division durch 48 verlangt ist, wirk- 
lich durch 48 zu dividiren, dividirt Apian, wo jenes nicht bequem ist, 
durch die Hälfte oder durch ein Viertel, ein Achtel, ein Sechzehntel u. s. w. 
von 48, schreibt dafür aber auch in den Quotienten nicht die Einheit als 
Theilquotienten, sondern bezüglich die Hälfte, das Viertel, Achtel u. s. w. 
der Einheit. Ein Beispiel möge dies deutlich machen. Es sei 11664 „in 
48 zu teylen“, wie man damals meist sagte oder „durch 48“, wie wir 
heute sagen. Apian stellt sich nun hierzu die Liste auf: 


Der Teyler 48 und dem entsprechend: Der Teyler setzt 1 
Eyn Halbs 24 Der halbe teyl setzt 05 
Eyn Virtel 12 Der vierteyl setzt 025 
Eyn Achtel 6 Das achteyl setzt 0125 
Eyn Sechzehetheyl 3 Das sechtzehet teyl 00652 


wo wir in der letzten Reihe nur je nach dem ersten O0 ein Komma zu 
schreiben hätten, um unsere Form der Decimalbrüche zu erhalten. Nun 
ist @8 in 11 (der Zahl 11664) nicht enthalten, auch 24 und 12 nicht, 
wohl aber 6, und zwar ist 6 in 11 einmal oder, was dasselbe, 48 in 11 
ist /, mal = 0,125 mal enthalten -oder, wie Apian schreibt, 0125. Es 
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wird hiernach seine Anleitung verständlich sein, welche lautet: „Heb an 
bey der lincken handt | vnd schaw welchen teyl des 


teylers du haben magst | als 6 hastu in 11 | bleibt 5 | Su 

die setz darüber vnd setzs vnder den finger (Versthe | 11664 

da du die 6 genomme hast) Ein Achteyl | das ist 0125. 0125| 
Darnach bleib mit dem finger an der selbigen statt | vnd 006215 
nym den sechtzehenteyl des teylers | das ist 3 | von 5 | 05 
bleiben 2 | die setz darüber | vnd setz den Sechtzehenden R h 
teyl als 00625 | von dem finger gegen der rechten. Nach Fact 948 


dem hastu 26 | so du vmb ein stat weiter gehest | 
darinne magstu 24. (das ist der halbe teyler) haben | darumb setz zu 
dem finger 05... Ruck weiter ete.“. 

Aehnlich auch: „Diuidirt ein ander Exempel auff yetz berürte art | 
alss 81648 in 144. 


11 
928 
81648 
056215 144 d’teyler 
0215 72 halbtheyl 
0125 36 viertheyl 
00625 18 achtheyl 
01125 9 sechzehentheyl 


Facit 567000 


Apian fügt noch die Bemerkung bei: „Bleibet bei der rechten handt 
5. vber dem strichlin | so bedeuttet es ein halbes | bleibt 25. so bedeuts 
+ | 125. bedeut 4 | 625 „4“. 


34. Proben. — „Eyn ygklich wercke ist zweifelhafft vnd onuolkomme 
geacht ee es zu end. volnprackt | vn genugsam probirt vn bewert worde 
ist“. So giebt Köbel den von den Meisten nicht ausdrücklich erwähnten 
Grund an, weshalb stets zu „Probiren | ob du.dein Rechnung wol vnd 
recht volnpracht | oder ob du geirt habst | vff das du dein Irrung bald 
fürkommen vnd allen zweyfel abwenden mögst“; denn „Dye Prob ist ein 
zweyfel gewyss machen“. 

In der That aber ist das Anstellen der Probe wohl auch aus dem 
in Art. 32 besprochenen Umstande zu erklären, dass bei dem unter Indern 
und Arabern gebräuchlichen Rechenverfahren sämmtliche Zwischenresultate 
verschwanden, so dass eine Bewahrheitung des Schlussergebnisses auf 
anderem Wege als dem nochmaliger Durchrechnung .als wünschenswerth 
erscheinen musste. Wie deshalb schon die arabischen Arithmetiker häufig 
den Rechnungen die Probe auf ihre Richtigkeit zufügten, so hat sich 
dieser Gebrauch erhalten und fehlt wohl in keinem einzigen Lehrbuche 
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der Arithmetik des 16. Jahrhunderts; fast immer folgt sie sofort der 
betreffenden Rechnungsart, meist auch der Lehre von den Progressionen, 
unmittelbar nach. Des bequemeren Ueberblickes wegen fasse ich hier 
Alles zusammen, was über die Proben der oben abgehandelten Rechnungs- 
arten zu bemerken ist, indem ich die der übrigen Capitel auf die Behand- 
lung dieser letzteren selbst verschiebe. 

Im Allgemeinen werden, wenn man von der einfachen Wiederholung 
der durchgeführten Rechnung absieht, drei verschiedene Arten angewandt, 
die Richtigkeit eines erzielten Rechnungsresultates zu prüfen: erstens die 
nochmalige, jedoch nach anderer Methode als vorher stattfindende Durch- 
führung derselben Operation; zweitens die Verwendung einer der zu prü- 
fenden entgegengesetzten Operation; drittens (wie bei der bekannten 
Neunerprobe) die Verwendung einer Hülfszahl als Theiler und Neu 
der bei der Theilung durch dieselbe sich ergebende Reste. 

Obwohl die Schriftsteller ziemlich oft für dieselbe Rechnungsart ver- 
schiedene Methoden lehren, finde ich doch, dass, einen einzigen Fall aus- 
genommen, niemals darauf hingewiesen wird, das nach der einen Methode 
eben gewonnene Resultat durch Anwendung einer anderen auf dieselben 
gegebenen Zahlen zu prüfen. Nur Lucas und nur für die Addition lehrt 
Lucas als eine „bei Kaufleuten gebräuchliche Weise“, die Summe dadurch 
zu prüfen, dass man, wenn vorher die einzelne Ziffernreihe von unten 
nach oben addirt worden war, sie nun von oben nach unten addire, und 
wenn dabei die vorher erlangte Ziffer sich wieder finde, unter dieselbe 
einen Punkt setze. ; 

Häufiger als von dieser ersten, auf das Subtrahiren z. B. überdies 
kaum anwendbaren Art der Prüfung wird von der vorhin erwähnten 
zweiten Art Anwendung gemacht. Wenn damals auch die Theorie der 
Beziehung der verschiedenen Rechnungsaygen zu und der Ableitung \er- 
selben aus einander noch nicht so behandelt und hervorgekehrt wurde, 
wie dies heutzutage in jedem richtigen elementaren Unterrichte der all- 
gemeinen Arithmetik geschieht, so war die Erkenntniss des Zusammen- 
hanges zwischen Addition und Subtraktion, ebenso des zwischen Multipli- 
kation und Division doch selbstverständlich vorhanden und machte sich in 
der Praxis der „Probe“ geltend. „Zu dem Ersten soltu wüssen | das 
beinahe alle species vnder ynen selbs eynander wyderwertig sein | deshalb 
gemeinlich ye ein die ander probirt vnd bewert‘‘ sagt Köbel, und in 
demselben Sinne empfehlen schon Widman und Lucas, dem Beispiele der 
„phylosophi“ folgend, nicht nur die Subtraktion’ durch die Addition, die 

Division durch die Multiplikation, sondern auch je die letztere durch die 
| bezügliche erstere zu prüfen. Und wenn diese Art auch Vielen als 
„subrustica“ erschien, so setzt doch Vuolphius, der dies berichtet, sogleich 
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hinzu „mihi tamen non displicet“, und wie von ihm, so wurde auch vorher 
(z. B. Peurbach) und nachher (Riese, Albert) stets diese Probe zugelassen 
und anempfohlen. Und sie anzuwenden war auch beim Rechnen auf Linien 
zwar weitläufig, aber jedenfalls das Naturgemässeste; dass es auch geschah, 
zeigen z. B. Köbel und Stiefel, bei welchen stets „also wirt das exemplum 
probiret“ und „probatz“ gefunden. 

Weitaus am häufigsten aber findet sich als Mittel zur Prüfung einer 
Rechnung die vorhin angegebene dritte Methode verwendet, die durch 
Benützung einer Hülfszahl als Theiler und Vergleichung der bei der 
Theilung durch dieselbe sich ergebenden Reste. Allgemein ist es die Zahl 
9, welche hierbei eine wichtige Rolle spielt, und auch dieses Auftreten 
der bei den Arabern schon vorkommenden sog. „Neunerprobe“ ist ein 
deutlicher Wegweiser für den Gang, welchen die Arithmetik bei ihrer 
Ausbreitung genommen. Schon der am Anfange der Neuzeit stehende 
Lucas bezeugt, dass ‚„molti anticamente per li libri si trouano haver la 
usitata“; er setzt sie auseinander und zwar in doppelter Weise: einmal 
indem er die „proua per lo partire‘“ macht, d.h. indem er wirklich unter 
Beachtung des Stellenwerthes die gegebene Zahl durch 9 dividirt oder 
indem er die „proua per vio delo infilzare le figure“, also durch Einfädeln 
der Ziffern macht, d. h. indem er vom Stellenwerthe absehend aus der 
Summe der zwei am meisten links stehenden Ziffern das ihr am nächsten 
kommende Vielfache von 9 'weglässt, den Rest zur nächsten Ziffer addirt, 
mit der entstehenden Summe wieder so verführt und so schliesslich zur 
„Probe“ der gegebenen Zahl gelangt. Dass aber beide Arten nur ver- 
schiedene Formen desselben Verfahrens seien, bemerkt er selbst, sowie er 
auch die Richtigkeit seines Verfahrens mit Hülfe geometrischer Versinn- 
lichung der Zahlen durch Abtragen von Strecken beweist. Wie mit jenen 
Proben die Rechnungsarten geprüft werden, brauche ich wohl im Einzelnen 
nicht anzugeben; es genügt zu sagen, dass im Gegensatze zu Lucas bei 
den Schriftstellern des 16. Jahrhunderts fast immer nur die Vorschrift 
ohne Erläuterung der Beweiskraft gegeben wird, die Vorschrift nämlich, 
dass die „Probe“ des Rechnungsergebnisses übereinstimmen müsse mit der 
„Probe“ derjenigen Zahl, welche sich ergibt durch Anwendung der in der 
Rechnung überhaupt vorgekommenen Operationen auf die „Proben“ der 
einzelnen gegebenen Zahlen. 

Da aber bei den Grundaufgaben der Rechnungsarten stets zwei Zahlen 
gegeben, eine dritte gesucht ist, so bezeichnet Köbel die ersteren durch 
A und B, die letztere durch C und kann nun die „Proben“ jener bequem 
angeben. Nach ihm aber — und selbst schon vor ihm sich findend bei 
Widman und Huswirt, jedoch nicht bei Lucas und Borgi — wurde fast 
allgemein gebräuchlich, aus zwei Geraden ein schiefes (oder aufrechtes) 
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Kreuz zu bilden und für die Addition z. B. die „Probe“ 
der einen Zahl „die setz ins Creutze zur lincken | 
7 Desgleichen thu in der andern zal | Was bleibt setz 
N gegenn vber zur rechten | Addirs beides zusammen | 

Wirff 9. so du kanst auch dauon | das bleibent setz 
oben | soviel sol dir kommen auch inn der gantzen Summa | das setz vnde 
ins Creutz | Ist recht probirt“ (Albert). 

Es ist aber nicht die Zahl 9 allein, welche zum Erproben der Rich- 
tigkeit verwendet wird. _ Schon Lucas empfiehlt die Probe vermittelst der 
Division durch 7, ja sie zeige sogar besser etwaige Fehler als die durch 
9 an, da letztere sowohl vorkommende Nullen als auch etwaige Umstel- 
lungen der Ziffern in der zu prüfenden Zahl nicht beachte. Lucas verfehlt 
aber auch nicht darauf aufmerksam zu machen, dass beide Proben nicht 






46376 6 
8071 S 


54447 


unbedingt die Wahrheit erkennen lassen: so gebe 124 bei der Neuner- 
probe 7 und bei der Siebenerprobe 5, die gleichen Reste finde man aber 
auch aus 187, d.h. der um 7:9=63 vergrösserten Zahl. | 

In der Folgezeit findet sich dann die Probe durch 7 fast eben so 
häufig als die durch 9, ja oft die erstere allein; aber Apian schon ver- 
wendet auch andere Zahlen und gibt eine „Probirtaffel durch 8. 7. 6.“, d.h. 
eine zur Erleichterung des Rechnens gemachte Zusammenstellung der Viel- 
fachen dieser Zahlen, fügt aber auch bei „Du magst auch ‘durch 11 
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probiren“, ja selbst „desgleichenn durch eine yetzliche zal“. Und wie 
Apianus verfuhren auch einzelne Andere nach ihm, doch meistens die 
Probe durch 9 bevorzugend. 

Eine Ausnahmestellung in Bezug auf die hohe Meinung von der Probe, 
bezw. von deren Beweiskraft nimmt Ramus ein: er verwirft eine jegliche 
Probe sowohl durch 9 oder 7 u.s. w., als auch durch Umkehrung der 
Rechnungsart, indem er auf die Unsicherheit der ersteren hinweist und 
zugleich logische Widersprüche in der letzteren angibt; seiner Meinung 
zufolge ist „das Gesetz und die Regel jeder Rechnungsweise der wahre 
Beweis für die Entscheidung der Richtigkeit oder Falschheit der Rech- 
nung“, d.h. er lässt nur eine jeden Theil der Ausführung genau über- 
wachende Wiederholung der ganzen Arbeit als Probe zu und erklärt die 
„Beweiskrankheit für eine seit Euklid und Theon wahrhaft erbliche 
Krankheit“. 

35. Progrediren, — Dass die an die speculative Arithmetik der Alten 
sich anreihende, ja durch sie veranlasste Lehre von den Progressionen im 
Anfange der Neuzeit noch zu den Capiteln der gewöhnlichen Arithmetik 
gezählt wurde, ist oben schon zur Erwähnung gekommen; in der That | 
findet sich dieselbe, die allerelementarsten Bücher ausgenommen, in allen 
Rechenbüchern des 16. Jahrhunderts. 


eg. ERS v2 
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Wohl in der Mehrzahl der Fälle wurde aber die Progressio als 
„numerorum in unam summam collectio“ definirt oder wie es bei den Deut- 
schen heisst „Progredirn lernt vil zalen .... in ein summa pringen“, und 
nur bei den besten Schriftstellern findet sich der Begriff der gesetzmässigen 
Reihenfolge von Zahlen angegeben. Die heute stets befolgte Eintheilung 
der Progressionen in arithmetische und geometrische war nieht allgemein 
durchgeführt: Peurbach, Stifel, Scheubel, Widman, Cardanus, Regius, Clavius 
folgen ihr zwar und die drei ersten führen als dritte Art sogleich auch die 
harmonische Progression an; Andere aber, wie Huswirt, Rudolff, Riese, 
Apian, sagen, dass „Progressio ist zweyspeltig Natürlich vnd Vnderschnitten 
„eontinua sine naturalis und discontinua sine intercisa“, die natürlich Pro- 
gression oder fürzelung | ist so man etzliche zal in natürlicher ordnung | 
daz ist so die grösser die kleiner in eim vbertrit | auff ein ander gezelt, 
die vnderschnitten ist so die zal nit natürlicher ordnung | sonder vnder- 
schnitten eine die ander vbertritt“, und erst eine Untereintheilung der letz- 
teren Art, wenn. „die zalen mitt gleichen mitteln vber sich wachsen“, führt 
zu der Unterscheidung, ob sie stets um den gleichen Betrag aufsteigt oder 
ob „die fürkomen zalen in gleicher proportzen über sich wachsen | als nem- 
lich in proportione dupla | tripla | quadrupla u. s. w.“ 

Von ganz wenigen Ausnahmen abgesehen werden regelmässig für beider- 
lei Progressionen nur die Regeln zur Summation einer gegebenen Anzahl von 
Gliedern angegeben. Im Besonderen lassen sich die auf die arithmetischen 


ne nach unserer heutigen Bezeichnung kurz darstellen als 


S=— 5 (a +1) oder S=n: we ee N) beide werden während des ganzen 16. Jahr- 


ee und theilweise auch noch im folgenden meist strenge geschieden, 


je nachdem entweder die Gliederanzahl » oder die Summe aus dem ersten 


Gliede a und dem letzten t gerade ist, wie Huswirt z. B. seine Vorschrift 
in die Verse einkleidet: 

Si primus numerus cum postremo faciat par, 

Eius per medium loca singula multiplicabis, 

Ast impar medium vult multiplicarti locorum. 

Doch hatte schon ein (französischer?) Schriftsteller aus dem Anfange 
des 16. oder aus dem Ende des 15 Jahrhunderts die beiden Fülle zusammen- 
gefasst in die Vorschrift: „Medietas indifferenter vel numeri locorum | vel 
numeri extremorum simul wunclorum maultiplicetur per religquum hoc est per 
alterum eorum totum et non mediatum“. Später gibt auch Stifel von den 
angegebenen Formeln nur die letztere, selbstverständlich in Worten, ohne 
durch das Auftreten von Brüchen sich stören zu lassen; Clavius aber, „um 


ae 
2 


Brüche zu vermeiden“, schreibt vor S= ‚ ist übrieens der einzige 
oO 2 


a 


der sich bemüht und dem es gelingt, den wahren Grund solcher Regel 
aufzuzeigen. 

Etwas grössere Manchfaltigkeit herrscht in den Vorschriften zur Auf- 
findung der Summe sämmtlicher Glieder einer geometrischen Reihe. Wenn 
wir wiederum durch a das erste, t das letzte Glied, durch q den Quotienten 
und durch n die Gliederzahl einer solchen bezeichnen, so lautet Peurbach’s 


t— 
Regel dahin, die Summe $ in der durch & ae bezeichneten Weise 


auszurechnen, eine Vorschrift, welcher ich sonst nicht wieder begegnet 

bin; weitaus am meisten gebräuchlich ist unsere heutige einfache Formel 
ed Zr und nur Stifel, der tibrigens auch die letztere mittheilt, benützt 

q — 

(Arithm. int. fol. 30°) in complieirterer Weise ausser dem als Relictum maius 

eingeführten Werthe (tg —a) auch noch ein Relictum minus, nämlich (aq — a) 

(dtq—a).a 
aq— a 





‚und bildet hiermit $S= 


Nur ausnahmsweise, wie schon erwähnt, finden sich ausser der Sum- 
mation noch wenige andere Bestimmungen: so lehrt Apian als „ein fortheyl 
der weit vbersteigend Progression“ ein beliebiges Glied’ zu bilden ohne 
Berechnung aller zwischenliegenden; Cardanus wie Clavius thun dasselbe 
für eine arithmetische Reihe und bestimmen für eine solche auch den 
Werth von n aus a, d, t. An eine vollständige Behandlung der Aufgaben 
über Reihen, also an Berechnung je der übrigen zwei Bestimmungsstücke 
einer solchen, wenn drei gegeben sind, ist während des 16. Jahrhunderts 
noch nicht zu denken. | 

Einzig Stifel hat in der genannten Zeit die Lehre von den Pro- 
gressionen gefördert: das erste Buch seiner Arithmetica integra ist grössten- 
theils derselben gewidmet und die darin vorgetragenen Lehren — die 
Betrachtungen über die Reihen der Polygonal- und Pyramidalzahlen, die 
Bildung magischer Quadrate, die Beziehungen zwischen den Reihen und 
der Coss, die berühmte, die Entdeckung der Logarithmen anbahnende 
„tractatio, ut progressioni Arithmeticae respondeat Geometrica progressio“ ° 
(Fol. 35 sq.), die Zurückweisung der Ansicht, als könnten die harmonischen 
Proportionalitäten nicht über drei Glieder ausgedehnt werden (Fol. 55°), 
die wirkliche Betrachtung der harmonischen, der contraharmonischen und 
der musikalischen Reihen und deren Beziehungen zu den arithmetischen 
und geometrischen — sind ebensoviele Aeusserungen seines regen wissen- 
schaftlichen, stets mehr dem Theoretischen zugewandten Geistes; doch 
gehört die Behandlung solcher Lehren nicht zu meiner vorliegenden Aufgabe. 

36. Das Wurzelausziehen macht heute kaum mehr einen Bestand- 
theil des gewöhnlichen Rechnens aus, wurde aber während des ganzen 
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Mittelalters und auch während des ganzen 16. Jahrhunderts als solcher 
gerechnet, wie dies schon oben bei der Aufzählung der Rechnungsarten 
besprochen wurde (Art. 15). Freilich wurde auch nur das Ausziehen der 
Wurzeln aus gegebenen Zahlen als solch elementarer Theil gezählt; denn 
die Durehführung der Rechengeschäfte an Wurzelausdrücken (Irrationalen) 
war einer der „vorleufilen | so zur erlernung der Coss nottürftig sein“ 
und blieb deshalb dem Unterrichte in der „grossen | Edlen | sinnreichen 
kunst der regel Algebre | sso gewonlich die Coss genendt wirt“ vorbehalten. 

Eine symbolische Bezeichnung der Wurzelgrössen, welche in den 
vorangehenden Zeiten gefehlt hatte, wird jetzt zu Anfang des 16. Jahr- 
hunderts eingeführt, jedoch nur erst zu einem Theile und selbst dies 
Anfangs nur in Deutschland. Wie während des ganzen Mittelalters, so 
schreibt z. B. Lucas die Namen der zur Verwendung kommenden Wurzel- 
srössen entweder ausführlich mit Worten oder er verwendet dafür Ab- 
kürzungen wie B.2*, R.3°,... für radice seconda, radice terza u. s. w. 

La Roche geht davon aus, dass es unendlich viele Arten von Wurzeln 
gebe, von welchen freilich die Alten nur die zweite, dritte und vierte 
benützt haben, da diese für die Bedürfnisse der Arithmetik und Geometrie 
ausreichten, dass aber „die Modernen tiefer in das Meer der Zahlen ein- 
gedrungen seien und auch fünfte, sechste... Wurzeln hinzuerfunden hätten“, 
Er bezeichnet dann diese bezüglich durch Rx? oder RE, Rx oder Rr°, ER 
oder R#, RB’, Br',... Im“Vergleiche zu dieser so einfachen und passen- 
den Bezeichnung scheint man noch ein Vierteljahrhundert später in Italien 
auf dem alten Standpunkte zu stehen, Cardanus wenigstens redet einer 
Ausdehnung des Wurzelbegriffes über den der dritten hinaus nicht das 
Wort*, benützt auch kaum einmal fünfte oder höhere Wurzeln und be- 
zeichnet die niedrigeren durch Fr. quadrata oder einfach Fr, Br. cubica oder 
Peca, ReRe, welche Zeichen den Zahlen, auf welche sie sich beziehen, 
einfach vorgesetzt werden. — Zur gleichen Zeit hatte die Bezeichnung in’ 
Deutschland schon weit grössere Fortschritte gemacht. Schon Rudolf 
(1525) — und er wohl zuerst, da sich bei Henricus Grammateus (1518), 
auf den er sich bezieht, nichts Entsprechendes findet — „vermerkt von 
kürtz wegen radix quadrata mit solchem character Y“, „radix cubica 
würt bedeut durch solchen character Cyy“ und „radieis radix | das ist: 
radix quadrata auss der geuirten wurtzl würt vermerkt .durch solchen 
character WW “. für höhere Wurzeln (wie etwa „Radix cubica auss der 


* Cardanus opp. IV, 323 z.B. „.... . quoniam usque ad cubum inuenitur 
differentia in natura rerum: nam dantur lineae, superficies, et corpora: et lineae 
correspondent rebus: superficies censibus: corpora cubis: si igitur tradiderimus 
suffieienter de his erit cognitum quod est necessarium, verum quod superaddidimus 
ultra, est ad voluptatem, non ad effectum rei deducendae in opus, 
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radix von radice | oder radieis radix von radice cubica“) hat Rudolff keine 
besonderen Zeichen. 

Erst Stifel hat durch Verallgemeinerung von Rudolff’s Zeichen solche 
seschaffen: entsprechend den Zeichen 3, ce, 33; Pr ZRNDIRF re, 
welche bei ihm und den deutschen Cossisten überhaupt: zur Darstellung 
der 2., 3.,..., Potenz der Unbekannten dienen, verwendet er die Zeichen V} 
V cQ, V 335, ..., um die 2., 3.,... Wurzel anzudeuten, gebraucht damit 
also (nach La Roche) zum ersten Male zur Wurzelbezeichnung ein und 
dasselbe Zeichen, welchem andere beigefügt werden. Auch hierin folgte 
man seinem Beispiele, wie z. B. Menher’s Buch zeigt, und auch Stevin 
mag durch das Lesen von Stifels Werken (Ar. p. 76 u. 32) dazu gekommen 
sein, wie auch, was er bezeugt (ib. p. 30), durch Bombelli, also mittel- 
bar durch Stifel, die Zeichen Y, W, WW, WW: V® W®, W@.»--- 
ya) für die 2. 4, 8, 16. 3., 9., 4, 16... 12. Wurzel zu benützen. 

37. Dem Ausziehen der Quadratwurzel, zu welchem ich nun über- 
gehen will, geht meist die Bemerkung voran, dass zwar „Eyme jegliche 
zal mag radix quadrata sein. aber nit widerumb eine jegliche zal quadratus“ 
und dass nur eine solche als „quadratus“ bezeichnet werden könne, welche 
in Einheiten vertheilt und aufgezeichnet die Gestalt eines Quadrates ergebe, 
d. h. einer „gefirten fleche | one dicke | in vier rechten winckeln | vnd 
gleichen linien beschlossen | vnd jetliche seyt in sunderheit heist costa 
oder radix quadrati“. 

In der Methode, zunächst aus quadratischen Zahlen die Quadrat- 
wurzel auszuziehen, stimmen wohl sämmtliche Schriftsteller unter einander 
und mit der heute noch gebräuchlichen überein. Ich würde dieselbe über- 
gehen, wenn ich nicht gleichzeitig auch die verschiedene Art der Dar- 
stellung vor Augen führen wollte. Ich gebe deshalb hier zunächst Peur- 
bach’s Darstellung, welche von den Späteren vielfach benützt wurde, 
wie denn z. B. Huswirt dieselbe (also noch vor deren Druck) mehrfach 
wörtlich wiedergiebt. Peurbach sagt: „Schreibe die Zahl durch ihre 
Stellen auf und bezeichne die erste, 3., 5.,... also die ungeraden Stellen 
oberhalb durch Punkte; denn die gesuchte Zahl wird soviel Ziffern haben 
als mit Punkten bezeichnete Stellen in der gegebenen Zahl vorhanden sind. 
Beginne nun bei der letzten so -be- 
zeichneten Stelle und suche einen 
Digitus, welcher mit sich multipli- 


2 235 .. 233 
56049 (2 86049 (25 66049 (257 
4 4 50 
995 3549 cirt das, was an jener Stelle und 
links davon steht, tilgt oder doch 
soviel wie möglich davon tilgt. Solcher Digitus kann aber höchstens 9, 
muss wenigstens 1 sein. Dann schreibe ihn neben eine wie bei der Divi- 
sion rechts von unserer Zahl gezogene Linie, multiplicire ihn mit sich 


selbst, ziehe das Produkt von seiner Auffindungsstelle ab, streiche diese 
dureh und schreibe den etwaigen Rest darüber. Verdopple dann den ge- 
fundenen Digitus und schreibe das Doppelte unter die nächste Ziffer rechts 
von dem Orte der Auffindung des Digitus. Dann suche unter der nächsten 
Ziffer vor dem Doppelten einen Digitus von solcher Grösse, dass er, mit dem 
"Doppelten multiplieirt das über dem letzteren Stehende tilgt und dass er, 
mit sich multiplicirt, die Stelle, in welcher man ihn findet, entweder voll- 
ständig oder möglichst viel davon tilgt. Hierauf schreibe ihn vor (rechts 
neben) den vorher sefundenen Digitus (führe die genannten Multiplika- 
tionen und Subtraktionen aus und setze bleibende Reste darüber), ver- 
dopple den eben gefundenen Digitus und setze dessen Duplat unter die 
nächste Ziffer rechts von der Stelle, wo er gefunden wurde [also im 
Beispiel=2-5 = 10, setze zunächst O unter 4|, rücke das vorige Duplat 
um eine Stelle weiter [also das unter 6 stehende 4 jetzt unter OÖ] und 
wenn beim zweiten Duplat etwas über 9 erwuchs, so füge dieses als 
Articulus dem eben vorgerückten ersten Duplate zu. Dann suche wiederum 
unter der den Duplaten folgenden Ziffer einen Digitus, welcher .... und fahre 
so fort, bis du zur ersten Ziffer (-Einerstelle) der gegebenen Zahl gelangt bist“. 

In ganz gleicher Weise verfahren Apian, Riese, Regius u. A. 

La Roche rechnet in derselben Art, gibt aber, wie später Car- 
danus und vor ihm schon. Sanchez (dessen Büchlein schon 1495 zu Paris 
erschien), den vorkommenden Zahlen eine geänderte Stellung: er schreibt 
nämlich nicht rechts vom Radicanden, sondern unterhalb des- 
selben, durch einen Querstrich davon getrennt, die einzelnen 9 : g 
Ziffern der Wurzel und zwar je unter denjenigen Stellen, aus 6/60 49 
deren Benützung sie sich fanden, macht darunter wieder einen 9 5 7 
Querstrich und benützt den Raum unter demselben, um die "55 
Doppelten der gefundenen Theilresultate anzuschreiben (vgl. 
das angefügte Beispiel!), Er gewinnt dadurch den Vortheil, die zuletzt 
gefundene Wurzelriffer mit den unterhalb und links davon stehenden Doppelten 
zusammen als eine Zahl betrachten und mit eben jener Ziffer multiplieiren 


zu können. 
Denselben Vortheil „erreicht Gemma Frisius, indem 235 
er — und wohl zuerst — die gefundene Wurzelziffer jeweils 66049 (257 


sofort rechts neben das als Divisor benützte Doppelte 4 





schreibt und dann die ganze so erhaltene Zahl multiplieirt; 45 
auch das Anschreiben des hierbei entstehenden Produktes 225 
und nachfolgendes Abziehen in der Richtung von rechts nach en 


links scheint Gemma Frisius zuerst angewandt zu haben. 
Der Beweis der Richtigkeit der gefundenen Zahl wird theils durch 
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Quadriren derselben, theils durch Anwendung der Proben mit 9 oder % 
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geführt. Das zunächst liegende erstere Verfahren wählt Scheubel, jedoch 
nieht nur, um die Richtigkeit des Resultates zu zeigen, sondern vielmehr 
um darzuthun, dass die benützte Methode wirklich eine natürliche sei und 
die naturgemässe Entstehung der Quadratzahl aus der Wurzel berück- 

sichtige; zu grösserer Deutlichkeit legt er dies 





1750 IS (etwa für das vorhin gerechnete Beispiel) an 
HI eh] S nr der beigesetzten Figur dar. Dieselbe Bemerkung 
10000 ap benützt umgekehrt Ramus, um zu zeigen, wie 





= ausziehung auffinden könne: vor den Augen des 
Fi Lernenden lässt er das Quadrat einer Zahl ent- 
stehen, z. B 12-12 =100+2-10-2+4, so 

| dass daraus „partium genesis et compositio“ er- 


10000 


| 
man die gebräuchliche Methode der Wurzel- 


kannt werden könne, so dass dann, wie er mit 
Recht weiterfährt, „qua intelleeta, amalyseos contrariae via et camssa in- 
telligitur “. 

38. Das Ausziehen der Quadratwurzel aus nicht quadratischen 
/ZAablen wird während des 16. Jahrhunderts auf verschiedene Arten durch- 
geführt, und es müssen dieselben hier Erwähnung finden umsomehr, als 
die eine derselben die Decimalbrüche schon vor Erfindung derselben benützt. 

a) Zunächst ist hier zu beachten die naheliegendste Methode, die 
durch Probiren. La Roche erklärt zwar,. solehe „racines imparfaites“ zu. 
finden sei nur ‚„labeur sans vtilite“, aber. „pour la perfection de ce liure‘ 
wolle er sie doch mittheilen. Er thut dies, wie er es nennt, „par la regle 
de mediation entre le plus et le moins‘, deren Wesen darin besteht, zwischen 
zwei auf einander folgende ganze Zahlen beliebig viele mittlere Zahlen 
einzuschieben und unter diesen eine mit beliebiger Annäherung an die- 
selben anzugeben. Sie leistet dies durch Beachtung der zwei von 4 aus- 
gehenden Progressionen: 4,2, $, #,.... und 4, 4, 4, #,...., von welchen 
die erste an-, die zweite absteigt; die Einschiebung der ersten, bezw. 
zweiten zwischen die zwei gegebenen Zahlen würde eine beliebige Annähe- 
rung an die grössere, bezw. kleinere derselben hervorrufen. Um aber auch 
zwischen zwei solche Mittel je ein weiteres Mittel einzuschieben, habe man 
als solches zu benützen einen Bruch, dessen Zähler und Nenner gleich 
der Summe der Zähler bezw. Nenner der Mittel sei, zwischen welche die 
Einschiebung stattfinden solle. 

Von dieser Art der Annäherung macht nun La Roche Gebrauch auch 
beim Wurzelausziehen. Da z. B. die Quadratwurzel von 6 zwischen 2 und 
3 liegt, so probirt er zunächst 23; da dies zu viel, ersetzt er es durch 
24, was zu wenig ist; die weiteren Einschiebungen von #, ?, &, #1 
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deren Fehlerbeträge sich aber angeben lassen; der letzte endlich führt zur 
Annahme von 27%, als Wurzel von 6, wobei der Fehler gleich p zg4447; 
ist. In ähnlicher Weise. findet er als Wurzel von 10 den Werth 34403 
Plus 77380907 oder 37%, Moins zartosr 

b) Eine andere von der eben dargelegten durchaus verschiedene auf 
geometrischem Grunde aufgebaute Methode der Annäherung ‘findet sich 
häufig während des 16. Jahrhunderts, gehört aber, wie Stifel vermuthen 
lässt (s. unten!), einer viel früheren Zeit an. Scheubel z. B. gebraucht 
diese Methode (1545). Er sagt, wenn bei dem Ausziehen der Wurzel 
ein hest bleibe, so müsse man dessen „Denomination“ suchen; dies ge- 
schehe so, dass man die gefundene Wurzel verdopple und dem Produkte 
1 zuzähle: so erhalte man ‚„denominationem wteungue atque proximam“. 
Denn die so erhaltene Zahl, zugefügt zu dem grössten in der gegebenen 
/ahl enthaltenen Quadrate, gebe das nächst höhere Quadrat”. Man 
schreibe also unter den gebliebenen Rest als Zähler die so gebildete De- 
nomination als Nenner und füge diesen Bruch zu der vorher gefundenen 
ganzzahligen Wurzel, so erhalte man die Wurzel (‚„habebis radicem‘“). Dem 
Wortlaute nach scheint Scheubel den gefundenen Werth für die wirkliche 
Wurzel zu halten und Drobisch greift ihn auch deshalb an; es ist aber 
doch kaum denkbar, dass er nicht beim (uadriren die Unrichtigkeit 
gesehen und so den Werth doch auch selbst nur für einen angenäherten 
erachtet habe; immerhin ist“ sein Stillsehweigen hierüber auffallend. 

Gemma Frisius dagegen, bei dem sieh das angegebene Verfahren 
ebenfalls und schon vor Scheubel findet (1540), bezeichnet es deutlicher 
als Annäherungsverfahren und betont die Unmöglichkeit der Auffindung 
der Wurzel aus einem numerus surdus; aber eine Begründung des Ver- 
fahrens ist auch bei ihm nicht angegeben. 

Was wir so bei Scheubel und Gemma vermissen, die innere Begründung 
des Verfahrens, das deutliche Aussprechen, dass auf diese Weise statt der 
Wurzel selbst nur ein angenäherter Werth gefunden werde und die Angabe 
weiterer Näherungswerthe, das Alles finden wir bei Ramus. In seiner 
Geometrie (v. J. 1569, S. 89 f.) sagt er, dass zwar geometrisch die Seite 
eines Quadrates von gegebenem Inhalt dargestellt werden könne, aber 
„Arithmeticum latus et numero explicabile nullum reperietur, et hic numerus 
figuratus est umbra figurae geometricae, nec assequitur“; durch Zahlen könne 
man unmittelbar nur die Seite des grössten im gegebenen enthaltenen 


* Für die Richtigkeit dieser Behauptung, die wir uns durch Ramus sogleich 
werden beweisen lassen, beruft sich Scheubel auf einen Satz (II, 33) einer 
„demonstratae arithmetices incerti autoris‘“, auf welchen unbekannten Verfasser er 
sich auch beim Cubikwurzelausziehen bezieht. Auch diese Bezugnahme beweist, 


dass das gelehrte Näberungsverfahren jedenfalls vor Scheubel benützt wurde. 
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Quadrates finden (so z. B. 12 als Seite von 144, wenn 148 gegeben ist), 
und wenn man sich auch dem wahren Werthe mehr und mehr annähern 
könne, so doch niemals so nahe ‚quwin propius. posset inweniri“. Solche 
Annäherung könne auf zwei Arten durchgeführt werden. 


Seine erste Art stimmt mit der vorhin bei Scheubel beachteten 
überein; er nennt sie „per gnomonis additionem“. Ist nämlich die Wurzel 
‚ von 148 zu suchen, so lässt man 148 einen quadra- 

zn :_ tischen Flächenraum AB bedeuten, welcher dann als 
K 1 aus dem Quadrate JK über der Seite 12 und dem 
: Gnomon AJKB bestehend angesehen werden kann; 

' würde die Seite 12? um KM=1 vergrössert, so be- 

; stände das neue Quadrat /M aus dem früheren plus 

dem Doppelten des Rechteckes RM plus dem Quadrate 
RS, d.h. der die Gestalt des Gnomons LJKMS be- 
sitzende Zuwachs von ZM im Vergleiche zu JK wäre=2-12+1, somit 


er, 


gleich dem um die Einheit vermehrten Doppelten der zuvor gefundenen 
Seite. Der Ueberschuss des gegebenen Quadrates AB (=148) über das 
nächst kleinere JK (=144) hat nun aber auch die Gestalt eines Gnomons. 
Setzt man nun — was freilich unrichtig ist — das Verhältniss des noch 
zu findenden Stückchens KB zu KM (=1) gleich dem Verhältnisse des 
Gnomons AJKB zu dem Gnomon LJKMS, so ergibt sich sofort der der 
gefundenen Seite noch beizufügende Betrag KB (=};) gleich dem Quo- 
tienten aus dem KReste, welcher bei der Wurzelausziehung übrig blieb, 
durch das um 1 vermehrte Doppelte der schon gefundenen Zahl, also 
gerade durch die von Scheubel bestimmte Denomination. 


Wie bei Scheubel und Ramus, so findet sich eine mit der eben dar- 
gelegten fast übereinstimmende Methode der Annäherung auch bei einem 
Vertreter der dritten der concurrirenden Nationen, bei Cardanus, und 
zwar selbst früher als bei jenen. Schon in seiner 1539 erschienenen Practica 
Arithmeticae generalis (8. 30) benützt er dieselbe und zwar sogar aus- 
gedehnter als jene die ihrige verwertheten: er dividirt nämlich den geblie- 
benen Rest nur durch das Doppelte der zuvor gefundenen Zahl, benützt 
aber diese erste Annäherung zur Auffindung einer zweiten, so Br er, 


wenn ya zu finden ist, zunächst Y ab setzt, dann b, =b+,1 Yv dann 


b,=b,— nr u. Ss. w. setzt, vom zweiten Näherungswerthe an die gefun- 
1 

dene Üorreetion stets abziehend. In seinem Beispiele Y20 wire demnach 

4=b,20—16=4=r,4+$=43 =b,201-20=4=r, 4 =4T 
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Clavius gegen Ende des Jahrhunderts (1584) erläutert die beiden 
zuletzt vorgeführten Arten der Annäherung zugleich mit der ausdrücklichen 
/ufügung, dass die erstere stets einen Werth ergebe, welcher kleiner und 
die andere stets einen solchen, der grösser ist als der wahre Werth, dass 
übrigens beide Regeln genäherte Werthe zu finden schon frühe geometrisch 
erwiesen worden seien, von dem Alexandriner Theon (zum 1. Buch des 
Almagest) und später von Commandino (zu des Archimedes’ Kreismessung). 

Auf den Almagest und damit auf Ptolemäus als ersten Benützer 
unserer in Rede stehenden Annäherungsmethode weist uns auch Stifel 
hin. Denn nachdem er in seiner Arithmetica integra (Fol. 209) 103 als 
_ Wurzel aus 10800 und dabei 191 als Rest gefunden, multiplieirt er diesen 
Rest behufs Verwandlung in Minuten mit 60 und dividirt das Product 
11460 durch 206, d. h. durch das Doppelte der gefundenen Wurzel; der 
Quotient wird so=55 und der Rest=130’. Nun zieht er (55)? (2)? 
-=3025” ab von den gebliebenen 130’—= 7800” und dividirt den bleibenden 
Rest 4775” wieder durch 206, woraus sich 23” ergeben. Das Gesammt- 
resultat = 103° 55° 23” finde sich im Almagest des Ptolemäus angegeben, 
jedoch ohne die Art der Ausrechnung, so dass Stifel als „Regula resolu- 
tionis numerorum irrationalium in numeros rationales, qua Ptolemaeum usum 
fuwisse widemus‘‘ geradezu die folgende aufstellt: „Zxtrahe radices .... et 
residuum multiplica per 60 productumque diuide per duplum radieis inwentae, 
ita tamen ut post diwisionem subtrahas quotientem a residuo remanente‘“. 

c) Eine dritte Methode, für die Quadratwurzel aus einer nicht quadra- 
tischen Zahl einen Näherungswerth zu finden, besteht im Wesentlichen 
in der Anwendung der Decimalbrüche. Sie wird, wie Uantor*® sagt, ge- 
wöhnlich Stevin (1585) zugeschrieben; Cantor selbst aber wollte früher 
dieselbe als eine Entdeckung des Cardanus betrachtet wissen, welcher. sie 
auch „ausdrücklich als seine Erfindung in Anspruch nehme“. Nun wäre 
es wohl möglich, dass Cardanus die Methode selbst ebenfalls aufgefunden 
_ habe, es ist dies aber aus noch anzuführenden Gründen höchst unwahr- 
scheinlich; jedenfalls aber ist in den Worten des Cardanus** von einem 
Beanspruchen der Erfindung Nichts zu entdecken. Hören wir zunächst, 
worin diese geistreiche Methode besteht. 

„Man füge der Zahl, aus welcher die Wurzel gezogen werden soll, 
sovielmal 00 zu, eine wievielmal angenähertere Genauigkeit man erreichen 
will. So wenn man 00 zufügt, erhält man eine Genauigkeit bis zu 7';; 
wenn man 0000 zufügt, so erhält man eine Genauigkeit bis zu 145; fügt 
man 000000 zu, so erhält man eine Genauigkeit bis zu log... und so 


* Zeitschrift für Math. und Physik II (1857), p. 373, 
"Fr ‚modus . . . quo ego utor“, 
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stets in der Hälfte der zugefügten Nullen“. Dies ist der Wortlaut der 
Vorschrift bei Cardanus (opp. IV, 31): soll also z. B. yı7 auf Zehn- 
tausentel genau ausgezogen werden, so füge man 8 Nullen an 17 und 
findet sich dann Y 1700000000 — 41231, so hat man nun rechts vier Stellen 
wegzuschneiden (‚aufer 4. litteras a dextra“) und findet A, als Wurzel. 

Dass diese den Gebrauch der Decimalbrüche vor deren Erfindung 
vorausnehmende Methode lange vor dem 16. Jahrhundert entstanden, ist 
daraus ersichtlich, dass sie sich — und hierauf hat später Cantor selbst 
zuerst aufmerksam gemacht® — schon in der dem 12. Jahrhundert an- 
gehörigen Arithmetik des Johannes von Sevilla (Hispalensis) findet. In 


gleicher Weise wie bei Cardanus wird sie gelehrt in einem hebräisch 


geschriebenen Werke „in libro "200 quem olim aedidit Rabbi Elia qui 
cognominatur Orientalis“ und welches i. J. 1546 durch Seb. Münster und 
Schreckenfuchs im Urtext und in lateinischer Uebersetzung herausgegeben 
wurde (8. 204); dass der erhaltene Zahlwerth nicht in gewöhnlichem 
Bruche stehen bleibt, sondern schliesslich in Graden, Minuten... der 
60theiligen Brüche dargestellt wird, ändert an der Methode selbst Nichts. — 
Dass die Methode grössere Verbreitung hatte, als man gewöhnlich an- 
nimmt, dass es also auch wenig wahrscheinlich ist, dass Cardanus der 
Erfinder derselben sei, geht auch daraus hervor, dass sie schon von Sanchez 
(1495) wie später von Gemma Frisius (1540) angewendet wird und dass 
sie*® in einem nachgelassenen Werke des um 1550 gestorbenen Engländers 
Buckley in folgenden Versen dargestellt ist: 

Quadrato numero senas praefigito ciphras 

Produeti quadrı radix per mille secetur. 


Integra dat Quotiens, et pars ita recta manebit 
Radicei ut verae, ne pars millesima desit. 


Aber auch in Deutschland tritt sie, obwohl von Widman nicht erwähnt, 
schon in einer früheren Zeit auf, als Drobisch z. B. anzunehmen scheint ***, 
welcher deren Vorkommen zuerst in dem grösseren Buche des Adam Riese 
(1550) nachweist. Es ist ihm, dem genauen Forscher, entgangen, dass 
in Chr. Rudolff’s Coss schon (1525), freilich gelegentlich in dem den 
„Algorithmus de surdis quadratorum“ lehrenden Capitel, jene Annäherungs- 
methode sich angewandt findet und zwar genau bis auf „tausentteil“. Um 
so auffallender ist es, dass Stifel sich derselben nicht bedient hat. 

Aber auch in dem gewöhnlichen Rechenbuche von Adam Riese, in 
dem von Helm bearbeiteten Abschnitte „der ware Process vnd kürzist weg 


* Mathem. Beiträge zum Culturleben der Völker. Halle 1863. 8. 275. 
** Nach Kästner’s Bericht in dessen Gesch. der Mathematik I, 48. 
IA. OLD. 20: 


te 


Visier vnd Wechselrüten zu machen“ (1533), auch bei Menher findet sich 
eine Tabula radicum quadratorum von der folgenden Form: 


1 Pu TUUU | 7 645 | 13 606 
2 414 8 828 14 741 
3. 732 aan 9.1000 15 873 

2 4 1000 10 162 4 16 1000 
5b 234 11 316 BR 1279 
6 449 12 464 


Die hierin zusammengestellten Quadratwurzeln der 240 ersten ganzen 
Zahlen sind offenbar Deeimalbruchwerthe, deren Auffindung ganz in der 
gekennzeichneten Weise gelehrt wird. 

Interessant ist noch die Beobachtung, dass Ramus, welcher schon 
in seinen drei Büchern Arithmetik (1555) das Anhängen von Nullen ver- 
werthet und in seiner Geometrie (1569) darauf, als auf den „modus per 
dati numeri non quadrati reductionem ad partes maioris alicwius nomimis‘“, 
zurückkommt, nun noch diese Methode mit der zweiten, deren Benützung 
durch Ramus ich schon anführte, in Verbindung bringt: so setzt er 

—Ü79009000 und findet als Wurzel des Zählers = 2645 mit 3975 als 
Rest, so dass, von dem letzteren abgesehen, Y7 = 4443 = 28,45, wird, d.h. 
mehr als das nach der früheren Methode allein gefundene Resultat 22 —= 2: 


39. Wie bei dem Ausziehen der 





Quadratwurzel, so ist auch beim 3 
Berechnen der Cubikwurzel aus < 306932 4 d 
ganzen Zahlen das Wesen der an- 94818816 (5 6 
sewandten Methoden stets dasselbe, auf 3a= 12 AB 
der Identität ya +3a2b+3ab?+ 5 r Er Br N 
—=4-+ b beruhende; die Art der Durch- 3Bab= 60 
führung im Einzelnen aber und die 540. 
äussere Anordnung der dabei ver- ist» & 
wendeten Hülfszahlen ist noch ungleich ? a?b+3«a v == 2700 
manchfaltiger. Auch hier scheint es b’ ul23, 
mir von Interesse, die wichtigsten a 15 
Darstellungen vor Augen zu führen. 19 

Ich lasse wieder dem Altmeister 3A= 135 
Peurbach den Vortritt, und ich (A+B)= ee IE 
werde bei Mittheilung seiner Anweisung, 61560 
obwohl sich dieselbe nicht von einem RR RR 
Beispiele begleitet zeigt, doch ein 34A’B+ he Gr 6 


solches zufügen und werde gleichzeitig, 
die Buchstaben a und 5b der obigen 


a he 


Formel verwerthend, auch die Bedeutung der einzelnen zur Benützung 


kommenden Zahlen andeuten. 


Peurbach theilt die gegebene Zahl durch übergesetzte Punkte in 
Gruppen von je 3 Ziffern ab und bestimmte die höchste Wurzel der ersten 
(digitus=4) und sucht den Rest (30). Dann schreibt er das Dreifache 
des gefundenen Digitus unter die dritte Ziffer rechts von der Stelle, wo 
man den Digitus fand (2 von 12 unter 1). Nun handelt es sich um die 
Auffindung des zweiten Digitus, was nur durch Probiren® geschehen kann 
(„librando inuestigabis“). Ist _er bestimmt (hier=5), so schreibt man ihn 
und den vorigen unter das vorhin berechnete Dreifache, multiplieirt jeden 
mit dem letzteren und addirt die Produkte unter Beachtung der richtigen 
Stellung, multiplieirt dann die Summe mit dem zweiten Digitus allen und 
fügt noch den um eine Stelle nach rechts gerückten Cubus des letzteren. 
zu, worauf das Abziehen von der früher tibrig gebliebenen Zahl (30818) 
stattfindet. Zur Auffindung des nächsten Digitus schreibt man das Drei- 
fache des eben gefundenen unter die nach rechts nächstfolgende dritte 
Stelle (5 von 15 unter 1) und verschiebt das vorher benützte Dreifache 
(=12) um 2 Stellen: die Summe beider (135) lässt den nächsten Digitus 
(=6=B) finden. Das Produkt aus diesem sammt den vorigen (A+ B=456) 
in das Dreifache (3A=135) wird gebildet und mit dem letzten Digitus 
multiplieirt, das Ergebniss subtrahirt und vom bleibenden Reste noch der 
Cubus des letzten Digitus subtrahirt. In ähnlicher Weise wird fortgefahren: 
„nec cessandum est a talis digiti inuentione, descriptione eius una cum alüs 
digitis in triplata, et deinde ipsius solius in productum et post in se cubice 
ductione et producti ultimati a suprapositis detractione et triplatione, et tripla- 
torum per duas differentias anterioratione“. 


Mit Peurbachs’s Art der Durchrechnung stimmen seine Nachfolger 
im Wesentlichen überein; doch werde ich deren Verfahren unter steter 
Benützung desselben Beispieles hier vor Augen führen, dabei aber i. A. 
den begleitenden Text weglassen. Ich bemerke nur noch, dass die zur 
Verdeutlichung des Ganges der Rechnung verwendeten Buchstaben sich 
nirgends finden, den einzigen Apian ausgenommen. 


* Peurbach gesteht, das die ganze Schwierigkeit in der Auffindung des 
Digitus liege und er empfiehlt folgendes Probiren. Ist das Dreifache (oben 3@ = 12) 
19  &ngeschrieben, so setze man unter dessen Einer einen Punkt und links davon 
4. den vorher gefundenen Digitus, multiplieire mit demselben (vgl. neben) und 
48 sehe nun zu, wie oft das Produkt (48=3a?) in der über dem Dreifachen 
entsprechend stehenden Zahl (oben = 308) enthalten ist: der Quotient ist höchst 
wahrscheinlich der gesuchte Digitus. 


La Roche (1520). 
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Chr. Rudolf: (1525) 
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ee er 
3 369 3 
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DB: 2216 
3693816 
Apianus (1532). Gardanus (1539).** 
3 
3 B 48 Pre: 
80693 abc 308932 45 45 
Be (456 THE1EEL6 2025 4860 
aan 4 5+6 3 
b Me SR | | | 4833390 6075 
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* Ohr. Rudolff bemerkt 


zu I: „Itzgemelter weg wil etlichen gar zu müsam 


sein | in dem das sie ein new figur on grosse erbeit nit wissen zu suchen: wiewol 


es gar ein schlecht® griff hat: 


** Cardanus bildet 3a? 
308 bleibt 68; dann b?=25, 


den selbe gib ich dise operation wie nachuolgt“* (= 11). 


—48, dividirt in 308, geht 5 mal; 5.48 =240, von 


3b?— 75, 3b?a = 300, subtrahirt von 681 bleibt 381; 


ET RR 


Gemma Frisius (1540). Stifel (1544). 
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342= 6075 125 
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216 3A= 135 
BAR... 16073 
Bi = 36 
342B= 36450 
34 B?=- 4860 
Be Para 
3693816 


4? 125, subtrahirt bleibt 3693816; A?= 2025, 34A?= 6075, in 36938 geht 6 mal, 
6.6075 gebildet und sofort subtrahirt, dann B?=36, 3B?= 108; 3B?. A = 4860; 
subtrahirt von 4881 bleibt 21; nun B?=216, von 216, geht auf. (Nur die hier 
fett gedruckten Zahlen schreibt Cardanus wirklich auf!) 

* Ramus bildet 3«, dann 3«4?=48, dividirt damit in 306, geht 5 mal, mul- 
tiplicirt und subtrahirt, bleibt 66; er bildet nun 5?= 25, multiplieirt mit 3a =12 
und subtrahirt während des Multiplicirens, bleibt =3318; er subtrahirt dann noch 
b’=125, bleibt = 3693. Ebenso zum zweiten Male, 


75 


—— 


Menher (1565). 
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Ist die Zahl, zu welcher die CGubikwurzel gefunden werden soll, nicht 
selbst eine Cubikzahl, so ist die Cubikwurzel nicht genau, sondern nur 
mehr oder weniger angenäühert angebbar, eine 'Thatsache, deren in den 
Schriften des 16. Jahrhunderts meist ausdrücklich Erwähnung geschieht. 

La Roche lässt sich nur i. A. darüber dass die Cubikwurzeln 
„se peunent sercher par la forme et mamiere que lon quiert les racines quarrees 


aus, 


imparfaictes“, fügt aber sogleich bei „que ce nest que temps perdu et labeur 


* Stevin sagt von seiner Methode I: „Laquelle nous avons seulement deseript, 
pour demonstrer par icelle, la generale methode des extractions de toutes racınes“ 
— und von seiner Methode Il: „autre maniere d’operation @ sgavoir comme nous 
Pusens en la practique et « mon advis plus facile que n’est la precedante,“ 


M 


EB 
sams vlilite ne aulcune necessite‘“ (Fol. 34”) und gibt dem entsprechend 
auch keine Vorschrift im Einzelnen. Sonst wird die Annäherung meist in 
„weifacher Weise erlangt: entweder durch Verwandeln der gegebenen 
Zahl in Tausendtel oder in Milliontel u. s. w., d. h. durch Anhängen von 
beliebig vielen Gruppen von je drei Nullen (Cardanus, Gemma, Ramus) 
oder durch Berechnung einer Ergänzung unter Benützen des nach Aus- 
ziehung der ganzzahligen Wurzel gebliebenen Reste. Und wenn V a+r 
verlangt ist, so verfährt zunächst Cardanus, der angenäherten 
Quadratwurzelausziehung entsprechend, so, dass er als erste Annäherung 


V trat setzt, letzteren Werth cubirt und den Ueberschuss über 
a” 


(a? +r) wieder durch 3a? dividirt; ist das Erhaltene = so subtrahirt 


% 
er letzteres von der ersten Annäherung und benützt (+) als 


zweiten Annäherungswerth u. s. w. | 

In seinem Beispiele V 11, wo 2 ganzzahliger Bestandtheil der Wurzel 
und 3 der Rest, ist demnach die erste Näherung=27,—=24; da nun 
(24)? = 1123, so ist weiter 32 =r,, somit findet sich durch Subtraktion 
des Bruches 755 von 24 die zweite Näherung = 2444. 

Scheubel aber bestimmt die Denomination des Restes so ‚ dass er 
die gefundene ganze Zahl sowohl selbst als auch in ihrem Quadrate ver- 
dreifacht und zur Summe beider noch 1 zuzählt; in gleicher Weise verfährt 
Ramus (1569), welcher zugleich die Begründung gibt durch Hinweis auf 
den Zuwachs des Würfels, wenn dessen Kante von a auf (a+1) anwächst. 


Beide setzen also Ya +tr=a+ ED: V 17616 —=V 17576 +40 


a 
40 

4 SENT ARURAT 

res 301 rien. 

40. Dass sich auch gewisse Wurzeln höheren als zweiten oder dritten 
hanges mit Hülfe eben dieser ausrechnen lassen, ist schon früh beachtet 
worden, und oft genug finden sich, meist zur Uebung im Quadrat- und 
Cubikwurzelausziehen, Beispiele, bei welchen die 6., 8, .... Wurzel zu 
finden ist. Wie aber etwa die 5., 7.,... Wurzel, also solche, deren 
Wurzelexponent, wie wir heute sagen, nicht nur aus 2 und 3 als Factoren 
zusammengesetzt ist, wie solche auszuziehen seien, habe ich vor Stifel’s 
Zeit nur ein einziges Mal, bei Apian, gefunden, 

Denn La Roche sagt zwar: „Toutes les aultres raeines qui nont nulle 
familiarite aux racines secodes tierces quartes ou sextes comme sont les racines 
quintes septiesmes vnziesmes treziesmes etc. sabbreuient immediatement em 
nombre quant abbreuier se peunent“ —- er verschweigt aber vollständig, 
wie dieses abbreuier (= Ausrechnen) durchzuführen sei, Pr 


Re 


In Apians Rechenbuch aber findet sich eine Reihe von Beispielen, 
an welchen die Art gezeigt ist, wie unmittelbares Ausziehen bis zur achten 
Wurzel statthaben könne; eine Erklärung hat Apian leider nicht beigefüst, 
sondern auf sein später herauszugebendes „ÜUentilogquium‘ verwiesen, das 
aber wohl nicht veröffentlicht wurde (vgl. Art. 10). 

Eine Wirkung werden wir aber wohl den Apianschen Bemühungen 
zuschreiben dürfen: dass nämlich Stifel sich durch dieselben angeregt 
fand (Ar. int. Fol. 102"), das Gesetz für das einzuschlagende Verfahren 
aufzuspüren, Stifel, der übrigens durch seine vielfachen Beschäftigungen 
mit den Zahlenreihen (vgl. z. B. Art. 35) ohnedem schon auf gutem Wege 
sich befand. Und so können wir es immerhin Stifel zum Verdienste an- 
rechnen, wie er es auch ausdrücklich als seine Erfindung in Anspruch 
nimmt, das gewöhnliche Verfahren des Wurzelausziehens auch auf die vor- 
hin genannten anderen Fälle ausgedehnt zu haben; dass er hierdurch 
zugleich der Vorläufer auf dem Wege zur Erfindung des Binomialsatzes 
seworden, werden wir sogleich bemerken. 

Stifel gibt nämlich die folgende Tabelle „derjenigen Zahlen, welche 


in besonderer Weise zu jeder Art von Wurzelausziehungen gehören“. Er 
gibt auch die Vorschrift dieselben zu | | 
finden: die erste Reihe enthält die a 
natürlichen Zahlen, die zweite beginnt 3| 5 
mit der dritten und bildet die folgen- # 6| 
den durch jedesmalige Addition der ?,10| 10 
Dr, 6115| 20 
bezüglich in der ersten Reihe nebenan „91 | 35| 55 
stehenden, die dritte heihe beginnt 8398| 56| 70! 
wieder mit und neben der dritten 9 36 84 126. 126 
Zahl der zweiten Reihe und bildet die 1045120210) 2852| 
N a gleicher Weise u. s. f. Da & 52 ne 3 0 
Zu irgend. welcher Wurzelaus- (9 78 \o86|715 1287 | 1716 | 1716 





zıehung werden nun die Zahlen der | | 
betreffenden Querreihe herausgeschrieben, dann alle mit Ausnahme der 
letzten rückwärtsschreitend wiederholt, dann jeder dieser Zahlen eine Null 
und ausserdem noch so viele Nullen angehängt als ihr Zahlen nachfolgen, 
so dass zur Ausziehung der 7. Wurzel (‚„radieis bsursolidae“) z. B. die fol- 
senden Zahlen zu benützen sind: 
7000000 2100000 350000 35000 2100 70 
Die Benützung selbst geschieht in der oben beim Cubikwurzelausziehen 

an den Zahlen 300 und 30 gezeigten Weise und Stifel bestimmt so in 
der That auch noch die 8. Wurzel aus einer 17stelligen Zahl. 

Dass Stifels Vorgehen Anerkennung und Nachahmung gefunden, be: 
weisen die Schriften des 17. Jahrhunderts deutlich genug; aber auch noch 


zu seimen Lebzeiten breitete sich seine Methode aus und wurde in weiten 
Kreisen bekannt gemacht, wie man z. B. aus Menher's Werk ersieht (vgl. 
oben dessen Methode der Cubikwurzelausziehung!); und auch Stevin nennt 
zwar gelegentlich des Wurzelausziehens Stifels Namen nicht, aber wie 
schon sein vorhin mitgetheiltes Verfahren beweist, folgt er beim Berechnen 
der 2. und 3., aber auch bei den höheren Wurzeln (bis zur 8. durch Bei- 
spiele belegt!) seinem berühmten Vorgänger; dass er dessen Werke gekannt, 
geht unzweifelhaft daraus hervor, dass er (8. 721) dieselben denen, welche 
sich weiter unterrichten wollen, zum Studium anempfiehlt. 

41. Bruchrechnen. — Wihrend wir heute beim Lehren des Geschäfts- 
rechnens den Schluss von der Vielheit auf die Einheit zur Anwendung 
bringen und hierdurch auf die Benützung der Brüche geführt werden, 
wurden früher auch beim Unterrichte, wie wir sehen werden, die heute 
sogenannten Zweisatzrechnungen nach Anleitung einer Reihe von Vorschriften 
in Multiplikationen und Divisionen von ganzen Zahlen umgewandelt, so 
dass wohl die Lehre von den Brüchen erst nachfolgen konnte, wie dies 
die Bücher von Riese, Böschensteyn, Gemma u. a. wirklich zeigen. Gewöhn- 
licher aber geschah es doch, der Regel de tri die Bruchlehre vorangehen zu lassen. 

Hierbei unterschied man gemeine Brüche (numeri rotti, nombres rouptz, 
fractiones oder minutiae vulgares seu mercatoriae), „welche die Kaufflewt 
brauchen in kauffen vnnd verkauffen“, und Sexagesimalbrüche (fractiones 
astronomicae), „die minutie phisice | welch die Astronomi vnd die natür- 
lichen meister brauchen“. 

Die ersteren, von welchen allein hier die Rede sein soll, werden häufie 
genug nicht ihrer Entstehung nach betrachtet, sondern meist wird rein 
äusserlich sofort Zähler und Nenner unterschieden und die Benützung des 
„strichleins‘“ dazwischen hervorgehoben. Die Werthbeziehung zum Ganzen, 
je nachdem der Zähler gleich, grösser oder kleiner als der Nenner, wird, 
dem ganzen Charakter des Rechnens der damaligen Zeit entsprechend, nur 
einfach mitgetheilt, oft vorher noch als besonders wichtig für das prak- 
tische Leben das Verfahren, um zu finden, „was odder wie viel ein jeglicher 
bruch inn sich beschleust‘“, d. h. die Ermittelung des Maass-, Gewichts- 
oder Münzwerthes eines Bruches in niedrigeren Sorten, z. B. nach den Versen: 

„Soluir den zeeler in sein werdt | 
„Iheyl ab mit dem nenner geferd | 


„Wirst auss dem quotient bericht 
„Des bruchs inhalt | vn trogen nicht “. 


Da ferner „ein yeglicher bruch verstentlicher vnter einer kleinen 
satzung | denn vnter einer grösseren“ (Stifel), so findet sich auch allgemein 
das Abkürzen der Brüche benützt, zuweilen so, dass die Gleichheit z. B. 
von 4% und 3 nur gelegentlich behauptet, der: Regel nach so, dass als 


Vorschrift mitgetheilt wird „Das selbig zu tun | magstu brauchen das, teylen 
beyde dess Zelers vnd des Nenners | durch ein einige zal“, seltener so, dass 
an Maassen oder Münzen das Wesen der Sache anschaulich gemacht wird, 
etwa wie bei Köbel, welcher die „Form der Elen“ abbildet und zufügt: 
„So nym vor dich ein Elemess | do mit mann tuch ussmysst | und teile 
das selbig Elemess inn 16 geleicher teile | vnd teile alsdann die Ele auch 
inn fier geleicher fierteile | dem nach mach ein punkte vff das 12 teile 
des Elemess | so wirstu sehen | das | dass selbig 12 teil das vff dez Elemess 
gezeichet auch gerad drey fierteil eyner elen ist | dar zu sein die selbe 
dri fierteil zwölff sechzehen teil einer Elen | die mann also schreibt 42“, 

Eine eigentliche Erklärung der Werthgleichheit aber trotz vorge- 
nommener Formveränderung haben nur ganz wenige Schriftsteller gegeben; 
so z. B. Ulavius, dessen Darstellung der Lehre von den Brüchen überhaupt 
za dem Besten gehört, was in der damaligen Zeit auf dem Gebiete der 
elementaren Arithmetik geschrieben wurde. 

Wie aber das Abkürzen durchzuführen, zeigt uns am ausführlichsten 
Lucas, indem er vier Wege zum Ziel zu gelangen beschreibt: 1) Probiren 
der Reihe nach, ob Zähler und Nenner durch 2, 3, (4), 5, (6), T,... 
dividirt werden können; 2) Aufsuchen der beiden Zahlen des Bruches in 
eigens zu diesem Zwecke angelegten (Factoren-) Tabellen; 3) die von 
Boetius gelehrte Methode, bei unächten Brüchen wiederholt den Zähler 
vom Nenner, bezw. vom bleibenden Reste abzuziehen, bis der Rest kleiner 
geworden als der Zähler, dann den Rest vom Zähler abzuziehen u. s. f.; 
4) die aus Euklid (VII, 1. 2. 39.) abzuleitende und mit unserer heutigen 
stete Division benützenden übereinstimmenden Methode, welche „weniger 
Arbeit mache, kürzer und sicherer sei‘ als alle anderen. Dass die folgende 
Zeit meist bei der ersten dieser Arten sich befriediste, geht aus dem 
Vorangehenden hervor. 

Im Vergleiche zum Abkürzen gewöhnlich mit etwas mehr Aufwand 
an Worten und Beispielen wird das Gleichnamigmachen von Brüchen mit 
verschiedenen Nennern gelehrt, jedoch auch bei besseren Schriftstellern 
kaum anders als bei Köbel: „Mere den tzeler des ersten pruchs | durch 
den nenner des andern bruchs | vnd was darauss kompt | dz halt an stat 
des ersten zelers | Dem nach mere den Zeler des and’n bruchs | durch den 
Nenner des ersten bruchs | vnd wz darauss wirt das halt an statt des 
andern zelers | Darnach mere eine nenner durch den andern | vnd was vss 
demselben mere kombt | das ist der gemein nenner yglichs zelers | so setze 
dann den selbe nenner vnder ygliche zeler so ist es recht gemacht“. 
Falls aber mehrere ungleiche Brüche zu addiren sind, so ist die Ansicht 
fast Aller, „dass man zuerst die zwei ersten erledigt und dann mit dem Produkte 
und dem dritten Bruche in gleicher Weise verführt und so fort bis zu 


Ende“. — Selten (z. B. von Gemma) wird darauf Rücksicht genommen 
dass möglicher Weise nicht das Produkt der Nenner, sondern eine kleinere, 
Zahl den neuen Nenner abgeben könne; gar ein Verfahren, das kleinste 
semeinsame Vielfache aller Nenner (minimum numerum ab omnibus deno- 
minatoribus numeratum) aufzusuchen, habe ich — ausser bei Scheubel 
(1549) und Clavius — nirgends entdecken können, so dass Reisch z. B. 
auch die folgende einfache (bei ihm freilich nicht in Zeichen, sondern durch 
Worte gegebene) Aufgabe (4+$)—(23+4) löst, indem er sie allmählig 
überführt n (+42) - St )=3- = 14-43 = Wr, welches 
esultat dann unabgekürzt stehen bleibt. 

Dagegen wird hierbei gewöhnlich die Frage erledigt, welcher von 
wei Brüchen den grösseren Werth habe und meist erledigt nach der 
Vorschrift: „Multiplicir einen Zeler mit des andern Nenner | so hastu einen 
newen Zeler | welcher Zeler der gröst ist | derselbig bruch ist auch der 
gröst“; nur Apian hat ausser dieser Vorschrift noch eine andere: „setz 
für yeglichen Zeler einen nulla | theyl yeglich in (=durch) seinen Nenner | 
der gröst quotient zeyget an den grösten bruch | also 3 vnnd #: 


or 


2 
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42. Dem ersten Theil der Bruchlehre entsprechend werden auch die 
Grundrechnungsarten mit Brüchen meist 'handwerksmässig und wie mit 
möglichster Eile abgethan. So schickt Apian die dem nachfolgenden Schema 





beigegebenen Worte voraus: „Item durch dise nachgesetzte Character 
magst du alle Speties der brüch leichtlich lerne vnd so du sie mit fleiss 
merkest | magst du die species schwerlich vergessen“. Die Anweisungen 
im Einzelnen reduciren sich dann auf wenige Worte, so beim Addiren 
„Multiplieir durchs Creutz Addir“, ähnlich bei der Subtraktion und Mul- 
tiplikation. Eigenthümlich ist das Verfahren des Ramus, das Produkt 
„weier Brüche abzuleiten, bezw. das Verfahren zu erklären. Er fasst, dem 
natürlichen Gange entsprechend, $.3 -auf als die Aufgabe, 3 Viertheile 
von $ zu nehmen und behandelt sie im Anschlusse an die Regel de tri: 
es sei die Aufsuchung des vierten Gliedes, wenn 1 als erstes zugefügt 


werde, und wie 1 zu 3 so verhalte sich 2 zu 6, ebenso wie 1 zu 4 so 


ER 


. % 


verhalte sich 3 zu 12, daher erscheine 75 als Resultat. — Die Division 
kam gewöhnlich darauf hinaus, die Brüche gleichnamig zu machen und 
dann die Zähler zu theilen; manchmal findet sich dies auch mit ähnlichen 
Worten ausgedrückt; Apian aber schreibt vor „Setz den theyler zu der 
rechten handt | vnnd multiplieir durchs Creutz | setz die produet nach an- 
zeygung des Characters“. Wenn ich nun noch zufüge, dass nur Stifel — 
auch Stevin (1584) noch nicht — vom Umkehren des Theilers mit nach- 
folgender Multiplikation spricht und sich etwas hierauf zu gute thut, 
endlich dass man alle Zusammenstellungen von Ganzen, gebrochenen und 
gemischten Zahlen als getrennte Fälle bei den BRechnungsarten behandelt 
und dabei jeder ganzen Zahl 1 als Nenner beifügt, so habe ich in der 
That Alles angegeben, was in den Bereich der als solche abgehandelten 
Bruchlehre gehört; höchstens dass ich noch wenige Worte sage über die 
sog. „Brüche von Brüchen“. 


Wie heutzutage noch „ein halb Viertel“ die stehende Bezeichnung 
für 4 ist, so hat man früher ebenfalls und allgemeiner Bruchtheile von 
Brüchen betrachtet und, wenn auch nur, in beschränkter Weise, bei dem 
Rechnen verwendet. Eigenthümlich ist die verschiedenartige Bezeichnung, 
welche von Verschiedenen dafür angewandt wird. So schreibt Peurbach 
% eines Sechstels in folgender Weise: #!, d. h. „so dass der Hauptbruch, 


der wieder getheilt ist an die letzte Stelle kommt, jedoch ohne einen Bruch- 
strich“. Apianus aber sagt: „So schreib ich das also 2 von 4 oder also 
Cr und in gleicher Weise auch Micyllus. Dagegen schreibt Stifel die 
Theile des ursprünglichen Bruches rechts erhöht von demselben und bezeugt 
ausdrücklich in seiner Ausgabe von Rudolff’s Coss, „das ich erstlich aus 


Margarita Philosophica gelernet" hab solliche brüch also zu schreiben 
243 fl. Das ist ein dritteyl eines vierteyls zweyer fünffteyl von einem 


floren facit „1, fl.“, während ich wenigstens in der 2. Ausgabe der Marg. 
phil. (1504) eine mit der des Apian übereinstimmende Darstellung finde; 
Regius aber schreibt wie im Mittelalter die sämmtlichen Zähler und 
Nenner je in eine Reihe auf, bezw. unter denselben Bruchstrich. 


Dass aber „mit solchen Brüchen nichts anzufangen sei, ausser wenn 
sie auf einfache Brüche zurückgeführt sind“, sagt uns wörtlich schon 
Peurbach, und so findet sich bei ihm wie bei Allen die Regel, dass man 
das Produkt sämmtlicher Zähler durch das sämmtlicher Nenner zu thei- 
len habe. 

Es ist aber nicht ausser Acht zu lassen, dass verschieden von den 
eben betrachteten Brüchen von Brüchen unter derselben Bezeichnung 
zuweilen auch noch anders zu deutende Bruchverbindungen auftreten. 
Wiederum entsprechend der heute noch oft zu hörenden kedeweise 
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a 13 | ala jean, 
„anderthalb Viertel“, was wir durch a darzustellen hätten, finden sich in 


den Büchern des 16. Jahrhunderts Zusammenstellungen wie 22 jedoch in 
dem ‚Sinne, dass zwei und drei Fünftel Dritttheile zu nehmen seien. Das 
Verwandeln in einen einzigen Bruch, bei Cardanus z. B. infilzatio seu. insitio, 
also Eng genannt, geschieht nun nach leicht anzugebender Regel, 
so dass 334 durch die Umwandlungsstufe 43,3 hindurch den Schlusswerth 
Is bh Dass hier vorliegt, was man in neuerer Zeit „aufsteigende 
Kettenbrüche“ genannt hat, bedarf nur der, Erwähnung. — In anderer 
Art fasst Clavius die „insitio“ von Brüchen auf. Benützen wir wieder das 


3 


23 
?_ sondern es 





vorige Beispiel, so ist ihm #.% (wie er schreibt) nicht = 


ist ihm ein Zeichen, für zweierlei: entweder kann jene Zusammenstellung 
bedeuten „zwei Drittel eines Fünftels addirt zu 2“ oder „zwei Drittel von 
drei Fünfteln addirt zu * im ersteren Falle ist nach unserer heutigen 
Bezeichnung der Werth=3.1+3=1l, im zweiten=2.# —=42, Wie 
für zwei Brüche, so fügt Clavins auch die Regel bei, wie Be. Brüche 


aufzureihen sind. Dieselbe, weitläufig auszusprechen, lässt sich leicht 


GALT 
ablesen, wenn wir Buchstaben verwenden: ——— würde nach der ersten 


b.y.5 
b I | 
Art = ei z En uf ‚ nach ‚der zweiten aber = | ne. BRrE gefunden, 
: s 
während die gleiche Zusammenstellung bei en bedeutet = (ay+ta)str want ” 


— Auf seine erste Art kommt Clavius gelegentlich ‘der Division ‚ge- 
mischter Zahlen durch ganze. Ausserdem nämlich, dass er 1002:8 aus- 
rechnet — ai = rn = 12 2 ‚ führt er auch die Division durch, wie 
folgt =100:8+2:8= 12 +4+2.4=12+23.1+4# und dies ist nach 
seiner Bezeichnung —=12 und ?.+. Seine zweite Art, die „insitio“ aufzu- 
fassen, findet Verwerthung bei den geometrischen Reihen. 





Wenn ich vorhin sagte, dass die Behandlung des Bruchrechnens meist, 
eine dürftige sei, so bezieht sich das auf die diesem Abschnitte gewidmeten 
besonderen Capitel der Bücher aus jener Zeit; in den dem praktischen 
Rechnen gewidmeten Theilen derselben hat man dann meist die Ergänzung 
zu jenen Capiteln zu suchen. So führe ich z. B. betreffs des Multiplieirens 
mit gemischten Zahlen zwei Beispiele aus Apian’s Buch an, indem ich in 
Bezug auf die dabei benützte Methode i. A. auf den unten folgenden 


* Dass bei der Wahl solcher Zahlbeispiele von zwei Brüchen, worın 
je der Nenner um 1 grösser ist als der Zähler, die Cardanische Art der Ein- 
fädelung und die erstere des Clavius dasselbe Resultat ergeben, ist leicht er- 
sichtlich, 


a 


Art 50 von der „Wälschen Praktik“ verweise. Es sei ‚erstens 453 mit 
12453 zu multiplieiren. 
453 12443 
en | 2 


45300 
9060 Npr/ 
1812 3 IS 16 
90 # Y +7 N 
45-3, 


Facit 56307, 
Zweitens werde „multiplicirt gantz vn gebrochen mit gantzen vnd 
gebrochen“, und zwar 13572 mit 24687. Man erhält: 
13572 2468 3 
2714000 
542800 


81420 
10856 


von 2468 705 4 





von 13572 678% 


ri 


2 
1 
4/von 452% 
33509125 

43. Es ist hier der Ort, der Decimalbrüche Erwähnung zu thun, auf 
welche ohnedem schon durch die in Art. 33 behandelte eigenthümliche 
Divisionsmethode Apian’s und durch das in Art. 38, c) besprochene viel- 
fach angewandte Verfahren der Wurzelausziehung unsere Aufmerksamkeit 
gelenkt wurde. Schon die Inder hängen bei Wurzelausziehungen, welche 
mit grösserer Genauigkeit vorgenommen werden sollen, eine Anzahl von 
Nullen an die zu radicirende Zahl und dividiren dann den erhaltenen 
Werth durch die entsprechende Potenz von 10, und auch bei Johannes 
Hispalensis,* einem spanischen Juden des 11. Jahrhunderts, findet sich 
das gleiche Verfahren. Weitere Ausnützung dieser Methode sucht man 
bis jetzt während der nächsten vier Jahrhunderte vergeblich. Erst gegen . 
Ende des 15. Jahrhunderts kommt man von Seiten der rechnenden Astro- 
nomie darauf, die alt überkommene Sexagesimaltheilung zu verlassen und 
an ihrer Stelle die decimale Theilung zu verwenden: theilweise geschah 
dies schon durch den auch von mir mehrfach genannten Peurbach, am 
meisten aber ‘verdankt das Decimalbruchrechnen dessen Schüler Regio- 
montan, der „kühner und consequenter als sein Lehrer‘ die Decimal- 
theilung in seine goniometrischen Tafeln aufnahm und so von grosser 


* Vgl. Trattati d’Aritmetica pubblicati da Baldassare Boncompagni: II. Joannis 
Hispalensis Liber Algorismi de pratica arismetrice. Roma 1857, S. 86—90. Hierauf 
hat Cantor zuerst aufmerksam gemacht:  s. dessen Math. Beiträge S. 275. 
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Bedeutung für die Ausbreitung derselben wurde (1475 und später). Wann 
und wo während der ersten Hälfte des 16. Jahrhunderts sich noch Anklänge 
an Deeimalbrüche finden, wurde oben (8. 70) besprochen. 

Aber stets ist hierbei ein klares Aussprechen des Grundsatzes, das 
Gesetz des Stellenwerthes von nun ab auch über die Einerstelle hinaus nach 
rechts gelten zu lassen, nicht aufzufinden, obwohl er, wie wir heute wohl 
sagen, nahe genug lag. Und merkwürdigerweise verging noch fast ein 
halbes Jahrhundert, bis die erste zusammenhängende Darstellung der Lehre 
von den Decimalbrüchen gegeben wurde: es ist der in der Geschichte der 
Physik wohlbekannte Simon Stevin, dem wir dieselbe verdanken. In 
einem den sonderbaren Titel „La Disme“ (= der Zehnte) tragenden 
Schriftehen von nur 10 Oectavblättern veröffentlichte er (1585) seine An- 
weisung „facilement expedier par nombres entiers sans rompuz tous comptes 
se rencontrans aux affaires des Hommes“. Er geht aus von der beim 
Anschreiben unserer Ziffernverbindungen bestehenden Gültigkeit „de la 
dixiesme ow disme progression“, d. h. von dem dabei benützten Ueberein- 
kommen, dass „jede Einheit der zehnte Theil der ihr links vorangehenden 
Einheit ist“, und wie wir heute jede hiernach angeschriebene ganze Zahl als 
„Einer“ bezeichnen, so nennt er sie „(Commencement“ und er gibt ihr () als 
Zeichen*, also z. B. 365(0). Indem er nun jeden zehnten Theil der Einheit 
des commencement als „Prime“, jeden zehnten Theil der Primeinheit als 
„Seconde“,..... und alle solche Zahlen als „„Nombres de Disme‘“ benennt, 


gibt er auch diesen Theilen bezw. die Zeichn DOG ...., so dass, 
was wir heute 8,9307 schreiben, bei Stevin sich darstellt in der Form 
EHIVIIOSDITO. 


Die Analogie dieser Benennung und Bezeichnung mit der der ganzen 
Zahlen, wie sie uns von den alten Indern berichtet wird, ist so auffallend, 
dass ein Hinweis darauf an diesem Platze wohl gestattet ist. Während 
wir nämlich von den sogenannten Stufenzahlen 1, 10, 100, 1000,... nur 
‚ die vier ersten, dann die 7., 10., 13., 19,.... mit besonderen Namen 
benennen, so hatten dagegen die Inder schon seit den ältesten. Zeiten für 
jede einzelne jener Stufen je einen besonderen Namen im Gebrauch, so 
dass sie 481556 z. B. als „6 und 5zig und 5 Sata und 1 Sahasra und 
8 Ajuta und 4 Prajuta‘“ aussprachen. In gleicher Weise gibt Stevin jeder 
der unter 1 herabreichenden Stufen 5, 145, - - ; ebenfalls besondere 
Namen und sogar Zeichen, und wie diese später verlassen wurden, da 
dann unter Zuhülfenahme des die Ganzen von den Bruchtheilen trennenden 
Kommas die Stelle selbst jeder Ziffer ihren Werth verlieh, so wird man 
hierin wohl auch eine höchst kräftige Unterstützung für die Richtigkeit 


* Die Zeichen von Stevin sind Ziffern mit umschliessenden vollständigen Kreisen. 





der von Wöpcke aufgestellten Ansicht erblicken müssen , wonach die indische Art 
des Aussprechens „geradezu auf das Prineip des Stellenwerthes führen musste“, 

Doch kehren wir zu Steyin zurück! Nach Aufstellung seiner Defini- 
tionen lehrt er, wie mit seinen Nombres de Disme die Grundrechnungs- 
arten durchzuführen seien: zu zeigen, wie die Rechnungen wirklich stets 
ohne eigentliche Anwendung der Brüche erledigt werden, ist dabei sein 
Hauptaugenmerk. Die Beweise für die Richtigkeit 
führt er durch nochmaliges Durchrechnen desselben 


Beispiels unter Benützung der Brüche. Um ein 3 @ 

Beispiel anzuführen, setze ich hier neben bei, wie 5 4@) 

sich bei ihm die Multiplikation der Zahlen ausnimmt, älter 

welche wir 0,000378 und 0,54 schreiben. — Für 1:8,,9.,0 

die Division gibt Stevin die Vorschrift: „On divisera 2. 0,,4..1:2 
VOM 


les nombres donnez (omettant leurs signes) selon la 
vulgaire mamiere de diviser par nombres entiers“, und zur Bestimmung der 
Natur des Quotienten „le dernier signe du diviseur soubstraira, dw dernier 
signe du nombre d diviser“. Wenn freilich, wie bei der Division von 
7® durch A®, die Zeichen des Divisors höher sind als die des Divi- 
denden, „l’on mettra joignant le nombre ü diviser autant des 0 quw’on veut 
ou autamt quw'il sera mestier‘ und man erhält das Neben- 

stehende. Falls aber 4() durch 3@. zu dividiren wäre, a 1750® 
so würde freilich 130 3G) 35@ der vollständige Quo- gy4% 

tient sein, jedoch genügt es „en. tel accident Von peut 

approcher si pres comme la chose le reqwiert, omettant le. residu“. Das 
Verfahren beim Wurzelausziehen: ist ähnlich. 

In solcher wohl noch etwas schwerfälligen Form hat Stevin zum 
ersten Male die Ausdehnung des Gesetzes vom Stellenwerth vorgetragen 
und hat die Anwendbarkeit davon auf die verschiedenen Rechnungen des 
praktischen Lebens durch Beispiele erläutert; was er gibt, nennt er selbst 
nicht etwa eine bewundernswerthe Erfindung, sondern eine so einfache 
Sache, dass sie gewissermassen nicht den Namen einer Erfindung verdient, 
sondern wie ein dummer Bauer rein zufällig einen grossen Schatz findet, 
ohne dabei irgend welches Wissen aufgeboten zu haben, so ist auch in 
unserm Falle ganz das Gleiche eingetreten“. 

Die weitere Entwickelung der Theorie und Praxis der Decimalbrüche 
gehört dem 17. Jahrhundert an, deren Darstellung würde also die Grenzen 
meiner Arbeit überschreiten. 

44. Regel de tri. — Die vorangehenden Abschnitte haben gezeigt, 
dass die während des 16. Jahrhunderts gegebenen Darstellungen der Rechen- 
operationen in weitaus den meisten Fällen eine Einsicht in das Wesen 
und die Gründe der Entwickelungen nicht vermittelten, ja nicht vermitteln 


SIR 

wollten; ein Abrichten mehr als ein Unterrichten war der Erfolg bei der 
Unterweisung im ‘Rechnen. Wenn schon bei den Grundrechnungsarten 
überall her das ‚Thu ihm also“ entgegentönt, so noch mehr bei den An- 
weisungen oder „Regeln“ zur Lösung der im gewöhnlichsten Geschäfts- 
und Verkehrsleben vorkommenden Aufgaben, am deutlichsten bei der viel- 
berühmten Regel de tri. Bei den Indern schon sich findend, spielt in der 
von uns betrachteten Zeit diese „vom Volke der Ungelehrten‘ „‚corrupte“ 
als Regula de tre oder tri, von Einigen aber unter Hervorhebung ihres 
besseren Lateins als Regula trium oder de tribus bezeichnete Vorschrift 
eine grosse Rolle und nimmt oft genug unter Vortritt vor der Bruchlehre 
die erste Stelle ein sogleich nach Erläuterung der Grundrechnüngsarten; 
sie werde gebraucht „gleycher weyss alss eyn hammer in eyner schmit 
zu vil hübschern dingen dan er an ym selbst ist“ lässt sich schon Wid- 
man vernehmen und sie sei „niemals genug gerühmt‘ sagt von ihr Gemma, 
und so wird sie selten mit bescheidenem Namen „der Kauffleut Regel“, 
bei Cardanus ‚clauis mercatorum“, seltener „bey den erfarne der kunst 
Mathematice Regula Proportionum“ genannt, am häufigsten ‘aber heisst 
sie „wegen ihres unendlichen Nutzens und vmb jrer subteyligkeit vnd 
artlicher kunst willen“ die gulden Regel (regula aurea, regle dorce), und im 
folgenden Jahrhundert noch erhebt sie ein Rechenmeister über die Algebra, 
während Stifel sich doch nur dahin äussert, dass „gar wunderbarlich wickeln 
vnd verknüpffen sich zusammen die Detri vnd die Coss also dass die Coss 
im grund auch wol möchte genennet werden die Detri... Vn steckt also die 
gantz Coss in der Regel Detri | widervmb steckt die Gantz Detri in der Coss...“ 

Und doch ist die ganze Leistung dieser Detri die höchst einfache, aus drei 
bekannten Zahlen eine unbekannte vierte zu finden, wie in dem Beispiele: 
3 @ Waare kosten 12 &., was kosten 5 &2? Von den drei hier vor- 
kommenden Zahlen ist „die erst die zale des dings oder der ware, die 
mann kauffen oder verkauffen will (mumerus emptionis vel emptae rei) die 
setz allweg gege der lincken hant | vff die erst stat | Vnd die tzale des 
gelds | das man vmb die ware geben wil od’ das ding cost (numerus 
pretü) | soltu vff die zweit stat gegen der rechten hant | dz ist in die 
mitte stellen | Vnnd die zale der frage (numerus questionis) vff die drit 
stat gegen der rechten hant schryben“, d. h. folgendermassen: 

3 12 is 

Und nun ist der stets wiederkehrende Wortlaut der Regel de tri 

genau entsprechend dem, wie ihn z. B. Böschensteyn in den Versen ausspricht: 
„Das mittel mit dem hindern multiplicier 
„Dasselbig mit dem vordern Diuidier 


„Was dir kumbt zu stunden 
„Hast du der frag antwort gefunden“. 
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Seltener begegnet man der Vorschrift, dass auch das. letzte Glied 
mit dem Quotienten aus dem mittleren und ersten oder dass das mittlere 
mit dem. Quotienten aus dem letzten und ersten multiplieirt werden solle: 
aus diesen. drei Auflösungsarten ebensowohl wie aus der Verwendung von 
drei Zahlen führe. sie ihren Namen als rögle des trois, meint Forcadel. 

Da bei solchem rein mechanischen ‘Rechnen in der That „beynahe 
die gröste sorg an dem ‘vffschreiben der Frage | vn wie mann die in die 
regel ordn sol | gelege ist“, ist unmittelbar klar; ausdrücklich wird des- 
halb auch regelmässig darauf aufmerksam gemacht, dass „alweg die, erste 
zale gege der lincken hant vnd die Leste zal, gegen der rechten hant in 
dem namen wvnd. der beteutung  geleich. sein 'sollen“, so dass. Riese auch 
geradezu als Regel aussprechen kann: „setz hinden das du wissenn wilt | 
Das ihm  vnder den andern zweyen am namen ‚gleich ist; | setze forn | vn 
das ‚ein ander ding bedeut | mitten“. 

Sind also. beide in Maassen u.s. w. von: verschiedenen Sorten angegeben, 
so hat vor Anwendung der Regel eine ‚Umwandelung in die ‚niedrigere 
Sorte stattzufinden, entsprechend dem: Gedächtnissverse: 


. „Hinden vnd vornen gleich namen richt 
„Das: grösser von wegen des kleinern zerbrich ‘, 


Das Multiplieiren und Dividiren wurde darauf meist in der durch die 
Hauptregel angegebenen Weise durchgeführt und nur selten und erst spät 
wurde beachtet (Riese z. B. 1533 spricht kein Wort darüber), dass die 
dabei auszuführende Arbeit erleichtert werden könne durch’ gleichmässiges 
Verkleinern einer äussern und der mittleren der drei Zahlen, obwohl 
schon Grammateus und Apian auf diesen „Fortheyl* aufm =ksam gemacht 
hatten. So rechnet Apian: 


„Ein Exempel. | 
2 fl. & gefortheylt 
48 36 124 durch 4 
12 36 31 durch 4 
i 3 9 31 durch 3 
Stet im Fortheyl 
1 3 31 Facit 93 fl.“ 


Eine Erklärung besonders bezüglich ‘der Stellung der drei Glieder 
sucht man bei der landläufigen Darstellung vergebens; eine solche ergibt 
sieh nur bei denjenigen, welche entweder unter Verweisung auf Euklid 
oder unter mehr ausführlicher Darlegung der betreffenden Sätze die Regel 
de tri auf die Lehre von den Proportionen gründen. , Eben den letzteren 
Schriftstellern fällt es denn auch leicht, die Fälle der Regel zu behandeln, 
bei welchen in einem. oder mehreren der drei gegebenen Glieder gebrochene 
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Zahlen vorkommen. Aber durch eine besondere Reihe von Unterscheidungen 
und Regeln nur konnten sich die helfen, welche rein mechanisch die Sache 
| behandelten, dem entsprechend auch keinen Anstoss daran fanden, die 
Regel de tri in Brüchen der eigentlichen Bruchlehre vorangehen zu lassen 
oder die letztere mit der ersteren zu verschmelzen. Es boten sich dann 
als wohl zu unterscheiden die Fälle dar, wo nur je in einem der drei 
Glieder oder je in zweien derselben gebrochene Zahlen vorkommen; dem 
entsprechend hatte man dann auch besonders zu erlernen ‚die sechs Regel 
der Prüch“, von welchen Riese z. B. nur die drei ersten behandelt, indem 
er vorschreibt: „Würdt dem fordersten ein Bruch zugesatzt | so geh mit 
seinem Nenner ins hinder | Wo dem mitlen oder dem hindern | so geh mit 
seinem Nenner ins forder :| Alsdann brich die gantzen in seine theyl bei 
dem bruch“. Bei Böschensteyn aber finden sich alle ausführlich auf- 
gezählt; ich wähle als Beispiel die letzte: „Die sechst Regel der prüch | 
ist an allen orten geprochen. Item einer kaufft 164 eln tuchs von 6 fl. 
was kosten 24 eln | setz wie nach volgt: 
Ein fl. eln 
164 64 24 
Nun prüch yedes mit seinem pruch | vnd für dann den mitteln pruch auff 
das forder | so stehet es also. 
130 13 7 
Nun für, den fordern pruch auff das hynder | vnd den hyndern auff das 
forder | so stehet es dann in der Regel | wie hernach volgt. 
390 13. 28 
Nun machs nach der Regel | so findest du das die 24 eln kosten 7 & 
25 
Reichelstein fasst seine ganze Anweisung in die mehr kurzen als ver- 
ständlichen Verse zusammen: 
Wann der ersten zal | merck auff du | 
De Tri ein bruch gesetzt wirt zu 
Mit seim Nenner in die letst tritt 
Aber der Mitt vnd letst lass nit 


Mit den Nennern in die erst schantz | 
Also kommen die brüch ins gantz. 


Die Schriftsteller, welche wie Apian, Gemma etc. die Bruchlehre vor 
der Regel de tri abhandeln, haben für den Fall, dass im Ansatze der 
letzteren Brüche vorkommen, leichtes Spiel: sie verfahren mit diesen genau 
nach der für ganze Zahlen gegebenen Vorschrift. 


45. Ein besonderer Fall der Regel de tri, die regula conversa oder 
eversa, findet, wenn auch nicht bei allen, so doch bei den besseren Schrift- 
stellern oftmals besondere Erwähnung, der Fall nämlich, dass die beiderlei 
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in die Rechnung eingehenden Grössen im umgekehrten Verhältnisse stehen. 
Sehr selten aber wird das Wesen der Sache erläutert, die Aeusserlichkeit 
überwiegt; auch Männer wie Apian erklären: „Dise Regel heist darumb 
Conversa | das sie die Exempel vmbkert | was Regula de Tri vorne 
setzet | das setzt dise Regel hinden“. Stets werden sofort Beispiele bei- 
gezogen und ausgerechnet; nur bei Clavius, höchstens noch bei Gemma, 
findet sich eine genügende Erklärung. 

Als Probe für die Regel de tri wird fast durchgängig die Umkehrung 
des Beispiels empfohlen, d. h. die Annahme der zuvor gefundenen Zahl 
als einer bekannten und die Ausrechnung einer der zuvor bekannten; 
zuweilen wird im Anschlusse an Euklid auch das Vergleichen des Produktes 
aus dem mittleren und dritten Gliede mit dem aus dem ersten und dem 
gefundenen empfohlen; Apian aber verwendet auch „die prob durch 9. 7. 
11 oder durch welche zal du wilt auss yeglicher zal in sunderheit“, d. h. 
das Bilden der zu den vier Zahlen gehörigen Proben «, P, y, ö und Ver- 
gleichen der Produkte «d, und ßy; „sein die zwey product einander gleich | 
so hastu den kauff recht gemacht“. 

Die zusammengesetzte Regel de tri wird oft nicht erwähnt, von 
Manchen nur in der einfachsten Form als Regula duplex oder „zwifach 
Regel de tri“ behandelt; erst Olavius spricht von einer Regula trium 
composita. Das Beispiel etwa: 8 Ctr. 15 MI. weit zu führen kosten 4 fl., 
was beträgt der Fuhrlohn für 6 Ctr. 36 MI. weit? wird von Regius 
zurückgeführt auf zweimalige Anwendung der Regel de tri: 


wir 1er. MI. fl. MI. 
8 4 6 Fait=3 fl; 15 3 36 Fact = 174 Al. 


Apian aber schreibt dieselbe Aufgabe in folgender Form an: 


Centner a A 28 Centner 
Meilen 15 36 Meilen 


und führt sie ohne weitere Erklärung durch Multiplikation der zusammen- 
gehörigen Zahlen zurück auf die einfache Aufgabe de tri: 


120 4 216, 


deren Facit ebenfalls 74 fl. ist. — ÜUlavius bespricht beide Arten der 
Lösung, wie immer, klar und gründlich. 

46. Ueberblickt man die in den Büchern des 16. Jahrhunderts nach 
der Behandlung der goldenen Regel noch folgenden Abschnitte und Bei- 
spiele, so muss man Gemma Recht geben, wenn er in Bezug auf deren 
Lösung sich dahin ausspricht, dass „die vielen verschiedenen Regeln oder 
Rechenvorschriften aus jener einen und mit Recht goldenen Regel wie die 
Aeste aus dem Stamme ihren Ursprung nehmen“. In der That, alle die 
Abschnitte, die wir auch heute noch in den Rechenbüchern finden ‚und die 
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schon damals unter den verschiedensten Namen: sich einführen, als: Gesell- 
schaft der Kauffleut (regula‘ consortü seu societatis)‘“‘, „Regula Alligationis“, 
„Von Gewinn und Verlust“, „Vom Stich“, „Von Pagament und Schickung 
des Tygels‘“, „Vom Münzschlagen‘, ‚‚Regula Fusti oder Fusci“ — sie; sind 
alle nur Anwendungen der einen Regel de tri. 

Als Beispiel der Durchführung möge hier eine lie des geldts 
vnnd gewins in Gesellschaft“ Platz finden: Drei legen bezw. 12, 46, 291. 
zusammen und gewinnen‘ mit einander 234 fl. Wie. viel erhält ‚Jeder 
davon? '„Machs also. Summir. das’ eingelegte geldt | wirdt darauss der 
theyler | den setz zu der lincken handt | den. gewinn indie mitt. | das 

Theyler gewin—12 fl. facit: 32 fl. 2 sh. 6x5 hIr. 
TER OR 234. 146 fl. facit 123 A. 5 shi 2334 hir. 
—INmM Lach 78‘ | 


eingelegt gelt zu letst | yegliches in sunderheit | vn machs nach der Regel 
de Tri | Multiplieir eines yegliche gelt in sunderheit mit dem gewinn. 
Nach der theylung findest du wz einem yeglichen zustehet“. | 

47. Besondere Lösungsarten. — Dass_ die Regel de tri, gleich ein- 
fach nach Entstehung wie Anwendung, für weitaus die meisten Aufgaben 
des gewöhnlichen ‚bürgerlichen Verkehres völlig ausreichte, ist klar und 
durch die Lehrbücher des 16. Jahrhunderts bezeugt. Während aber wir 
heutzutage, in den Schulen wenigstens, die jene Regel vertretende Schluss- 
rechnung allein zur Anwendung bringen, , war, während des 16. Jahr- 
hunderts noch eine Reihe besonderer Lösungsarten gebräuchlich, welche 
für bestimmte Aufgaben oder Gruppen von Aufgaben in Anwendung kamen 
und welche, ursprünglich unzweifelhaft durch Vermittelung algebraischer 
Methoden gefunden, später durch ausgedehntere Benützung der Algebra 
wieder verdrängt wurden. ‘ Dahin sind zu rechnen die alt überkommene 
„Regula Falsi“, die merkwürdige „Regula virginum“ und die auch jetzt 
noch verwerthete einstens berühmte „Wälsche Praktik“. Die beiden letzteren 
sollen hier noch ausführlicher betrachtet werden. 

48. Die Regula Falsi werde ich hier übergehen, da ich dieselbe in 
ihrer geschichtlichen Entwickelung besonders zu behandeln gedenke: 


49. Die Regula virginum ist, in unserer ‚heutigen Sprache zu ‚reden, 
eine Vorschrift, vermittelst Probirens die Lösungssysteme. einer unbestimm- 
ten Gleichung ersten Grades zu finden. „Die würt gebraucht — sagt 
Riese — in solchem fal | Als wa Menmner | Frawen | vn Jungfrawen in 
einr zech ‚bei einander ein anzal gelt vngleich. zegelten (= zu bezahlen) 
haben.“ Ich wähle zur Verdeutlichung zunächst Riese’s einfachstes Bei- 
spiel: „Item 21: personen Menner vnd Frawen | haben vertrunken 81 4. 
Ein man sol geben 5 &. | vn ein fraw 3.4. . Nun frage ich wieuil ieder 
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in sonderheit gewesen“. Ersetze ich "hierin zum Behufe der allgemeinen 
Lösung die Zahlen 21, 81, 5, 3 bezüglich durch P, 5, a, b und bezeichne 
ich die Zahl der Männer durch x, also die der Frauen durch (P—x), so 
S—b.P 
arg 
trachtung dieser Formel ermöglicht uns heute zu verstehen, was Riese 

betreffs der Auflösung sagt: „Setz also: 

Man 5% | 
& 21 person an 5 ee. 81 <. 

Nim 3 £. von 5 £. | bleiben 2. der teyler. Nun multiplieir 3 mit 21. 
kommen 63. die nimm vonn 81 &. | bleibt 18. die teyl ab mit 2. kommen 
9 menner | die nim von 21. personen | bleiben 12. souil seind der weiber“. 
Von diesem einen Beispiele abgesehen werden regelmässig dreierlei 
Personen vorgeführt. So gibt Apianus, bei dem ich überhaupt als dem 
ersten die in Rede stehende Regel finde, folgendes Beispiel als erstes: 
„Item 26 ‘persone haben verzecht 88. &. dabei.sein man | frawen | vnd 
junekfrawe | sol ein man gebe 6. | ein fraw 4. £. | ein junckfraw 2. 
Ist die frag wie vil sein man | frawe | vn junckfrawe yeglicher in sunder- 
heit’ in der zech“. Ersetzen wir auch hier wieder 26, 88, 6, 4, 2 bezw. 
durch P, $S, a, b, c und nennen wir die Zahl der -Männer=x, die der 
Frauen=y, also die der Jungfrauen = P—x—y, so 'besteht die Gleichung 
ac+by+e.(P-x—y)=S oder (a —c).c-+(b—- c).y=S—c.P, wonach 
man also S—cP in zwei solche Summanden zu ‚zerlegen hat, dass der 
eine ein Vielfaches von (a—c), der andere von (b—c) sich darstellen 
lässt. Wir verstehen also, wenn Apian vorschreibt: „Machs nach. der 





besteht die Gleichung: ac +b.(P—x)=S, woraus 2 = Die Be- 


Regel. | 
Ein man 6 «4. [4 theyler 
26 person—Ein fraw 4.  Subtr. 2.2 theyler 
ls unckfraw 2... UN 


2. mal 26. ist 52. subtrahir von 88. bleibt 36. die theyl durch 4. wie 
wol du 4.9. mal habn magst | darfistu das nit so vil'nemen | auff das du 
2. auch darinn nemen magst. Darumb nimm 4. acht mal bleiben 4. 
darinne hastu 2. zweymal. Facit 8. man 2. Frawn. Das sein 10. per- 
sonen | die subtrahir vo 26. bleiben 16. sovil sein der Junckfrawen“, 

Da aber nicht nur 448+2.2=36, sondern auch z.B. 4.6 +2.6=36 
4 oder 4.54+2.8=36 
so führt auch Apian diese verschiedenen Lösungen an und, soweit ich finde, 
ist er auch der einzige, welcher die hieraus folgende Verallgemeinerung 
ausspricht: „Also soltu dich in anderen wissen zu halten | dann es mag 
offt ein Exempel manicherley zal der personen erleiden | vnd wirt das 
faeit allenthalben gerecht“, 


Während wir heute unter Zuhülfenahme der Algebra uns wohl Gang 
und Sinn solcher Rechnung verdeutlichen können, zeigt gerade diese so 
recht augenfällig, wie mechanisch noch das Rechnen in jenen Zeiten all- 
überall keimenden neuen Lebens behandelt wurde; man muss hinzunehmen, 
dass sofort an der Spitze des unsern Gegenstand enthaltenden Abschnittes 
die allgemeine Vorschrift mitgetheilt wird in einer geradezu geheimniss- 
vollen Weise: „Setz die zal der personen zu der linckenn handt. Die zal 
des gelds | so sie verzert haben | zu der rechten | in die mitt setz die 
namen der personen mit sambt dem geld das ein person gibt.” Nach dem 
resoluir einer yeglichen persone gelt in das kleinst gelt | so in dem 
Exempel gefunden wirt. Subtrahir die kleiner zal von den obern: von 
yeglichem in sunderheit | die vberig heissen theyler. Mit dem kleinern 
geldt multiplieir die zal der personen u. s. w.“ (Apian). 

Als Beispiele für die Anwendung unserer Regel finden sich, den 
vorigen entsprechend, meist nur solche, bei denen Männer und Frauen, 
oft im Verein mit Jungfrauen und Gesellen, in einer Zeche eine gewisse 
Menge Geldes „wertruncken‘“ haben; seltener sind die Fälle, wo um eine 
bestimmte Summe Geldes verschiedene Waaren je zu bestimmten Preisen 
oder „auch Rinder schaff vm ander vich durch einander gekaufft vnd alles 
das in solcher gestalt gefragt wird“. — Der Name der Regel aber, regula 
virginum, ist offenbar entnommen aus jenen ersten Beispielen, wie auch 
Mieyllus (1555) meint „regula quam ab eo, ut videtur, appellarunt, quod 
virginum personae ac nomen inter exempla illius subinde repetuntur. (uomodo 
et apud dialecticos cormuti et crocodilitae sylogismi nominantur, in quibus 
cornuum et crocodilorum crebra mentio fieri solet“. Merkwürdiger ist es, 
dass „etlich die Regel auch nennen Üecis“, was Klügel auf coecus (= für 
Blinde) zurückführen will, da sie gleichsam blind herumtastend gefunden 
worden; mit Recht aber weist Wildermuth solche Erklärung zurück und 
lässt an das Wort „Zeche“ denken, was ursprünglich das zu gemeinschaft- 
lichem Trinken zusammengelegte Geld bezeichne. 

50. Wälsche Praktik. — Auch im 17. Jahrhundert hat sich die 
„Jungfrauenregel“ noch erhalten; während sie aber nur für eine ziemlich 
eng umgrenzte Gruppe von Aufgaben anwendbar war, hatte eine andere 
Rechenweise, die schon oben erwähnte „Wälsche Praktik“ den Vorzug, 
ähnlich der Regel de tri fast das gesammte Gebiet der im praktischen 
Leben vorkommenden Aufgaben zu umspannen. Aller Ueberlieferung zu- 
folge in Italien entstanden und dort, weil dem kaufmännischen Bedürfniss 
genügend, vermuthlich viel geübt und ausgebildet, hat sie sich wohl zu 
Anfang des 16. Jahrhunderts in die nördlichen Länder, nach Frankreich 
und Deutschland, ausgebreitet, wenigstens finde ich sie aus diesen Zeiten 
erst in gedruckten Rechenanleitungen. Wie schon früher hervorgehoben, 
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scheint für Frankreich auch in diesem Punkte La Roche die Vermittler- 
rolle übernommen zu haben; bei ihm finde ich sie zuerst dargestellt, in 
deutscher Sprache zuerst bei Henrieus Grammateus (1518), auf dem Ge- 
biete der Coss dem Vorläufer von Chr. Rudolff, und dann bei Apianus, 
welcher dem entsprechend auch gleich dem. ersteren dem Titel seines 
Buches beifügt „Sunderlich was fortel vn behendigkeit in der Welschen 
Practica vnnd Tolleten gebraucht würt | des gleichen vormals weder in 
Teutscher noch in Welischer Spraach nie getruckt“. f 


La Roche widmet der Sache einen besonderen Abschnitt (Fol, TO), 
den er „Des regles briefues aultremet dictes regles de practique‘“ überschreibt; 
er. fasst den Begriff der Praktik etwas enger als er nachmals zumal in 
deutschen Werken auftritt. La Roche geht davon aus, dass „man in allen 
Ländern als Münzen liure, solz und deniers gebrauche“, und dass zwar der 
Werth des liure von Land zu Land verschieden sei, dass es aber überall 
in 240 deniers (=20 solz, also 1 sol= 12 deniers) eingetheilt werde. Da 
also jede Waarenberechnung die Verwandlung kleinerer Münzsorten in 
grössere nöthig macht, so versteht La Roche unter „Praktik“ das Ver- 
fahren, jene Umwandlung möglichst rasch und bequem durchzuführen. Zu 
dem Zwecke stellt er tabellarisch (Fol. 78”—-81”) die Werthe von 1, 2, 
3, 4, 5,... 239, 240 deniers als Theile des liure zusammen und .berück- 
sichtigt dabei sehr die Mehrfachheit der Zerlegung. So ist z. B. 


2 d.=} von # von 2. Oder # vo Ne 1.9, Oder. . 
ae, = Be Gt von 4 und ;1;4 (soll heissen=4 von 4 und 
dazu 4 von 7; eines 
2044. (#178. S d=4 441 (soll heissen=4 und 4 von $ und 
von 5 von 4 und er e von dem eben Er okaikten 4 von der 
Hälfte eines Ben 


Diese. 240 Vorschriften nennt nun La Roche „regles briefues“ oder 
auch „regles de practigue‘“ und macht von denselben vielfältigen Gebrauch, 
wie etwa bei der Lösung„folgender Aufgabe: „Wenn 1 Elle 17 s. kostet, 
was ist der Werth von 23 Ellen?“ Er gibt hier folgende drei Arten der 
Lösung: 

a) „Multiplieire 23 Ellen durch 17 s. und dividire durch 20 und du 

wirst erhalten 19 I. 11 s. 


; 28 
b) „Nach der 204. Regel [— da ja 17 s. | TI RAU 
—=204 d. sind —| nimm die Hälfte von 3 r 15 5 
23 und 4 von 4 und dann 4 der letzten 1 4 Ta 
Hälfte und noch # des Drittels und | Eier: 


| 


addire und du erhältst 19 1. 11.“ Vel. ET TER 
das nebenstehende Schema. | 
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6) „Wenn '1:s. die Elle, so würden 23 kosten=23 s.=11. 8 s, 
also ist der gesammte Werth 17 mal so viel, d.h. er. ist 
19:1..11: 5; | 

Apianus fasst den Begriff‘ derselben allgemeiner, indem er sagt, 

sie sei „nichts anders dann ein geschwindigkeit | so einer auss teg- 
licher vbung vberkombt“. Um solche. Uebung zu erzielen, lehrt er 
zuerst die vier Grundreehnungsarten „practice“ durchführen, .d. bh... — 
von einigen schon oben (8. 83) besprochenen mehr fördernden Mul- 
tiplikations- und Divisionsmethoden abgesehen — er lehrt zuerst die An- 
wendung der Rechnungsarten auf verschieden benannte Münzen und Maasse 
und geht dann dazu über, an einer sehr grossen Anzahl „nachgesetzter 
Exempel viel vnd mancherley griff vnd..behendigkeyt“ zur Anwendung zu 
bringen; jedoch fügt er ausdrücklich hinzu: „Es ist aber mein meynung 
nit | das ich hiemit alle griff, | fortel vnd behendigkeyte wöll berürt haben ...x,. 
denn die Practick begert mancherley fortel | vnd was ein Exempel nit 
erleiden mag | das mag offt, ein anders erleiden“, also ganz in derselben 
Weise wie ein Schriftsteller des folgenden Jahrhunderts auch sagt: „Je 
vnd allwegen ein Exempel nicht wie das ander gepracticiert vnd vervor- 
theilt wird“. 

Um nur, ein Beispiel anzuführen, sei hier der verschiedenen Behand- 

lung gedacht, welche Apian der folgenden Aufgabe zu Theil werden lässt: 
„Item einer kaufft 35 Emer wein | kosten 16 Emer 36 fl. 7 sh. 20 #. 


[wobei 1 fl.=8 Schilling = 240 £.]; ist die frag....“ Apian schreibt seinen 
Ansatz folgendermassen: 
1624, ur nah So ee 
34 DE le) 
An 2 10 
1 


und indem er, wie der Ausdruck lautet, „das zweit auff das erst Propor- 
cionirt“, zerlegt er, wie schon angedeutet, 36 fl. in 32 +4 und sagt sich: 
So wie 16 zu 32 werden, so müssen 34 auch zum Doppelten, zu 7 fl. 
werden, und ferner: so wie die übrigen 4 fl. der 
achte Theil von 32, so ist das weiter zu Erhal- 
tende der 8. Theil von 7 fl., .d. h.‘'7 Schilling. 
0-— 264 Aehnlich zerlegt er. die zu 36 fl. noch hinzu- 
0— 131 kommenden 7 Schilling in 4-+2 +1 und rechnet 
a: weiter: So wie 16 Eimer 4sh. kosten, so würden 
0248 7 Eimer 4 sh.=1 sh. 224.4. kosten, also kosten 
Faeit .8 sh. O 205; entsprechend 5 Eimer=0 sh 264 &.. Und ähnlich 
weiter calculirend ergibt sich Nebenstehendes als 


Ausrechnung. 


7 
Er 
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Es wird hiernach leicht verständlich sein, wenn Apian in Bezug auf 
dieselbe Aufgabe weiter. fährt: ‚Aufl eine andere arth practieirt darinne 
wirdt die letzste auff die erste Proporeionirt. 








16 end 35 2 
2 | 
4 — 4 — 284 14 8 | 7 
ERITREA Sale 
IE EP Se 4 
Facit fl.8 sh. 0 &. 205% 2 


„Aber auff. ein andere art practieirt |: darinne ist ein jtlicher absatz 
der miteln zal in: sunderheit Proporcionirt auf? die erste, 
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BE. 7367 34 
31 104 16 
8 2 4 
8 1 
4 
3 —4 Proporeionirt 16 auf 16 
1 — 6 
1—6 
0.— 7 | 
0 — 264 Proporecionirt 4 sh auff 16 
0. — 131 
0 — 67% 
0 — 34 Proporeionirt 16 £. auff 16 
0— 0% 
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Obwohl Apian eine sehr orosse Zahl von kaufmännischen Beispielen 
der verschiedensten Art behandelt, findet sich in seinem Buche doch nir- 
gends irgend welche zusammenfassende Angabe über das Gemeinsame der 
verschiedenen benützten Verfahrungsweisen, nirgends eine Anleitung zu 
solcher Behandlung von Aufgaben. 3 

Erst Stifel bespricht in seiner inhaltreichen Arithmetica integra (1544) 
in allgemeinerer Weise die „Praxis Italica quam ab Italis ad nos deuolutam 
esse arbitramur“. Er erklärt sie als ‚„ingeniosa quaedam inuentio quarti 
termini regulae De. Tri ex tribus terminis“ und bestimmt sofort ebenso 
kurz als gut, dass jene Auffindung des 4. Gliedes geschehe „mediante dis- 
tractione wuaria eorundem terminorum, distractarumgque particularum propor- 
tionatione, atque denominationum vulgarium tramslatione“. Also dreierlei 
sei zu beachten: die „zerstrewung oder zerfellung“, wie man im Deutschen 
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sagte, die Aufsuchung der „proportz“ der so erhaltenen Theile zu gegebenen 


Zahlen und die sich hieraus ergebende Ausrechnung der Theilwerthe und 


drittens die Verwandlung niedrigerer Münz-, Maass- und Gewichtssorten 
Die Manchfaltigkeit der Lösung illustrirt Stifel sofort durch 
sechsfach verschiedene Behandlung einer Aufgabe, bei welcher nach dem 
Preis von 48 Ellen gefragt ist, während 1 Elle 15 Groschen 103 Denare 
kostet (12 Denare=1 Groschen, 21 Groschen =1 fl. sächsisch). Aus dem 
Obigen werden die im Nachstehenden gegebenen sechs Lösungsarten sofort 


in höhere. 


verständlich sein. 
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Facit 36 fl. 6 Gr. 


Die von Stifel ihrem Wesen*® nach gekennzeichnete wälsche Praxis 
war vielleicht schon vor Anfang des 16. Jahrhunderts in Deutschland se- 
bräuchlich, da sie, wie auch Drobisch meint, „mehr durch Ueberlieferung 
der Kaufleute und durch Privatunterricht der Rechenlehrer als durch Bücher 
in Deutschland Eingang gefunden zu haben scheint“. Aber allmählig kam 
sie mehr und mehr in Anwendung und zur schriftlichen Darstellung, und 
dass sie um die Mitte des 16. Jahrhunderts eine erhöhte Bedeutung ge- 
wonnen hatte, geht aus Stifels Worten hervor, mit denen er ihrer in seiner 
Ausgabe von Rudolffs Coss Erwähnung thut: „... denn sihe ahn die Welsche 
Practick die doch niendart mit vmbgeht denn nur allein mit der Regel 








* (Genauere Betrachtung der vorangehenden Beispiele zeigt, dass man wohl mit 
Cantor übereinstimmen kann, wenn er sagt, dass die wälsche Praktik dem Gedanken 
nach in einer Zerlegung eines gebrochenen Multiplikators in eine Summe von sog. 
Stammbrüchen besteht, d. h. von Brüchen mit Einheitszählern, wodurch die 
Multiplikation in leichte Divisionen und eine nachfolgende Addition umgesetzt 
werde“; wenn aber Lemkes (und Günther) sagen, der „reine Begriff“ der wäl- 
schen Praktik sei der Kunstgriff, einen beliebigen Bruch in einen aufsteigenden 
Kettenbruch von zwei oder mehr Theilbrüchen zu verwandeln“, so ist dieser Be- 
griff denn doch zu „rein“ gestaltet. Vgl. Cantor’s Recension von Kuckuck’s Ab- 
handlung in der Schlömilch’schen Zeitschrift für Math. und Phys. 1875, histor.- 
literarische Abtheilung S. 68. Ferner vgl. Günther, Vermischte Untersuchungen 
zur Geschichte der math. Wissenschaften. Leipzig 1876, S. 118. 

Supplem. z. hist.-lit. Abth.d. Ztschr. f. Math. u. Phys. % 
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Detri | dennoch findet man da von gantze bücher“; aber merkwürdiger- 
weise reden viele Schriftsteller, welche sonst ausführlich genug ihren Stoff 
behandeln (z. B. Mieyllus, Clavius), gar nicht von ihr. 

Es erhielt sich die Verwerthung der wälschen Praxis auch während des 
17. und 18. Jahrhunderts und erst in unserem Jahrhunderte ist sie, weniger 
im kaufmännischen Leben, aber jedenfalls bei uns fast vollständig beim Unter- 
richte im schriftlichen Rechnen zurückgetreten, obwohl sie gewiss auch heute 
noch als Anregung und zur vielseitigen Uebung Beachtung verdient. In England 
scheint sie sich dagegen mehr erhalten zu haben, wie denn z. B. unter den 
Aufgaben, welche den in die Kriegsschule zu Woolwich eintretenden Candi- 
daten gestellt werden, sich auch solche finden, welche „by Practice“ zu lösen sind. 

51. Tollet-Rechnung. — Dass die wälsche Praxis, gewöhnlich frei- 
lich beim Rechnen mit der Feder verwendet, wohl auch beim Rechnen auf 
Linien, also unter Benützung von Rechenpfennigen Eingang fand, wird sich 
bei dem weit verbreiteten Gebrauche des letzteren Rechnens wohl mit Recht 
vermuthen lassen. Aber directe Beweise hierfür anzugeben ist mir nicht 
möglich; es sei denn, dass man die allein bei Apian und bei Widman 
von mir gefundene Art des Rechnens, welche unserm Artikel als Ueber- 
schrift dient, dafür gelten lassen wollte, eine Rechenweise, deren Namen 
mir unverständlich ist, deren Bedeutung aber Apian selbst erläutert mit 
den Worten: „Lernt durch die Rechenpfenning ein Metall auss dem andern 




































































ziehen“, d.h. also ein Verfahren, um 


M M M bei Metall-, zunächst bei Gold- und 
C DE G .  Silber-Legirungen den Feingehalt und 
X En sg HAAnEK I damit den wahren Werth zu be- 

a rer —- stimmen. 
a Rn u Zu dem Zwecke „soll vff einen 
r x x X “ Tisch die form vnnd gestalt derTolleten 
lot lot lot __ auffgezeychnet werden wie hernach 
halblot halblot halblot volgt“, d.h. es sollen drei gegen den 
4 i 1 1 Rechnenden gerichtete parallele Räu- 
1 RE ı me, sog. „Cambi“ abgetheilt werden, 
es 5 - welche durch Querlinien durchzogen 
“_ nr e ——  — sind; in die Felder und zwar je in die 
es = 32 32 _ ____ Mittedes einzelnen sind von oben nach 
va v7 ss unten M= 1000, C=100, X=10, 
tr + 14 M = Mark (= 16 lot), X = 10 lot, 
Be N ne lot und dessen Unterabtheilungen 





einzuschreiben, um dann beiderseits 


davon noch Rechenpfennige niederlegen zu können, links in der Bedeutung 
von Fünfern, rechts in der von Einheiten der betreffenden Gewichtsmenge. 


EMI a 


Es sei nun der Gehalt an Feingold zu bereehnen, wenn „einer kaufft 
ein stuck Sylber | wigt marck 82 lott 144 2; Vnd halt die Marck an der 
Prob 2 lot 4 75 Goldt“. Bei der Berechnung diente das erste Cambium 
für das „ganz zerfelt Stuck“, das zweite für die „Erger“, d. h. den Zusatz, 
das dritte für den Feingehalt selbst. „Greiff zum Erstenn mit dem Finger 
auff die Lott. Sprich zwei Lot geben zwir (= zweimal) 82 Lot | das 
sein 164 Lott thun 10 Marck 4 Lott. Greiff vff ein Virtel sprich einn 
mal 82 Virtel - greiff in das nehst Spacium darüber sprich halb 82 ist 41 

greiff noch weiter vmb ein Spacium auf die Lott | sprich halb 41 ist 204 | 
lege nider 20 Lot vnnd 5 Lot | oder 2 Virtel - Darnach greiff auf 
[— Apian zerlegt nämlich %, in 5 + 7% —) das ist auff 4 Virtel Vnnd 
ruk hinauff sprich halb 82 ist 41 - halb 41 ist 203 so stehet der Finger 
auff einem 4 lott | lege nider 204... greiff nun auff „1; u.s. w.“ Um wie 
aus 82 Mark, so nun auch aus 14 Lot den Feingehalt zu. finden, fährt Apian 
fort: „Greiff auff das Lott sprich | Eine Marck leget nit nider | dann 14 Lot 
thun kein gantz Marck | Ruck den Finger in das nechst Spacium abher 
vnn sprich | 8 lot ist wie halb marck | die leget nider 2 Pfennig u.s. w.“ 

In dieser Weise konnten unter Benützung von Rechenpfennigen Auf- 
gaben gelöst werden, welche unserem Rechnen mit Brüchen ziemlich schwer- 
fällig werden. Jedoch „Tollet wirt auch gerechnet auff eine andere art 
| mit der federn od’ kreiden | vnd ist mer nutzlich zu teglichem brauch | 
dann die forige Tolletenn | welche mit den rechenpfennigen grossen raum 
bedarff.“ Diese zweite Art verfährt wie die sog. wälsche Praktik und 
schreibt sich die einzelnen nöthigen Vielfachen auf; sie wird ersichtlich 
aus der Lösung der Aufgabe: „Item einer Kaufft 34 Centener Wax | kost 
1 Centner 10 fl. 4 Sch. 10 &. Ist die frag was ist das Wax werdt? 


Stett ın der Tolleten. 
fl. Sch. oe. 








aX 170045 3 10 
is Chr di LO 4 10 
33X 346 2 0 
4 Ctr. 41 1 10 





_ Faeit fl. 387 Sch. 3 10. 


Apian berechnet also zunächst das 10fache, dann sowohl das 3.10, 
als auch das 4:1fache des Werthes eines Centners und addirt. — Dass 
diese zweite Art schon lange vor Apian einheimisch war, geht daraus 
hervor, dass sie, wie ich aus dem nachträglich mir zugekommenen Werk- 
chen Widmans ersehe, schon in diesem sich findet. „Ich wil dich lernen 
Rechnung von Tollet wye wol man Rechnung vil geringer vnd behender 
durch die gulden Regel vinden mag Dz aber die gebrochne zal da durch 
geubet werdt. Soltu vlyssigklichen merken . das diesse art der rechnung 

7% 
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stet in dreyerley anweysung. Alss zum erstn in copetentium litterarum 
positione..in saczung ader schreybung bequemer puchstabe ..zum Andern in 
Valoris ad litteras applicatione in dess werdes tzu saczung {zu de puch- 
staben.zum Drittn in rei empte numerali appositione In der an zcal dess 
gekauffte gutes vn hinder saczung zcu de puchstabe.“ Man schreibt dem- 
nach zuerst „auff die taffel oder tisch“ unter einander die Zeichen MCX 
Ib X lott qnt, schreibt dann rechts von !b den Werth eines Pfundes (einer 
Elle u. dgl.), bildet dessen 10, 100, 1000faches, dann auch den 32. Theil 
und dessen Zehnfaches, man schreibt dann den Betrag an Gewicht oder 
Maass links von jenen Zeichen und „darnach multiplicir die zal die hinder 
den puchstaben sten. mit den zalen die fur den Buchstaben steen.‘“ Dem- 
nach erledigt sich die Aufgabe: „Es hat einer kauft 4367 Ib Ingwer 29 lot 
3 quintn ye 1 !b pro‘13 sh in golde“ in folgender Weise: 


4 M 13000 sh 52000 2600 

31€ 1300 sh 3900 195 

6X 130 sh 780 39 floren 
7 ib 1345% 91 sh fait A 11 

2 X a Er 835 
9 lott 43 sh Yin sh 334 
3 quint 5 sh Tas (28 


„Nu summir die summen alle zusammen vnd kumpt 2839 floren 3 sh 
1 heller 25.“ | 

52. Ich bin am Schlusse meiner Darstellung angelangt. Ein Rückblick 
zeigt, dass wie im Allgemeinen das 16. Jahrhundert zu den für die Ent- 
wickelungsgeschichte des menschlichen Geistes merkwürdiesten gehört, so 
dasselbe auch auf dem Gebiete des Rechnens sich in eigenartiger Weise 
hervorthut. Am meisten charakteristisch zumal für den Anfang ist der 
Kanpf zwischen der vorhandenen Rechenweise und der neu eindringenden 
Erfindung der Inder und Uebung der Araber, das allmählige Unterliegen 
der ersteren und das Erstarken und Ueberhandnehmen der letzteren, bis 
schliesslich letztere allein das Feld behauptet; weiter in die Augen springend 
ist das rege Interesse, welches um die Mitte des Jahrhunderts die bedeu- 
tendsten mathematischen Köpfe für das der Masse des Volkes neue Rechnen 
zeigen und welches sie in ausführlichen Darstellungen desselben bethätigen. 
Dass dem Interesse der Erfolg entsprach, ist bekannt: die neue Weise ist 
überall zur herrschenden geworden. Die Hauptarbeit hierin hat das 
16. Jahrhundert geleistet; als dieses hinabgesunken war, hatte sich die 
Aufgabe der Arithmetik in eine der Pädagogik umgewandelt, es handelte 
sich nur noch um die Verbesserung in der Methode des Unterrichtens. Diese 
zu schildern fällt aber nicht mehr in das Gebiet meiner Aufgabe, 


Die 


homocentrisehen Sphären des Eudoxus, 
des Kallıppus und des Aristoteles. 


Memoire 


gelesen im lombardischen Institut zu Mailand am 26. November 1874 
von 


G. V. Schiaparelli 


in's Deutsche übersetzt 
von 


- W. Horn, 


königl. Lehrer der Mathematik in München. 


Par quelle bizzarrerie les progres que nous avons fait dans les 
mathematiques et dams certaines parties de la physique a-t-il inspire 
a nos philosophes un mepris pour V’histovre des anciennes opinions, qui 
leur fait croire, que ces hommes et ces nations, qui se sont rendus si 
celebres dans Vantiquite, ont ete plonges dans les tenebres philosophiques 


plus epaisses ? 
Freret, 
Observations gen6erales sur la geographie ancienne, 


I. Allgemeine Betrachtungen. 


Die Astronomie der Griechen entstand aus schwachen Anfängen in den 
jonischen und italischen Schulen; sie wurde ausgebildet und erweitert in den 
mathematischen Schulen, die bei Plato ihren Ursprung hatten, und erreichte, 
nachdem sie von Hipparch durch Einführung des auf Geometrie angewandten 
Caleuls bedeutend vervollkommnet worden war, ihre höchste Ausbildung 
mit Ptolemäus gegen die Mitte des zweiten Jahrhunderts n. Chr. Die 
langsamen, aber ununterbrochenen Fortschritte, welche von Hypothese zu 
Hypothese und von Beobachtung zu Beobachtung, von der ebenen Erdscheibe 
Homers bis zu der künstlichen und verwickelten Zusammenstellung der 
excentrischen Kreise und der Epieykeln führte, bieten dem Philosophen eine 
grossartige und lehrreiche Betrachtung, die, richtig erwogen, nicht weniger 
interessant ist, als diejenige, welche die Entwicklung der modernen Astro- 
nomie von Copernicus bis auf unsere Tage darbietet. Leider ist es der 
Forschung jedoch nieht vergönnt, mit gleicher Genäuigkeit alle Stufen der 
Entwicklung zu erkennen, welche das Genie der Griechen von den Ideen 
des Thales bis zu den Hypothesen und den astronomischen Tafeln der 
Alexandriner führte, weil, während von den letzten Stadien dieser Geistes- 
arbeit dauernde Ueberlieferungen im Almagest sich befinden, von dem- 
jenigen, was vor Hipparch und von dem, was nach Hipparch ausserhalb der 
Alexandrinischen Schule geschah, nichts geblieben ist als schwache Spuren 
und unvollständige Andeutungen, überliefert von Schriftstellern, die keine 
Astronomen waren. Alle astronomischen Kenntnisse der Griechen, besagte 
Schule ausgenommen, sind grossentheils den Geschichtsschreibern dieser 
Wissenschaft unbekannt geblieben, oder wenn sie auch bekannt waren, wur- 
den sie von denselben nicht mit hinreichendem Fleiss betrachtet, und das 
ist die Ursache, dass wir über die ersten Fortschritte derselben sichere 
Anhaltspunkte bei den Philologen und Alterthumsforschern suchen müssen, 
anstatt in den Büchern Bailly's, Montucla’s, Delambre’s und der Vielen, 
welche diese nachahmten oder ihnen folgten. Die Studie über die Vor- 
läufer des Üopernicus, welche vorzulegen ich im vorigen Jahre die 
Ehre hatte,* kann hierüber hinreichendes Zeugniss geben. Aber die allge- 


* I precursori di Copernico nell’ antichita. Bicerche storiche di @. V. Schia- 
parelli, lette al R. Istituto Lombardo nell’ adumanza 20 Febbrajo 1873, in. oecasione 
del 400° anniversario della nascita di Copernico. Diese Schrift ist auch in deut- 
scher Sprache, übersetzt von Herrn Dr. Curtze in Thorn, erschienen, 
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meine Vernichtung, wovon, mit Ausnahme des Almagest, gerade die wich- 
tigsten Schriften der griechischen Astronomie betroffen wurden, brachte 
einen andern schweren Nachtheil. Die Schwierigkeit, welche mit der ge- 
nauen Erkenntniss und der richtigen Deutung der wenigen Ueberbleibsel 
der griechischen, nicht zur Alexandrinischen Schule gehörigen Astronomie 
verbunden ist, führte die Meisten zu deren Vernachlässigung oder Gering- 
schätzung, weil sie von derselben keine genauen Kenntnisse hatten; darin 
wurzelt die falsche, aber heut zu Tag allgemein angenommene Meinung, 
dass die ganze wissenschaftliche Astronomie der Griechen im Almagest ent- 
halten sei. Der gelehrteste und gewichtigste Vertreter dieser Ansicht war 
Delambre, und seine voluminöse Histoire de l’Astronomie ancienne 
liefert einen beständigen Commentar dafür. Hier einige Proben: „Il est 
demontre, que du temps d’Archimede les Grecs n’dtaient guere plus avances 
(en Astronomie) que les autres peuples. Toutes leurs connaissances se trowvent 
a fort pew pres rassemblees dans le poöme d’Aratus.“* An einer andern 
Stelle: „L’Astronomie n’a ete cultivde veritablement qu’en Grece, et presque 
wniquement par deux hommes, Hipparque et Ptolemee,‘“** wobei natürlich nur 
an die Astronomie der Alten zu denken ist; und wieder an einer andern 
Stelle: „ZL’Astronomie des Grecs est toute entiere dans la syntaxe mathematli- 
que de Ptolemee.“*** Diese Behauptungen findet man bei Allen mit den 
‚verschiedensten Variationen angenommen. „Nous ne voyons naitre U Astro- 
nomie en Grece qu’avec Hipparque“ sagt Biot.f „Vor der Alexandrinischen 
Schule ist an eine wissenschaftliche Bearbeitung der Astronomie nie und 
nirgends zu denken,“ wiederholt seinerseits Mädler;ff und so hundert 
andere von geringerem Ansehen. 

Idem die Astronomen, welche die Geschichte ihrer Wissenschaft schrie- 
ben, dieser Anschauungsweise zu ausschliesslich huldigten, beschäftigten sie 
sich nicht nur sehr oberflächlich mit den Speculationen der Jonier, der 
Pythagoräer und des Plato, sondern sie sprachen auch ungenau und flüchtig 
über die Schule derjenigen Geometer, welche zwischen 400 und 300 v. Chr. 
in Griechenland blühte, oder sie übergingen sie ganz .mit Stillschweigen. 
Und doch bearbeitete man in diesem Zeitraum, also vor Beginn der Alexan- 
drinischen Schule, in Griechenland den Stoff zu den Elementen des Euklid, 
erfand und studirte die Kegelschnitte, und gelangte zur Lösung von Proble- 
men durch die mechanische Beschreibung von Uurven. Damals wurde der 


* Delambre, Histoire de l’ Astronomie ancienne, tome I. Discours prelimi- 
naire, P. X. 
** Ebendaselbst tome I, p. 325. 
*%* Ebendaselbst tome II, p. 67. 
7 Journal des Savants, 1857, p. 10. 
rr Mädler, Populäre Astronomie $ 301. 
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grosse und denkwürdige Versuch zur Erklärung der Himmelserscheinungen 
durch geometrische Hypothesen gemacht, und diese Hypothesen wurden in 
Einklang mit den Beobachtungen gebracht oder berichtigt, wo es noth- 
wendig war. Aus diesen: Forschungen, denen nichts vom Charakter einer 
wissenschaftlichen Untersuchung, im strengsten Sinn, welchen unsere Zeit 
mit diesem Wort verbindet, mangelt, war das System der homocentrischen 
Sphären entstanden, um deretwillen man den Namen des Eudoxus von 
Knidus so hoch erhob. Wenn auch von diesem System keine vollständige 
und geordnete Auseinandersetzung auf uns gekommen ist, so ist es doch 
möglich, aus den Andeutungen, welche Aristoteles, Eudemus ivon Rhodus, 
Sosigenes und Simplieius davon geben, mit Sicherheit die hauptsächlichsten 
Umrisse zu gewinnen. Aber hier sieht man die Macht des Vorurtheils! 
Eudoxus gehörte nicht zur Alexandrinischen Schule und lebte vor Hipparch, 
deshalb wurde ihm die Eigenschaft eines Astronomen, ja sogar die eines 
Geometers abgesprochen.* Alle Originalität der Auffassung, alle Gewandt- 
heit in geometrischen Constructionen, älle geistreichen Versuche, sich dem 
Resultat der Beobachtungen zu nähern, alle Bewunderung der Zeitgenossen, 
fanden keine Gnade bei denen, welche uns die Geschichte der Astronomie 
erzählen, und die homocentrischen Sphären trugen ihren Urhebern mehr 
Tadel als Lob ein. 

Bailly nennt das System der homocentrischen Sphären des Eudoxus 
geradezu absurd. ** Wenn man jede Hypothese, welche nicht vollständig 
mit der Wirklichkeit übereinstimmt, absurd nennen darf, so kann man be- 
haupten, dass die ganze Astronomie bis auf Keppler eine absurde Wissen- 
schaft war. Bailly jedoch entschuldigt. den Eudoxus, indem er den primi- 
tiven Zustand der Astronomie jener Zeiten betrachtet, und legt ihm sogar 
ein Verdienst bei, nämlich das, mit seinen Absurditäten die Nothwendigkeit 
gezeigt zu haben, dass man seine Zuflucht zu anderen Hypothesen nehmen 
müsse. Aber vergeblich würde man bei Bailly eine auch nur einigermassen 
klare und präcise Idee über das System des Eudoxus suchen. 

Montucla#** hat dieses System nicht besser verstanden, als Bailly, 
und die Erklärung, welche er darüber zu geben versucht, ist gänzlich illu- 
sorisch. Das hindert ihn jedoch nicht, sich noch viel strenger als Bailly 
zu zeigen und folgende Worte zu äussern: „On attribue ü Eudoxe une sorte 
d’hypothese physico-astronomique, qui repond mal ü cette grande reputation 
qu’il eut chez les anciens ..... Une hypothese aussi absurde et aussi peu 


* Rien ne prowe qwEudoxe fut geometre, Dieses grosse Wort findet sich 
bei Delambre, Hist. de ’Astr. ancienne, tome I, p. 131. Ich werde später zeigen, 
was hiervon zu halten ist. 

** Bailly, Histoire de U’ Astronomie ancıenne, pP. 242. 
*%** Montucla, Hist. des Math. 2. ed. I vol. p. 182 — 183. 
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conforme aux phenomenes celestes ne meritoit, ce me semble, que d’etre rejetde 
avec mepris par les mathematieiens judicieus: mais telle etoit alors la foiblesse 
de l’astronomie physique, quelle ne laissa pas de trowver des approbateurs et 
meme de merite. Aristote se prit d’une belle passion pour elle, de meme que 
Calippe et un certain Polemarque. Ils y convinrent de quelgues corrections, 
qui la rendaient encore plus ridicule“ etc. In demselben Ton berichten 
über die Hypothesen des Eudoxus Andere, welche Auszüge aus Montucla 
und Bailly herausgaben, und der letzte Geschichtsschreiber der Astronomie, 
Ferdinand Höfer*: „Le systeme (des spheres) d’Eudoxe fut aussitöt accueilli 
avec enthousiasme dans toute la Grece, peut-ätre parce qwil etait plus absurde 
que .les ii aubresin. Wr. HaH On en porla successivement le nombre jusqwäü 
cinquamte-six, pour arrwer ü les abandonner toutes, comme indignes de la 
scieneeyiis tor. 

In dem grossen Werk Delambre’s, worin die alte Astronomie für sich 
allein nicht weniger als 1270 Seiten einnimmt, ist es-mir nicht gelungen, 
auch nur eih Wort zu finden, womit der Autor die homocentrischen Sphären 
des Eudoxus erwähnt. Delambre las den Commentar des Simplicius über 
die Bücher de coelo und verfertigte Auszüge daraus; er berichtet über 
diese Beschäftigung im ersten Buch Seite 301— 310, aber über die so be- 
merkenswerthe Stelle dieses Commentars, welche die hauptsächlichste Quelle 
unserer Kenntniss des eudoxischen Systems ist, finde ich nicht die geringste 
Andeutung. Vielleicht entging sie ihm, oder vielleicht wollte er den Leser 
nicht langweilen mit der Darlegung von Dingen, welche der Alexandrinischen 
Schule fremd waren, ausserhalb welcher es für ihn keine Geschichte der 
Astronomie gab. Eine scheinbare Anspielung auf das System des Eudoxus 
könnte man jedoch in der folgenden Stelle des Discours preliminaire** 
finden: 

„Platon conseilla aux astronomes de chercher Vexplication des mouwvements 
celestes dans la combinaison de differents cercles: ils swivent ce conseil, et 
faute d’idees assez precises et de bonnes observations, ils multiplient les cercles 
ontre mesure et sans aucun succes.“ Wenn Delambre an dieser Stelle die 
Sphären des Eudoxus meint (zu welchen, wie man sehen wird, Plato die 
Veranlassung gab), so können wir vermuthen, dass er dieses System als 
einen groben Abriss der Theorie der Epieykeln betrachtete. Aber sicher- 
lieh, zwischen den Epicykeln und den homocentrischen Sphären besteht 
selbst nicht eine scheinbare Analogie. Die Vermischung dieser so ver- 
schiedenartigen Dinge findet sich auch bei anderen Schriftstellern, z. B. bei 
Whewell, welcher in seiner Geschichte der induetiven Wissenschaf- 


* Höfer, Hist. de l’ Astronomie. Paris, 1873, p. 186. 
*® Delambre, Astr, anc. vol. I, p. X. 
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ten eine Andeutung über die Sphären des Eudoxus gab, und sie nicht von 
den Epieykeln zu trennen scheint, deren Erfindung er in die Zeiten des 
Plato, ja sogar noch weiter zurück verlegt.” Auch Mädler in seiner Ge- 
schichte der Astronomie** glaubt zu beweisen, dass die Sphären des 
Eudoxus wesentlich dasselbe sind, als die Epicykeln des Ptolemäus, und 
sich von diesen nur durch grössere Verwicklung unterscheiden. 

Der erste, welcher mit einigem Fleiss in das Geheimniss des besagten 
Systems eindrang, scheint Conrad Schaubach gewesen zu sein, welcher unter 
seinen vielen Studien über die Anfänge der griechischen Astronomie der 
Göttinger Gesellschaft der Wissenschaften auch folgende: Von den An- 
sichten des Eudoxus über das Planetensystem*** yvorlegte. Die 
Resultate dieser Untersuchung wurden von ihm in seiner 1802 erschienenen 
schönen Geschichte der griechischen Astronomie vor Eratosthe- 
nes niedergelegt. f Trotz des Fleisses, womit dieser Gelehrte die Quellen 
über diesen Gegenstand studirte, gelang es ihm doch nicht, in den Kern 
dieser Frage einzudringen, ja er verfiel sogar auf Irrthümer bezüglich der 
Zahlen, welche Eudoxus den synodischen Umlaufszeiten der fünf Planeten beilegt. 

Der Einzige, welcher meines Wissens mit theilweisem Erfolg den Ver- 
such machte, einigermassen auf den Grund des Mechanismus der homocen- 
trischen Sphären zu kommen, und welcher ihrem Urheber die gebührende Gerech- 
tigkeit widerfahren liess, war Ludwig Ideler in seiner ausgezeichneten 
Monographie über Eudoxusff in den Abhandlungen der kgl. Akademie zu 
Berlin für die Jahre 1828 und 1830. Ideler erkannte das Grundprincip 
dieser Theorie und wusste sich mit Hilfe eines gewöhnlichen Globus an- 
näherungsweise Rechenschaft darüber zu geben, auf welche Art und Weise 
Eudoxus die Stillstände und Rückläufe der Planeten und ihre Bewegung 
in Bezug auf Breite erklärte. Da sich seine Arbeit jedoch über ein um- 
fassenderes Thema verbreitete, so drang er nicht hinreichend in das Stu- 
dium dieser zusammengesetzten Bewegungen ein und verschiedene Punkte 
blieben ihm unklar; von anderen gab er keine genügende Erklärung. Aber 
immerhin bleibt ihm das Verdienst, in dieser Frage den entscheidendsten 
Schritt gethan zu haben. 


* Whewell, Geschichte der inductiven Wissenschaften; Ausgabe von Littrow, 
Band 1, 137— 139. 
** Mädler, Geschichte der Himmelskunde, p. 47. Braunschweig 1873. 
##* Schaubach, Ueber Eudoxus Vorstellung vom Planetensystem; in den 
Göttinger gelehrten Anzeigen für d. J. 1800. No. 54. 
+ Schaubach, Geschichte der griechischen Astronomie bis auf Eratosthenes 
(Göttingen 1802) p. 433 — 442. 
+} Ideler, Ueber Eudoxus. Abhandlungen der Berliner Akademie, hist,.- 
philol. Classe, für d; J. 1828 p. 189— 212; f. 1830, p. 49—88. 
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Von Denjenigen, welche nach Ideler kamen, scheint keiner (ausser 
H. Martin) von seiner Arbeit Notiz genommen zu haben, weshalb man noch 
heutzutage über die Geschichte der Hypothesen des Eudoxus ebenso schreibt, 
wie es ein Jahrhundert früher Montucla und Bailly thaten. Ausnehmen 
müssen wir jedoch Sir George Cornewall Lewis, welcher in seinem Werk 
über die Astronomie der Alten® zeigt, dass er die Abhandlung Ideler's 
kennt, aber ihr nicht die hinreichende Wichtigkeit beilegt; er hat ebenfalls 
den Sinn von den Umlaufszeiten, welche Eudoxus den Planeten beilegt, 
nicht richtig verstanden; jedoch erkannte er mit Recht, dass in diesem 
Problem und der von Eudoxus gegebenen Lösung desselben viele scharf- 
sinnige geometrische Untersuchungen enthalten waren, wenn er auch 
anzunehmen scheint, dass es unmöglich wäre, dieselben ans Licht zu 
bringen.** 

In dieser Schrift habe ich mir vorgenommen, die Arbeit Idelers zu 
vervollständigen und zu berichtigen, sowie den Astronomen und Geometern 
endlich zu zeigen, welche Summe von geistreichen Combinationen in Dem 
verborgen liegt, was Anderen lächerlich oder einer Beachtung unwerth 
schien. Wir werden zuerst eine klare Darlegung der Natur jener eleganten 
sphärischen Epiceykloide sehen, welche Eudoxus Hippopede nennt und die 
den Grundstein seines ganzen Systems bildet. Wir werden die Grenzen 
der Genauigkeit untersuchen, mit welcher die Hypothesen des Eudoxus sich 
den Beobachtungen anpassen konnten; und aus dieser Untersuchung werden 
wir einiges Licht gewinnen (wenn auch nicht in dem Mass, als man es 
wünschen möchte), um die Natur der Reform zu erkennen, welche Callippus 
und Polemarchus später einführten. Wir werden auch die Nothwendigkeit 
und die Ursache jener grossen Anzahl von Sphären begreifen, welche mit 
Unrecht von Denjenigen getadelt wurde, die ihren Zweck nicht verstanden, 
und welche unsern Zeitgenossen eine lächerliche und bemitleidenswerthe 
Sache erscheint, obgleich dieselben unbewusst in der Planetentheorie zehn- 
fachen und hundertfachen Gebrauch von Epieykeln machen, welche sie 
unter dem Namen periodische Glieder unendlicher Reihen 
verbergen. 

Indem wir an die Betrachtung dieser Monumente antiken Wissens 
gehen, lasst uns von der Achtung und Verehrung erfüllt sein, welche Denen 
gebührt, die vor uns eine steile Strasse wandernd, den Weg geöffnet und 


 * Cornewall Lewis, An historical survey of the astronomy of the ancients. 
London, 1862, p. 153 — 156. 

"# It is difficult to understand how these co-revolving orbs were conceived to 
harmonize in producing a single resulting motion: but the Greeks, even in the time 
of Eudoxus, were subtle geometers, and they doubtless had formed a clear iden as 
to the solution of a problem wich was substantially geometrical. Ebendaselbst, p. 210. ” 
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geebnet haben. Von diesen Gefühlen beseelt, können wir zwar auf mangel- 
hafte Beobachtungen und die Wahrheit weit verfehlende Speeulationen 
stossen, aber wir werden nie etwas Absurdes, Lächerliches oder den Regeln 
der gesunden Vernunft Widersprechendes finden. Wenn heutzutage wir, 
die späten Enkel jener berühmten Meister, aus ihren Irrthümern und ihren 
Entdeckungen Gewinn ziehen und zum Giebel des von ihnen gegründeten 
Gebäudes emporsteigend mit unserem Blick einen weiteren Horizont um- 
fassen können, so wäre es thörichte®® Hochmuth, deshalb zu glauben, dass 
wir eine weittragendere und schärfere Sehkraft als sie hätten.‘ Unser 
ganzes Verdienst beruht darin, dass wir später zur‘ Welt gekommen sind. 


II. Die Entstehung der homocentrischen Sphären. 


Schon lange vor Eudoxus hatten die griechischen Philosophen (welche 
damals Physiker, Geometer und Astronomen zugleich waren) verschiedene 
Constructionen erdacht, um auf plausible Art die hauptsächlichsten Erschei- 
nungen, welche sich ihnen in der Stellung und der Bewegung der Gestirne 
darboten, zu erklären. Unter anderen cosmologischen Ansichten der joni- 
schen Schule sind einige Andeutungen über gewisse sonderbare Mecha- 
nismen auf uns gekommen, durch welche sich Anaximander Rechenschaft 
zu geben suchte über die Bewegung der Sonne und des Mondes in Bezug 
auf Declination, und wodurch er die Phänomene der Finsternisse erklären 
wollte. Aber aus diesen Andeutungen kann man keinen präcisen und be- 
friedigenden Begriff gewinnen. Zahlreicher sind unsere Kenntnisse über 
die Schule des Pythagoras und des Plato. In einer anderen Schrift habe 
ich die astronomischen Hypothesen auseinandergesetzt, durch welche es 
Philolaus gelang, die tägliche Bewegung der Planeten, der Sonne und des 
Mondes mit ihren periodischen Bewegungen längs des Thierkreises zu com- 
biniren, und habe gezeigt, welche sichere Vorstellung man von den astro- 
nomischen Ideen des Plato durch das Studium seiner Werke gewinnen kann. 
Aus diesem Studium ergiebt sich die Thatsache, dass man zur Zeit des 
Philolaus noch keinen Versuch machte, die Stillstände und Rückläufe der 
Planeten zu erklären; und aus der unklaren Art und Weise, womit Plato 
über diese Phänomene im 10. Buch der Republik und im Timäus spricht, 
geht hervor, dass er selbst keinen genauen Begriff von dem Gesetz und 
den Perioden hat, in welchen diese vor sich gehen. Er konnte sich jedoch 
von der Unzulänglichkeit der damals aufgestellten Hypothesen überzeugen, 


* I precursori di Copernico nell’ antichitä. Mem. del k. Istituto Jombardo, 
Vol, XII, pag. 342—381. 
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welche wohl annäherungsweise die auffälligsten Himmelserscheinungen er- 
klärten, die aber nicht hinreichend waren, um Rechenschaft zu geben über 
alles das, was schon in jener Zeit aus den Beobachtungen gefolgert werden 
konnte. Eine fortgesetzte Aufmerksamkeit hatte die sonderbare und mannig- 
fach gekrümmte Bewegung der Planeten am Himmel klar gezeigt, und 
Plato selbst fühlte, dass zur Erklärung derselben etwas anderes nothwendig 
sei, als die Annahme von einer nur kreisförmigen Bewegung eines jeden 
Planeten auf einer ihm zugehörigen Sphäre. Deshalb legte er, wie Eude- 
mus in seiner Geschichte der Astronomie erzählt,* den Astronomen die 
Frage vor: „durch welche Annahmen von regelmässigen und geordneten Be- 
wegungen sich die beobachteten Erscheinungen der Planetenläufe darstellen 
liessen.“ 

Diese Aufforderung wurde verstanden und erfasst durch Eudoxus von 
Cnidus (geb. 408, gest. um 355 v. Chr.), welcher ein Schüler Plato’s war 
und grossen Ruhm sowohl in der Geometrie, als auch in der Astronomie 
erwarb. Er war übrigens auch, wie viele Gelehrte jener Zeit, des Studiums 
wegen nach Aegypten gegangen und, mit Empfehlungsbriefen des Sparta- 
ners Agesilaus an den ägyptischen König Nektanabis®* versehen, war es 
ihm möglich, sich in die Geheimnisse ägyptischer Wissenschaft einzuweihen, 
in welcher er einen Priester von Heliopolis, Namens Chonuphis, zum Lehrer 
hatte. Hier lernte er, wenn wir dem Seneca Glauben schenken, die Pla- 
netenbewegungen kennen und brachte über dieselben genauere Kenntnisse, 
als man vorher hatte, nach Griechenland zurück.*** Das zeigt, wie Ideler 
in seiner Abhandlung richtig bemerkt, dass Eudoxus in Heliopolis die 
Dauer der Umlaufszeit und vielleicht auch die Zeitdauer und die verschie- 
denen Erscheinungen der Stillstände und Rückläufe der Planeten, wie sie 
sich den ägyptischen Priestern aus der unmittelbaren Beobachtung ergaben, 
kennen lernte. Nichts giebt uns im alten Aegypten die geringste Andeu- 
tung von tiefen geometrischen Untersuchungen, wie sie für eine wirkliche 
Theorie der Planetenbewegung nothwendig sind. 


mussen urn. 





* Man sehe Anhang 11 $ 1. 

** Es ist nicht sicher, ob es sich hier um den ersten oder den zweiten 
ägyptischen König dieses Namens handelt. Böckh (über die vierjährigen Sonnen- 
kreise der Alten p. 136—142) ist für den ersten und setzt die Reise des Eudoxus 
nach Aegypten in das zweite oder dritte Jahr der hundertsten Olympiade (379 
oder 378 v. Chr.). Ideler ist für den zweiten (Ueber Rudoxus, p. 194-195), 
welcher zwischen den Jahren 362 und 354 regirte. 

*## Eudoxus primus ab Aegypto hos motus in Graeciam transtulit. Seneca, 
(Juaest. nat. VIL, 3. 
+ Die einzige Thatsache, welche dieser Behauptung zu widersprechen 
scheint, ist eine Anspielung auf die Bewegung der Erde, die von Herrn Chabas 
in einem alten ägyptischen Papyrus aufgefunden wurde, in welchem zu einer 
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Aber die Eigenschaft eines Geometers, welche wir den Aegyptern 
nicht zugestehen können, besass Eudoxus im hohen Grad, wie aus vielen 
glaubwürdigen Zeugnissen hervorgeht.* Man erzählt, dass Plato, von jenen 
Deliern angegangen, ihnen zur Lösung des vom Orakel gestellten Problems 
— die Grösse des Altars’ zu verdoppeln unter Beibehaltung der Würfel- 
form — zu verhelfen, zur Antwort gegeben habe, er kenne blos zwei 
Männer, die fähig wären, diese Schwierigkeit zu besiegen, nämlich Eudoxus 
von Cnidus und Helicon von Cyzieus.** Bewährter noch ist das Zeugniss 
des Proclus, eines in der Geschichte der alten Mathematiker sehr bewan- 
derten Autors, welcher den Eudoxus unter Diejenigen zählt, welche jeden 
Zweig der Geometrie weiter ausgebildet haben.*** In der That, Eudoxus 
vermehrte die Zahl der allgemeinen 'Theoreme, von denen jene zwei wich- 
tigen Sätze der körperlichen Geometrie über das Verhältniss der Pyramide 
und des Kegels zum Prisma und Cylinder von gleicher Grundfläche und 
gleicher Höhe ihm zugehören. KEuklid entnahm bei der Zusammenstellung 
seiner Elemente einen beträchtlichen Theil seines Materials den Büchern 
des Eudoxus,f und man vermuthet, dass das fünfte Buch, welches von der 
Theorie der Proportionen handelt, gänzlich diesem Astronomen zugehört.ff 
Eudoxus vervollkommnete überdies die Curvenlehre, deren Anfänge schon 
von Plato herrühren, und betrachtete hauptsächlich diejenigen Curven, welche 
durch die Schnitte der Körper entstehen. Wegen dieses Studiums der 
Curven und der Anwendung desselben auf die Lösung des Problems der 
Verdoppelung des Würfels hatte Eudoxus unter den alten Geometern eine 
grosse Berühmtheit, weshalb Eratosthenes, der seine Lösung dieses 
Problems anführt, ihm den Namen des Göttlichenfff gab. Er betrach- 
tete hauptsächlich die organische Erzeugung der Curven, das ist, ihre 
Beschreibung mit Hülfe gewisser Mechanismen, und wir werden sehen, dass 





hochgestellten Person gesagt wird, dass „die Erde sich nach Belieben bewegt“. 
Der Papyrus hätte, nach Chabas, ohngefähr ein Alter von 4000 Jahren; obige 
Worte sind einem Zeitgenossen des Königs Neb-ka-ra in den Mund gelegt, welcher 
vor der Erbauung der grossen Pyramiden gelebt haben soll! Man wird vielleicht 
klug thun, über diese bedenkliche Frage weitere Aufklärungen abzuwarten. 8. 
Chabas, sur un texte egyptien relatif au mouvement de la terre, in der Zeitschrift 
für ägyptische Sprache und Alterthumskunde. Decbr. 1864. 
* Siehe Ideler in seinem Memoir über Eudoxus; Denkschriften der Berliner 
Akademie, f. d. Jahr 1828, p. 208—212. 
** Plutarch, de genio Socratis, Cap. 8. 
#4 Prochi Diadochi in primum Euclidis elementorum librum commentarii, ed. 
Friedlein (Lipsiae, Teubner 1873), pP. 67. 
7 Ebendaselbst, p. 68. 
++ Ideler, am angef. Ort p. 200 und 207. 
+77 Ebenda, p. 211. 
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seine Hippopede gänzlich unter die Klasse der mechanisch beschriebenen 
Curven gehört. Endlich bezeugt Proclus, dass Eudoxus einer der Ersten 
war, welche sich der analytischen Methode bei der Betrachtung der Eigen- 
schaften der Curven bedienten. 

Aber die Vortrefflichkeit des Eudoxus als’ Geometer ist auch durch 
den Ruf der tüchtigen Mathematiker begründet, die aus der Schule her- 
vorgingen, welche er um das Jahr 375 in der Stadt Cyzicus an den lieb- 
lichen Ufern der Propontis gründete. In der That, Menächmus war sein 
Schüler, welcher zuerst die Eigenschaften der Kegelschnitte systematisch 
studirte und mittelst derselben das Problem von der Verdoppelung des 
Würfels löste. Menächmus war aus Alopeconnesus, einer Stadt des thra- 
cischen Chersones, oder nach Andern aus Proconnesus, einer Insel der Pro- 
pontis nahe bei Cyzicus; wie Eudoxus, studirte auch er die Bewegungen 
der Himmelskörper, und Dinostratus, der Erfinder der Quadratrix, war 
sein Bruder. Zur Schule des Eudoxus gehören noch Helicon und Athe- 
näus, beide von Üyzicus und beide berühmte Geometer; der Erstere war 
auch Astronom und bekannt wegen der Vorhersagung einer Finsterniss. 
Polemarchus, von dem wir sehen werden, dass er- die astronomischen Hy- 
pothesen des Eudoxus zu verbessern bestrebt war, kannte denselben und 
lernte von ihm die homocentrischen Sphären kennen; und endlich war 
Callippus, ebenfalls aus Cyzicus gebürtig, der Schüler des Polemarchus. 
Callippus behauptete nach dem Tode des Eudoxus in Griechenland den 
ersten Rang in der Astronomie und auch er bemühte sich mit Polemar- 
chus und Aristoteles, das System der homocentrischen Sphären zu verbessern.* 

Diese Nachrichten über die Thätigkeit des Eudoxus als Mathematiker 
sind ohne Zweifel hinreichend, um uns verstehen zu lassen, wie er zu dem 
von Plato vorgelegten Problem die elegante Lösung zu geben fühig war, 
welche wir auseinandersetzen wollen und um den von Delambre ausge- 
sprochenen Zweifel über seine Fähigkeit in geometrischen Dingen zu wider- 
legen.** Ich füge mit Ideler die Bemerkung hinzu, dass alle Nachrichten, 
die wir über ihn haben, darauf hinauslaufen, uns in Eudoxus einen Mann 
von praktischer und positiver Geistesrichtung, fern von aller müssigen 
Speculation, zu zeigen. Deshalb hatte er keinen Glauben an die Astrologie, 
welche damals schon ihren Weg von Babylonien nach Griechenland zu 
nehmen begann, und deshalb finden wir bei ihm nicht, wie bei vielen an- 
deren seiner Zeitgenossen und Vorgänger, dass er Ansichten äusserte über 
Dinge, die der Beobachtung und der Erfahrung seiner Zeit unzugänglich 


* Ueber die mathematische Schule zu Cyzikus befinden sieh viele wichtige 
Bemerkungen bei Böckh, die vierjährigen Sonnenkreise der Alten pag. 150-158. 
** Delambre, Astr. anc. I., p. 131. 
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waren. So zum Beispiel beschränkte er sich, anstatt wie andere über das 
Wesen der Sonne zu speculiren, darauf zu sagen, dass er gern das Schick- 
sal des Phaöthon ertragen wolle, um herauszubringen, was die Sonne eigent- 
lich sei.* s Ur. 

So war der Mann beschaffen, welcher die von Plato an die Astrono- 
men seiner Zeit gerichtete Aufforderung annahm. Um das grosse Problem 
zu lösen und um zu einer rationellen Erklärung der Bewegungen der Him- 
melskörper zu kommen, war es vor Allem nothwendig, ein Prineip festzu- 
stellen, dem sich alle anpassen konnten, und dieses war: dass der Bau der 
Welt nach einem einzigen allgemeinen Gesetz geordnet sei.®* Den griechi- 
schen Astronomen mangelte das physikalische Gesetz der allgemeinen Gra- 
vitation, sie mussten sich daher an geometrische Gesetze halten, selbst auf 
die Gefahr hin, etwas Willkürliches anzunehmen. Nun aber bot der täg- 
liche Umschwung des Fixsternhimmels eine gleichförmige Kreisbewegung 
dar, und ebenso schien den Beobachtungen jener Zeit zufolge die Be- 
wegung der Sonne und des Mondes gieichförmig in Kreisbahnen vor sich 
zu gehen. Aber weil die Bewegungen der Gestirne alle von denselben 
Gesetzen abhängen mussten, so wurde mit Recht durch Analogie geschlossen, 
dass die im Lauf der Planeten beobachteten Unregelmässigkeiten nur 
scheinbar sein könnten und sich ebenfalls durch das Zusammenwirken von 
mehreren gleichförmigen Kreisbewegungen erklären lassen müssten. Dieses 
Axiom, welches nach Geminus*** die Pythagoräer zuerst aussprachen, wurde 
vom ganzen Alterthum als unerschütterliche Basis der astronomischen Hy- 
pothesen angenommen, und mit Recht, denn ohne dasselbe wären die Alten 
nur in Willkür und Verwirrung gerathen. Dieses Axiom behauptete in 
der ganzen Astronomie bis auf die Zeiten des Keppler, welcher die ellip- 
tische Bewegung statt der kreisförmigen einführte, seine Autorität. Ja 
Keppler selbst gehorchte noch diesem Princip, als er die gleichmässige Be- 
schreibung der Flächenräume aussprach; sogar nach ihm fügten sich Bouillaud 
und Seth Ward demselben, als sie die einfache elliptische Hypothese 
erdachten, in welcher man eine gleichförmige Winkelbewegung der Planeten 
um ‚denjenigen Brennpunkt der Ellipse annimmt, in dem die Sonne nicht 
steht. Sein Ansehen wurde nicht eher vollständig vernichtet, als bis durch 


* Ideler a. a. OÖ. p. 198, auf die Autorität des Plutarch hin. 

**  Ante omnia, quae ad mathematicarum rerum considerationem spectant, 
est principiorum sumptio, wt inter ommnes conwenit. Quorum primum est, mundi 
compositionem existere ordinatim ope unius principü administratam.“ So der pla- 
tonische Philosoph Dercyllides bei Theön Smyr. (Theonis Astr. ed. H. Martin, 
2. 327.) Niemand wird zu behaupten wagen, dass in unserer Zeit eine andere 
Ansicht gilt. 

FR Gemini isagoge ad ee Cap. I. 

Supplem. z. hist.-lit. Abth.d. Ztschr. f. Math. u. Phys. 8 
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Galilei, Newton und ihre Nachfolger das metaphysische Element gänzlich 
vom Studium der Natur ausgeschlossen wurde. 

Eine andere Bedingung, der sich jene, welche zuerst über den Bau 
des Universums nachdachten, fügen mussten, war die, für denselben die 
grösste Einfachheit und Symmetrie anzunehmen. So bildeten im System des 
Philolaus die Bahnen der Himmelskörper ein System von Kreisen, die um 
ein gemeinsames Üentrum beschrieben waren; und dieselbe Regel, oder 
wenigstens eine ähnliche, ist in den verschiedenen Systemen des Plato be- 
obachtet. An dieser Grundanschauung hielt auch Eudoxus fest und stellte 
sich vor, dass alle seine Sphären eoncentrisch um die Erde und symmetrisch 
zu ihr beschrieben seien,* weshalb ihnen in den späteren Zeiten mit Recht 
der Name homocentrische Sphären beigelegt wurde. Durch diese An- 
nahme wurde das Problem viel schwieriger, weil dadurch diesen Sphären 
jede fortschreitende Bewegung genommen wurde und dem Geometer zur 
Erklärung der Phänomene nichts anderes übrig blieb als die Combination 
ihrer Rotationsbewegungen; aber dem Bau der Welt wurde dadurch eine 
Eleganz bewahrt, von welcher die Constructionen des Hipparch, des Ptole- 
mäus und aller Andern, selbst des Copernicus, weit entfernt blieben und 
welche bis zu den Zeiten des Keppler ihres gleichen nicht wieder fand. 
Diese Ooncentrieität der himmlischen Sphären hatte ausserdem noch den 
Vortheil, dem Zeugniss der Sinne und den damaligen Meinungen der alten 
Physiker nicht zu widersprechen. Man musste auch alles Mögliche ver- 
suchen, bevor man daran ging, am Himmel ein so unsymmetrisches und 
willkürliches Element, wie die excentrische Bewegung, einzuführen, ganz 
abgesehen von dem natürlichen Widerstreben, das sich von vornherein der 
Zulassung von Kreisbewegungen der Himmelskörper um nur ideale Mittel- 
punkte, ohne alle sinnliche Kennzeichen, entgegenstellen musste. 

Eudoxus dachte sich deshalb ungefähr, wie vor ihm Plato, dass jeder 
Himmelskörper von einer um zwei Pole in gleichförmiger Rotation dreh- 

baren Sphäre in kreisförmige Bewegung versetzt würde. Er nahm ausser- 
dem an, dass derselbe in einem Punkt des Aequators dieser Sphüre be- 
festigt sei, so dass er während der Rotation einen grössten Kreis beschrieb, 
dessen Ebene senkrecht auf der Rotationsaxe stand. Zur Erklärung der 
Veränderungen der Geschwindigkeiten der Planeten, ihrer Stillstände und 
Rückläufe und ihrer Abweichung nach rechts und links in Bezug auf Breite 


* Man sehe Anhang Il, wo Simplieius diese Concentrieität ausdrücklich be- 
hauptet. Diese wird übrigens aus der Gesammtheit aller Eigenschaften des 
Systems klar. Dadurch ist mit einem Strich die Ansicht Derjenigen widerlegt, 
welche im System des Eudoxus den Keim für die Theorie der Epicykeln sehen 
wollten, welche später von Hipparch und den alexandrinischen Astronomen auf- 
gestellt wurde, 


— 115 — 


genügte diese Hypothese nicht, und man musste annehmen, dass auf den 
Planeten mehrere der vorigen analoge Bewegungen wirken und dadurch 
zusammen jene einzige scheinbar unregelmässige Bewegung, welche die Be- 
obachtung ergibt, hervorbringen. Eudoxus setzte deshalb fest, dass die 
Pole der den Planeten tragenden Sphäre nicht unbeweglich bleiben, sondern 
von einer grösseren der ersten concentrischen getragen würden, welche 
gleichförmig und mit einer ihr eigenthümlichen Geschwindigkeit um zwei 
von den vorigen verschiedene Pole rotire. Da man jedoch auch durch 
diese Annahme die Erscheinungen für keinen der sieben Planeten darstellen 
konnte, so befestigte Eudoxus die Pole der zweiten Sphäre auf einer dritten, 
welche zu den beiden ersten concentrisch und grösser als diese war. Dieser 
theilte er ihre besonderen Pole und ihre besondere Geschwindigkeit zu. 
Und wo drei Sphären nicht genügten, fügte er eine vierte hinzu, welche 
die drei ersten einschloss, die zwei Pole der dritten Sphäre enthielt und 
mit einer ihr eigenen Geschwindigkeit um ihre Pole rotirte. Durch die 
Untersuchung der Wirkungen dieser Zusammensetzung von Bewegungen 
fand Eudoxus, dass durch geeignete Wahl der Stellung der Pole und der 
Rotationsgeschwindigkeiten man wohl die Bewegungen der Sonne und des 
Mondes darstellen könne, wenn man für jeden dieser beiden Himmelskörper 
drei Sphären annehme. Für die verwickelteren Bewegungen der Planeten 
fand er jedoch vier Sphären nothwendig. Die bewegenden Sphären eines 
jeden Gestirns machte er vollständig unabhängig von denen, welche zur 
‚Bewegung der anderen dienten. Für die Fixsterne genügte eine einzige 
Sphäre, welche die tägliche Umdrehung des Himmels hervorbringt. Die 
von Eudoxus eingehaltene Reihenfolge der Planeten war mit der- des 
Plato identisch; die Zusammenstellung des Systems war die im folgenden 
Schema: 


Name und Reihenfolge Anzahl der 
der Gestirme: bewegenden Sphären: 
Sun anna 
Jupiter 4 
Mars . 4 
Merkur 4 
Venus 4 
Sonne ah aa 
Maiden. sauer Bolntehen #9» 


Die Gesammtzahl der bewegenden Sphären betrug also 26 und noch 
eine dazu für die Fixsterne. Man findet nirgends, dass Eudoxus nach der 
Ursache dieser Rotationsbewegungen, oder nach der Art der Uebertragung 
derselben von einer Sphäre auf die andere, geforscht hätte; ebensowenig 
fragte er nach ihrem Stoff, ihrer Grösse, ihren Durchmessern und ihren 
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gegenseitigen Abständen. Nur nach Archimedes* scheint es, dass Eudoxus 
die Sonne neun mal grösser als den Mond setzte, und daraus können wir 
schliessen, dass er dieselbe neun mal weiter entfernt &ielt als den Mond. 
Er konnte zu dieser Schätzung durch das aufmerksame Studium der Phasen 
des Mondes in seinen verschiedenen Elongationen von der Sonne leicht ge- 
langen. Eudoxus enthielt sich also gänzlich der Untersuchung solcher 
Fragen, welche auf sein Problem, nämlich die geometrische Darstel- 
lung der Phänomene, kemen Einfluss hatten, und dieses zeugt ebenfalls 
von der Besonnenheit und Nüchternheit seines Geistes. Er versuchte auch 
nicht die bewegenden Sphären eines Planeten mit denen der vorhergehen- 
den und folgenden zu. verbinden und nahm an, dass die zur Bewegung 
eines jeden Planeten gehörigen Sphären ein isolirtes, von den übrigen un- 
abhängiges System bilden. Alles dies lässt uns glauben, dass für ihn die 
Sphären die Elemente einer mathematischen Hypothese waren, und nicht 
etwa wirklich bestehende Dinge; deshalb wird ihm mit Unrecht der Vor- 
wurf gemacht, dass er das Weltall in krystallene Schalen eingeschlossen 
habe, deren Anzahl er ohne Zweck bedeutend gross annahm. 

Eudoxus legte seine Hypothesen in einem Werk über die Geschwin- 
digkeiten (reol raywv) nieder, welches, wie alle seine andern Schriften, 
verloren gegangen ist.** Aristoteles, welcher nur um eine Generation 
jünger als Eudoxus war, und über diesen Gegenstand mit Polemarchus, 
einem Bekannten desselben, sich besprach, musste sichere Kenntnisse über 
den Mechanismus dieser Sphären haben, weshalb der kurze, aber genaue, 
wenn auch unvollständige Bericht, welchen er im 12. Buch der Meta- 
physik davon gibt, viele Beachtung verdient. Wahrscheinlich sprach auch 
Theophrastus in seiner verloren gesangenen Geschichte der Astronomie 
davon, man erzählt sogar, dass er den für die Bewegung der Planeten be- 
stimmten Sphären den Namen „ungestirnte (@v«orvog)“#** gab. Sicher ist 
ferner, dass Eudemus im 2. Buch seiner Geschichte der Astronomie ausführlich 
über das System des Eudoxus handelte, und von Eudemus schöpfte Sosigenes (der 
Reformator des Kalenders) deri Bericht, den er mit vieler Weitläufigkeit in 
seinem Commentar zu den Büchern de coelo gibt. Dieser Commentar ist ver- 
loren gegangen, aber ein langer Auszug davon im Commentar des Simplicius 
zum 2. Buch de coelo ist uns noch erhalten. Dieser ist unsere hauptsächlichste 
Quelle, welche auch sehr glaubwürdig ist, da sie auf Eudemus zurückgeht, 
einen Zeitgenossen des Aristoteles, welcher nur kurze Zeit nach Eudoxus 


* In der Sandrechnung (ar@narius). 
** 5, Anh. II., $ 2. Es wird dieses eine der schönen Abhandlungen sein 
(nallıora vrouvnuete), welche nach Diogenes Laörtius Eudoxus schrieb. 
*+#19. Anhalk 
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lebte.* Gestützt auf diese Autoritäten werde ich nun nacheinander die 
Theorie, welehe Eudoxus für jeden der sieben Planeten erdachte, auseinan- 
dersetzen und werde mit dem uns am nächsten stehenden, dem Monde, 
anfangen. 


III. Mondstheorie des Eudoxus. 


Die Theorie, welche sich Eudoxus bildete, um den Lauf des Mondes 
zu erklären, ist sehr einfach. Nach dem einstimmigen Bericht des’ Aristo- 
teles und Simplieius waren die Bewegungen des Mondes durch die gleich- 
förmige Rotation dreier Sphären hervorgebracht; die erste und äusserste 
derselben bewegte sich in demselben Sinn, wie die Fixsterne, die zweite 
um die Axe des Thierkreises, die dritte auf einem schief in die Zone des 
‚bodiakus gestellten Kreis. Die erste derselben brachte durch ihre Rotation 
von Ost nach West die tägliche Umdrehung hervor. Die zweite verur- 
sachte durch ihre Bewegung von West nach Ost den monatlichen Umlauf. 
Die dritte Sphäre bewegt sich nach Simplieius im entgegengesetzten Sinn 
mit der zweiten und im gleichen Sinn mit der ersten. Sie dreht sich lang- 
sam um eine Axe, welche auf der Ebene des vom Mondmittelpunkt be- 
schriebenen Kreises senkrecht steht. Die Neigung dieser Ebene gegen die 
Ebene der Ekliptik war gleich der grössten vom Mond erreichten Breite. 
Die Hinzufügung dieser dritten Sphäre war nach Simplieius deshalb noth- 
wendig, weil der Mond seine nördlichste und südlichste Breite nicht immer 
in denselben Punkten des Thierkreises zu erreichen scheint, sondern diese 
Wendepunkte stets in einem der Ordnung der Thierkreiszeichen entgegen- 
gesetzten Sinn fortbewegt. Deshalb nahm man an, dass die Bewegung 
dieser Sphäre. in einem mit; der Umdrehung der Fixsterne gleichen Sinn 
vor sich gehe. 

Die Erklärung des Simplicius lässt an Deutlichkeit nichts zu wünschen 
übrig, und man erkennt leicht, dass die drei Sphären dazu bestimmt waren, 
Rechenschaft von den drei Bewegungen des Mondes zu geben, welche Eu- 
doxus kannte: nämlich der täglichen, der siderischen monatlichen und der 
rückschreitenden der Knoten der Mondsbahn auf der Ekliptik: Es wäre 
hier weiter . nichts zu bemerken, wenn die den Sphären zugehörigen Ge- 
schwindigkeiten bei Simplieius nicht unrichtig angegeben wären. 





* Da Aristoteles und Simplieius die einzigen Quellen sind, aus denen wir 
für unseren Gegenstand schöpfen können, so sind im Anhang I und II Auszüge 
hieraus in deutscher Uebersetzung mitgetheilt. Anhang I enthält die betreffende 
Stelle des Aristoteles, und Anhang II die des Simplicius, welche grossentheils 
dem -Sosigenes entnommen ist. Um bequem darauf verweisen zu können, wurden 
diese Auszüge in numerirte Paragraphen abgetheilt. 


— 118 — 


In der That ist offenbar, dass, wenn die Sachen so stünden, wie es 
Simplicius angibt, wenn also die innerste Sphäre diejenige wäre, welche 
sich sehr langsam dreht und bestimmt ist, die Zurückweichung der Knoten 
zu erklären, der Mond dann während der sehr langen Umdrehungszeit, 
welche dieser Schriftsteller der dritten Sphäre beilegt, die, wie dem Eu- 
doxus wahrscheinlich nicht unbekannt war, 223 Lunationen beträgt, nur 
ein einziges Mal durch einen gegebenen Knoten gehen könnte. Um den 
Durchgang des Mondes durch seine Knoten in der Anzahl, wie man sie 
beobachtet, zu erhalten, ist es nothwendig, die Geschwindigkeiten der beiden 
inneren Sphären zu vertauschen, das heisst anzunehmen, dass die innerste 
Sphäre die monatliche Bewegung des Mondes in ohngefähr 27 Tagen be- 
schreibt,* auf einem Kreis, der gegen die Ekliptik unter einem Winkel 
geneigt ist, welcher der grössten Breite, die der Mond erreichen kann, 
gleichkommt: alsdann muss man diesen schiefen Kreis von der zweiten 
Sphäre während einer Zeitdauer von 223 Lunationen in retrograder Be- 
wegung auf der Ekliptik drehen lassen; endlich ist anzunehmen, dass die 
beiden inneren Sphären in demselben Sinn, wie die Fixsterne von der äussersten 
gedreht werden. Auf diese Weise geht alles im Einklang mit der Beobach- 
tung vor sich, und so dachte sich ohne Zweifel Eudoxus die Sache. Der 
Irrthum des Simplicius wurde auch von Ideler erkannt.** 

Wir erfahren dadurch genau, bis zu welchem Grad der Vollkommen- 
heit in jener Zeit bei den Griechen das Studium der Bewegungen des Mon- 
des gelangt war. Die Beobachtungen waren bis zu dem Punkt gekommen, 
die Bewegung des Mondes nach Breite, und die Zurückweichung der Knoten 
der Mondsbahn erkennen zu lassen. Wenn wir die höchst unvollkommenen 
Beobachtungsmittel jener Zeiten in Betracht ziehen, und wenn wir bedenken, 
dass alles darauf hinauslief, die Stellung des Mondes unter den Sternen 
auf einem roh construirten Globus anzumerken, so wird man jenen Astro- 
nomen Eifer und Fleiss nicht absprechen können. Eudoxus erkannte eine 
Unregelmässigkeit der Bewegung in Bezug auf Länge noch nicht, oder liess 
sie wenigstens nicht zu; aber wir werden bald sehen, dass Callippus um 
das Jahr 325, also zwanzig oder dreissig Jahre nach Eudoxus, davon Kennt- 
niss hatte. Von dem Fleiss, womit man damals die Bewegungen des Mon- 
des und alles, was auf denselbeu Bezug hatte, studirte, berichten auch die 
Schriften des Opuntiers Philippus, eines Freundes und Schülers des Plato 


* Der Leser wird leicht sehen, dass die Umlaufszeit des Mendes auf der 
innersten Sphäre gleich dem Drachenmonat angenommen werden muss, d. i. gleich 
dem Zeitintervall, das der Mond von einem Knotenpunkt bis zum Wiedereintritt 
in denselben nothwendig hat, also 27 Tage 5 Std. 5 M. 36 See. 

** Man sehe die mit den meinigen identischen Ansichten Ideler’s in den 
Abhandlungen der Berl, Ak. 1830 p. 77 hist.-philol. Classe. 
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und Zeitgenossen des Eudoxus. In diesen Schriften ist ein Buch über die 
Grösse der Sonne, des Mondes und der Erde eitirt, ein anderes 
über die Entfernung der Sonne und des Mondes, und ein drittes 
über die Verfinsterungen des Mondes.* Wir haben schon angedeutet, 
dass nach Archimedes Eudoxus mit dem Verhältniss der Grösse der Sonne 
und des Mondes sich beschäftigte; auch spricht Archimedes von einem ge- 
wissen Phidias, welcher über dasselbe Problem nachdachte und die Sonne 
für 12 Mal grösser als den Mond hielt. ** 

Aber der deutlichste Beweis von den Fortschritten, welche‘ man zu 
den Zeiten des Eudoxus im Studium der Mondsbewegung machte, liegt 
darin, dass man gerade in jenen Zeiten die Finsternisse voraus zu bestim- 
men begann, und dass diese Bestimmungen durch die Beobachtung bestä- 
tigt wurden. Von Helikon aus Cyzicus, einem Schüler des Eudoxus, er- 
zählt man, dass er während seines Aufenthalts mit Plato und Aristippus 
am Hof des Dionysius II. von Syrakus eine Sonühenfinsterniss vorhersagte, 
welche wirklich eintraf, und dass ihn Dionysius deshalb mit einem Talent 
belohnte. Man glaubt, dass dieses jene Finsterniss war, welche nach unse- 
ren astronomischen Tafeln auf den 12. Mai 361 v. Chr. trifft.=#* Wir 
möchten jedoch damit nicht behaupten, dass die griechischen Astronomen 
schon die Parallaxen in Rechnung zu ziehen verstanden, und dass sich ihre 
Vorausbestimmungen der Sonnenfinsternisse immer bewahrheiteten. Es ist 
eher glaublich, dass Helikon in seinem Erfolg eben so sehr vom Glück, 
als von seinem Wissen unterstützt wurde. Aber es ist kein Zweifel, dass 
die Kenntniss der Bewegung der Mondsknoten die griechischen Astronomen 
schon in jenen Zeiten in die Lage setzte, bestimmen zu können, in welchen 
Monaten des Jahres sowohl Monds- als Sonnenfinsternisse zu erwarten 
wären, und zu entscheiden, welche Conjunctionen und Oppositionen dazu 
am geeignetsten sind. Mit diesen Kenntnissen konnte man schon mit Er- 
folg die Vorhersagung des grössten Theils der Mondfinsternisse versuchen; 
bezüglich der Sonnenfinsternisse musste sich der Astronom beschränken, die 
Epochen anzugeben, in welchen dieselben erwartet werden konnten, und es 
zugleich hinnehmen, wenn er in vielen Fällen seine Erwartung nicht be- 
friedigt sah. 

* Böckh, Ueber die vierjährigen Sonnenkreise der Alten pag. 36. Weil 
der Opuntische Philippus über die Grösse der Erde schrieb, so ist es nicht un- 
wahrscheinlich, dass er zur Zahl derjenigen Mathematiker gehört, von denen 
Aristoteles (de coelo II, 14) berichtet. 

** Archimedes, in der Sandrechnung. 

*## Als Beleg hierzu s. Böckh, die vierj. Sonnenkr. d. A. p. 153—154. 

7 Uebrigens haben dieses schon die chaldäischen Astronomen einige Jahr- 
hunderte vor Eudoxus verstanden; denn es war nicht möglich, die Mondsfinster- 
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IV. Sonnentheorie des Eudoxus. 


Ueber diese Theorie lehrt uns Aristoteles, dass sie von drei Sphären 
abhing, welche fast auf dieselbe Weise, wie die drei Sphären des Mondes, 
geordnet waren; eine derselben hatte dieselbe Bewegung, wie die tägliche 
Rotation des Fixsternhimmels, die zweite bewegte sich nach dem Thier- 
kreis und die dritte nach einem Kreis, der schief in die Breite des Thier- 
kreises gestellt war. Aristoteles bemerkt, dass die Neigung dieses Kreises 
gegen die Ebene der Ekliptik für die Sonne geringer ist, als für den 
Mond. Simplicius, der dem Sosigenes folgte und sich mit diesem auf das 
Werk des Eudoxus rrgl ra/wv bezieht, bestätigt die Angaben des Aristo- 
'teles. Er fügt alsdann hinzu, dass die Bewegung der dritten Sphäre nicht 
(wie beim Mond) im entgegengesetzten Sinn mit der zweiten vor sich gehe, 


nisse zu beobachten, von deren Beobachtung in Babylonien Ptolemäus im Alma- 
gest berichtet, wenn die Beobachter nicht schon einigermassen darauf vorbereitet 
waren. Unter diesen Finsternissen sind einige von zwei oder drei Zoll, welche 
ohne Zweifel auch einem modernen Beobachter entgehen würden, wenn er nicht 
vorher Kenntniss davon hätte. Drei dieser Finsternisse wurden während 18 Mo- 
naten in den Jahren 721 und 720 v. Chr. beobachtet. Zudem ist für den grössern 
Theil derselben die Zeit des Eintritts angegeben, was vermuthen lässt, dass die 
Aufmerksamkeit schon vorher darauf gelenkt war. Deshalb war ich immer der 
Ansicht, dass die Chaldäer schon zu den Zeiten Nabonassar’s es verstanden, 
wenigstens näherungsweise die Zeit zu bestimmen, zu welcher man eine Monds- 
finsterniss erwarten konnte, und dass sie dieses mittelst des Cyklus von 223 Lu- 
nationen, der von ihnen durch lange fortgesetzte Beobachtungen gefunden wurde, 
bewerkstellisten. Eine neue Entdeckung "bestätigt diese meine Ansicht. Herr 
Smith hat vor Kurzem eine in Keilschrift geschriebene assyrische Tafel entziffert, 
deren Sinn folgender ist: „seinem königlichen Herrn, dessen treuer Diener Abil-Istar. 
Der Friede begünstige meinen königlichen Herım, Nebo und Merodach seien ihm 
günstig; die Götter schenken ihm langes Leben, Gesundheit und Zufriedenheit. Wegen 
der Mondsfinsterniss schickte mich mein König nach Akkad; ich habe die Beobach- 
tung in der Stadt Akkad gemacht; die Finsterniss ist eingetroffen. Wegen der Sonnen- 
finsterniss habe ich die Beobachtung gemacht; die Finsterniss ist nicht eingetroffen, 
und dieses berichte ich meinem Herrn. Die Mondsfinsterniss, welche wirklich 
eintraf, bezieht sich auf die Hititer, und bedeutet Untergang für Phönicien und 
für die Chaldäer. Unser Herr wird Frieden haben und die Beobachtung zeigt für 
ihn kein Unglück an. Ruhm sei mit meinem königlichen Herrn.“ Wir lernen 
hieraus unter anderm folgendes: 1.° Dass die Chaldäer und Assyrer vor dem Un- 
tergang des assyrischen Reichs den Eintritt von Monds- und Sonnenfinsternissen 
vorher zu bestimmen pflegten; wahrscheinlich mit Benützung des Cyklus von 
223 Lunationen. 2.° Dass ihre Regeln beim Mond Erfolg hatten, aber bei der 
Sonne auf Irrthümer führen konnten, was andeutet, dass sie die Parallaxen nicht 
zu berücksichtigen verstanden; auch Diodorus versichert dasselbe in seinem 2. Buch. 
3.° Dass die Chaldäischen Astronomen und Astrologen diesen Phänomenen wich- 
tigen Einfluss auf Staatsangelegenheiten zuschrieben. 
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sondern in demselben Sinn ($ 2), das ist nach der Ordnung der Thier- 
kreiszeichen, und dass diese Bewegung bei Weitem langsamer ist, als die- 
jenige der zweiten Sphäre. Die Gesammtheit dieser Angaben zeigt. hin- 
reichend, wie nach Eudoxus die Natur der Bewegungen der Sonne beschaffen 
war. Zum besseren Verständniss derselben dienen folgende Bemerkungen: 

Vor allem ist zu bemerken, dass bezüglich der Geschwindigkeiten der 
beiden inneren Sphären Simplicius hier in denselben Irrthum verfallen ist, 
auf welchen wir schon beim Mond aufmerksam gemacht haben. \ Wenn 
wirklich, wie er will, die dritte Sphäre sich sehr langsam auf einem schief 
zur Ebene der Ekliptik stehenden Kreis bewegte, so ist klar, dass dadurch 
die Sonne im Allgemeinen entweder in eine nördliche oder in eine südliche 
Breite versetzt würde; da nun die Veränderungen ihrer Breite sehr lang- 
sam angenommen werden, so würde der Mittelpunkt dieses Gestirns nicht 
sowohl, wie Simplieius andeutet, einen grössten Kreis, sondern vielmehr 
einen kleineren Kreis parallel zur Ekliptik beschreiben. Dieser Widerspruch 
in der Auseinandersetzung des Simplieius (welche übrigens sehr klar, ge- 
nau, wenn auch nicht vollständig ist) zeigt, dass man hier, wie schon beim 
Mond, die langsame Bewegung der zweiten Sphäre und nicht der dritten 
zutheilen muss, und dass dieselbe längs des Thierkreises vor sich gehend 
anzunehmen ist; ferner, dass die Bewegung der dritten Sphäre in ohnge- 
fähr einem Jahr® auf jenem schiefen grössten Kreis, welchen der 
Mittelpunkt der Sonne zu beschreiben scheint, vor sich gehen 
muss. Dieser grösste gegen die Ekliptik sehr wenig geneigte Kreis wird 
von der zweiten Sphäre um die Axe des Thierkreises gedreht und. seine 
Knotenpunkte auf der Ekliptik rücken, wie Eudoxus annahm, langsam vor- 
wärts, anstatt sich rückwärts zu bewegen, wie die des Mondes. 

Zweitens sehen wir, dass die jährliche Bewegung der Sonne auf ihrem 
Kreis hier vollständig gleichförmig vor sich geht. Eudoxus wies also jede 
Unregelmässigkeit in der Bewegung der Sonne zurück. Ich sage, er wies 
sie zurück, weil ihm nicht unbekannt sein konnte, dass Meton und 
Euktemon 60 oder 70 Jahre vor ihm durch fleissige Beobachtung der 
Solstitien und Aequinoetien die damals fast unglaubliche Thatsache zur 
Evidenz gebracht hatten, dass die Sonne nicht gleich viel Zeit zur Be- 
schreibung der vier zwischen den Aequinoctial- und Solstitialpunkten ge- 


* Ich sage „ohngefähr‘“ in einem Jahr, weil, da die Sonne von den 
beiden letzten Sphären zur Längenbewegung veranlasst wird, die Geschwindig- 
keit derselben gleich der Summe der Geschwindigkeiten dieser beiden Sphären 
ist. Deshalb muss die Geschwindigkeit in der dritten Sphäre etwas kleiner sein 
als diejenige, welche wir mittlere Bewegung nach der Länge nennen, und 
die Umlaufszeit in der dritten Sphäre muss etwas mehr als ein tropisches Jahr 
betragen, 


legenen Quadranten ihrer Bahn gebraucht.* Eudoxus musste also noth- 
wendigerweise die Dauer der vier Jahreszeiten gleich lang annehmen, wo- 
für wir auch einen anderen, direeten Beweis haben. In der That, in einem 
alten griechischen Papyrus, welcher Auszüge aus dem Eudoxischen Kalen- 
der enthält und der deshalb unter dem Namen des Eudoxischen Papy- 
rus** bekannt ist, befindet sich die deutliche Angabe, dass Eudoxus den 
vier Jahreszeiten eine gleichmässige Dauer von 91 Tagen beilegte, mit 
Ausnahme des Herbstes, dem er 92 Tage zutheilte, um die Gesammtsumme 
der 365 Tage des Jahres zu erhalten. 

Aber der sonderbarste und beachtenswertheste Umstand, welcher sich 
in der Sonnentheorie des Eudoxus darbietet, ist die in derselben gemachte 
Unterscheidung zwischen der festen Ebene der Ekliptik und der als be- 
weglich angenommenen Ebene der jährlichen Sonnenbahn. Es wird ange- 
nommen, dass die Ebene dieser Bahn, wie die des Mondes, gegen die Ebene 
der Ekliptik unter einem kleinen, constanten Winkel geneigt sei, und ihren 
Knoten, das ist ihren Durchschnittspunkten mit der Ekliptik, muss man 
nach Eudoxus eine langsame Bewegung in der Ordnung der Thierkreis- 
zeichen mittheilen. Die Geschichtsschreiber der Astronomie haben dieser 
Annahme nicht die hinreichende Beachtung gewidmet; von Anderen wurde 
sie nicht richtig gedeutet und mit dem hiervon ganz verschiedenen Phä- 
nomen der Präcession der Nachtgleichen verwechselt. Es ist also noth- 
wendig, diesen Punkt mit einiger Genauigkeit zu betrachten, um das Dunkel, 
in welches er gegenwärtig noch gehüllt ist, zu lichten. Der Bequemlich- 
keit unserer Auseinandersetzungen wegen wollen wir diesem Phänomen den 
Namen Nutation der Sonnenbahn beilegen. 


en nd ei be r. 


* Man sehe hierüber den Abschnitt VII dieser Schrift. 

** Dieser Papyrus, dessen Entstehung Böckh mit Gewissheit in die Jahre 
193 —190 v. Chr. versetzt, und der viele Angaben bezüglich des Kalenderwesens 
auch von Astronomen nach Eudoxus enthält, befindet sich im Museum des Louvre 
zu Paris. Weiteres hierüber sehe man: Brunet de Presle im vol. XVIII der Notices 
et extraits de la bibliotheque du roi, Theil II; Böckh, über die vierj. Sonnenkr. 
d. A. p. 197— 226; Letronne, Journal des savants, anno 1839. Auszüge, welche 
Bezug auf diesen Gegenstand haben, wurden im «griechischen Original publicirt 
von Wachsmuth, in seiner Ausgabe des Buches de Ostentis di Giovanni Lido, 
Teubner, Leipzig 1863, pp. LIX, und 273—275. Man pflegt ihn den Eudoxischen 
Papyrus zu nennen, weil auf der Rückseite ein Akrostichon von zwölf Versen 
steht, deren Anfangsbuchstaben die Worte Evdo&ov Teyvn, ars Eudoxi bilden. 
Nach der Meinung des Böckh und Mommsen (s. Böckh und Wachsmuth a. a. O.) 
wäre dieses sonderbare Ueberbleibsel des Alterthums ohngefähr als ein Collegien- 
heft zu betrachten, in welches die Studenten, richtig oder fehlerhaft, aufzuschrei- 
ben pflegen, was sie sich von den Vorträgen der Professoren merken wollen. Der 
Papyrus ist in der That voll von Irrthümern, und ohne alle Ordnung nieder- 
geschrieben. 
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Simplicius ($ 2) gibt den Grund an, warum Eudoxus die dritte Sphäre 
der Sonne, welche diese Nutation hervorbringt, einführte. Dem Eudoxus, 
sagt er, und seinen Vorgängern* schien die Sonne drei Bewegungen 
zu haben, nämlich die des Fixsternhimmels, dann eine der vorigen entgegen- 
gesetzte durch die zwölf Zeichen und drittens eine zum mittlern Kreis des 
Zodiacus seitliche; letzteres wurde daraus geschlossen, dass die Sonne in 
den Sommer- und Wintersolstitien nieht immer in demselben Punkt des 
Horizontes aufgeht.“®* Wir lernen hieraus, dass schon Astronomen vor 
Eudoxus bei der Sonne eine Abweichung im Sinn der Breite und eine Ver- 
änderung der Punkte, in denen die Solstitien und Aequinoetien eintreffen, 
vermutheten. Dieses wird Jemandem, der heut zu Tage die Elemente der 
Astronomie aus Büchern studirt, sonderbar scheinen, es war aber durchaus 
nicht sonderbar für jene Männer, welche die ersten Fundamente dieser 
Wissenschaft mit Hilfe unvollkommener Beobachtungen legen mussten. Den 
ersten Astronomen, welche sich mit der Bewegung der sieben Wandelsterne 
beschäftigten, musste sich die Abweichung des Mondes und der fünf klei- 
neren Planeten nach der Breite sehr bald aus dem unmittelbaren Vergleich 
mit. den Fixsternen ergeben. Es war also für sie weder leicht, noch natür- 
lich anzunehmen, dass die Sonne allein unter allen übrigen keine Abweich- 
ung vom mittleren Kreise des Zodiacus zulasse. Vielleicht hätte sie der 
unmittelbare Vergleich der Stellung der Sonne zu den benachbarten Fix- 
sternen von ihrem Irrthum abbringen können, aber dieser Vergleich war 
damals nicht möglich. Die Beobachtungen mittelst des Gnomon und die 
Bestimmung des Aufgangs- und Untergangspunktes der Sonne zur Zeit der 
Solstitien waren weder hinreichend genau, noch leicht auf theoretische 
Weise mit den Beobachtungen der Sterne zu vergleichen. Aus diesen 
Gründen verstehen wir vollkommen, warum der astronomische Mythus von 
der Nutation der Sonnenbahn sich durch alle Jahrhunderte der griechischen 
Astronomie vor und nach Eudoxus fortpflanzte, wie wir sogleich sehen werden. 

Nach der Geschiehte der Astronomie des Eudemus (eines Zeitgenossen 
und Freundes des Aristoteles) war Thales der erste, welcher eine Unregel- 
mässigkeit des Laufes der Sonne bemerkte, und man erzählt von ihm, dass 
er sagte: „der Lauf der Sonne*** bezüglich der Solstitien geht nicht immer 
auf die gleiche Weise vor sich“. Darunter kann man sowohl eine Ab- 
weichung im Lauf der Sonne am Himmel verstehen, als auch eine ungleiche 
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Dauer des Jahres; aber vielleicht eher das erstere, weil eine ungleiche 
Dauer des Jahres auch Unregelmässigkeiten im Lauf der Sonne bezüglich 
der Fixsterne hervorgerufen hätte und weil zur Zeit des Thales und auch 
noch lang nach ihm alle Griechen den Lauf der Sonne zur Bestimmung 
der Jahreszeiten, der ländlichen Arbeiten, und folglich auch zur Bestimmung 
der Dauer des Jahres benützten. Nun aber ist an dieser Stelle des Eudemus 
vom Lauf der Sonne nicht in Bezug auf die Sterne, sondern in Bezug auf 
die Solstitien die Rede, was den damaligen Griechen ganz klar war, ebenso 
wie uns, wenn auch aus Gründen, die von den unsrigen ganz verschieden sind. 

Ein anderer Beweis zeigt uns, dass die Annahme einer Bewegung der 
Sonne nach Breite in Griechenland nicht nur vor Eudoxus, sondern auch 
nach ihm und durch seine Autorität verbreitet war. Hipparchus führt im 
ersten Buch seiner Einleitung zu den Phänomenen von Aratus die 
folgende Stelle aus dem Commentar, welchen gegen Anfang des zweiten 
Jahrhunderts v. Chr. der Rhodier Attalus über das Gedicht des Aratus 
‚geschrieben hatte, an: „Die Astronomen pflegen den Wendekreisen, dem 
Aequator und der Ekliptik eine gewisse Breite beizulegen und behaupten, 
dass der Wendepunkt der Sonne nicht immer auf demselben Kreis liege, 
sondern bald nördlicher, bald südlicher. Dieses bestätigt Eudoxus mit 
folgenden Worten, welche im Enoptron zu finden sind: „Es scheint, dass 
auch die Wendepunkte der Sonne ihre Lage etwas ändern, aber viel 
weniger auffällig und nur gering“.* Wir wissen schon aus Aristoteles, 
dass nach der Ansicht des Eudoxus die Abweichungen der Sonne nach der 
Breite geringer waren, als die des Mondes; der eben angeführte, dem 
Enoptron entnommene Ausspruch zeigt, dass sie nach ihm nur sehr ge- 
ring und den Beobachtungen kaum bemerkbar waren. Der Vergleich in 
diesem Ausspruch bezieht sich ohne Zweifel auf den Mond, von welchem 
Eudoxus vorher gesprochen hatte. Welchen Neigungswinkel Eudoxus in 
Wirklichkeit der Sonnenbahn zuschrieb, wissen wir nicht, ebensowenig als 
wir Kenntniss haben über die Periode des Umlaufs der Knotenpunkte der 
Sonne auf der Ekliptik,** und der Stellung, welche man diesen Knoten in 
einer gegebenen Zeit anwies. 


PER Aöyeraı yovv &v to Evonte@ oVrwg. palveraı 68 ÖLapogav av 
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oAlyrv. Hipparchi in phaenomena Arati im Uranologion v. Petavius p. 198. Der 
Enoptron des Eudoxus var, ebenso wie seine „Phänomene“, eine Abhandlung über 
Astrognosie, wo zugleich mit der Beschreibung der Sternbilder und ihrer Auf- 
und Untergänge auch die hauptsächlichsten Kreise der Kugel behandelt wurden. 
Beides lieferte den Stoff zu dem bekannten Gedicht des Aratus. 

** Aus einer Stelle des Plinius könnte man vielleicht schliessen, dass die 
Bewegung der Knoten in einer vierjährigen Periode vor sich geht: Omnium 
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Unter die Astronomen, ‘von welchen Attalus berichtet, dass sie die 
Nutation der Sonnenbahn annahmen, können wir in erster Linie Callippus 
zählen, der, wie wir sehen werden, dem Lauf der Sonne auch eine Sphäre 
zur Erklärung ihrer Bewegung nach Breite zutheilte. Eine Meinung, welche 
Eudoxus und Callippus, die ersten Astronomen ihrer Zeit, zu Vertretern 
hatte, musste leicht Verbreitung finden, wie uns auch die Stelle des Attalus 
glauben lässt. Sie fand ihren ersten mächtigen Gegner in Hippareh, welcher 
dieselbe in dem angeführten Werk einer herben und vielleicht auch über- 
mässig strengen Kritik unterzieht. Hipparch bemerkt, dass die mit dem 
Gnomon ausgeführten Beobachtungen der Solstitien keine Bewegung der 
Sonne nach der Breite ergeben, und dass die Mondsfinsternisse, welche von 
den Astronomen seiner Zeit: ohne Berücksichtigung dieser Bewegung be- 
rechnet wurden, die Vorherbestimmung vollständig bestätigten, indem die 
beobachtete Grösse von der berechneten höchstens um zwei Zoll und auch 
dieses nur selten verschieden war.* Dessenungeachtet finden wir Bemerk- 
ungen über die hypothetische Nutation bei Schriftstellern, die viel später 
als Hipparch lebten. Plinius, der im zweiten Buch seiner Naturgeschichte 
die verschiedenen Neigungswinkel der Planetenbahnen gegen die Ekliptik 
beschreibt, #* drückt sich bezüglich der Sonne folgender Massen aus: „Sol 
deinde medio (signifero) fertur inter duas partes flexuoso draco- 
num meatu inaeqwalis“; mit diesen phantastischen Worten will er 
sagen, dass die Sonne eine Sinuslinie im Thierkreis beschreibt und sich 
von der Ekliptik um 1° nach beiden Seiten entfernt. Dies wird uns noch 
viel klarer durch die darauffolgenden Worte: „Martis stella, quatuor 
mediis:: Jovis media et super cam duabus, Saturni duwabus, ut 
Sol“ Es ist unmöglich unter den zahlreichen Autoren, aus denen Plinius 
den Stoff zu seinem zweiten Buche entnahm, denjenigen zu bestimmen,. von 
welchem diese Bemerkung herrührt. 

Aber eine vollständige Theorie über die Nutation der Sonnenbahn 
findet sich bei Adrast aus Aphrodisias, einem peripatetischen Philosophen 
und Mathematiker, welcher nach der Vermuthung H. Martins®** gegen 


quidem (si libeat observare minimos ambituus) redire easdem vices quadriennıo 
exacto Eudoxus putat, non ventorum modo, verum et religquarum tempestatum magnd 
ex parte. Et est prineipium lustri ejus semper intercalario anno caniculae ortu. 
Plin. hist. II, 47. 

* Hipparchi, in phaen Arati, p. 198—199 im Uranologion. Dieses Zeugniss 
ist vielleicht von denen unbeachtet geblieben, welche behaupten, dass es vor 
Hipparch in Griechenland keine Astronomie gab. 

** Plinii hist. lib. LI, c. 16. 
*** H, Martin, dissertatio de Theonis Smyrnaei astr. p. 74. Theon scheint 
etwas später als Adrast gelebt zu haben. 


Ende des ersten Jahrhunderts oder am Anfang des zweiten n. Chr, lebte. . 
Zahlreiche Auszüge über ein astronomisches Werk desselben bilden einen 
grossen Theil der von Martin im Jahr 1849 unter dem Titel: Theonis 
Smyrnaei Platonici liber de Astronomia, Parisis, 1849 veröffentlich- 
ten Schrift. Im Capitel XII derselben spricht Theon, nach Adrast, von 
den Bewegungen der Wandelsterne (die Sonne eingerechnet) nach der 
Breite; bei der Aufzählung der grössten Entfernung eines jeden von der 
Ekliptik sagt er:* „Die Bewegung der Sonne nach der Breite im Thier- 
kreis ist nur klein, sie beträgt im Ganzen 1° auf 360° Daraus ist zu 
ersehen, dass die grösste Abweichung der Sonne auf beiden Seiten der 
Ekliptik V,° beträgt. Nach Anführung der Abweichungen der anderen 
Planeten fährt er so fort: „Aber der Mond und die Sonne entfernen sich 
seitlich von der Ekliptik nach beiden Richtungen auf gleiche Weise, und 
zwar in jedem Zeichen“. Letztere Worte deuten die Bewegung der 
Knoten der Monds- und Sonnenbahn auf der Ekliptik an. Alsdann sagt 
er im Capitel XXVII** bei der Besprechung der Perioden, in welchen die 
Länge, die Breite und die Entfernung der Sonne von der Erde dieselben 
werden: „für die Sonne ist die Dauer für die Zurückkunft zu derselben 
Länge, Breite, Entfernung und sogenannten Anomalie so übereinstimmend, 
dass sie den meisten Mathematikern vollständig gleich zu sein scheint. Aber 
Diejenigen, welche die Sache mit grösserer Genauigkeit betrachten, glauben, 
dass die Umlaufszeit bezüglich der Länge, d. i. der Zurückkunft der Sonne 
von einem Punkt zu demselben, von dem einen Solstitium zu demselben 
und von einem Aequinoctium zu demselben ohngefähr so gross sei, wie 
wir schon anführten (365'/, Tage); woher es komme, dass die Sonne nach 
vier Jahren zu derselben Breite in der nämlichen Stunde des Tages zu- 
rückkehre. Die Zeit bis zum Eintreffen derselben Anomalie, während 
welcher sie von der grössten bis zur kleinsten Entfernung von der Erde 
zurückkehrt, bis zur grössten oder kleinsten scheinbaren Geschwindigkeit, 
bis zur grössten oder kleinsten scheinbaren Grösse, glauben sie betrage 
ohngefähr 365", Tage; und nach Verlauf von zwei Jahren habe die Sonne 
wieder zu derselben Stunde des Tages dieselbe Entfernung von uns. Ferner 
glauben sie, dass die bis zur Rückkehr der Sonne zu derselben Breite noth- 
wendige Zeit, nämlich während welcher sie vom südlichsten oder nörd- 
lichsten Punkt*** ihrer Bahn zu demselben Punkt zurückkehrt und wiederum 
denselben Schatten an demselben Gnomon gibt, 365'/,;, Tage betrage; und 


* Theonis astr. ed. Martin p. 174, 
** Ebenda p. 260— 262. 
*#* Dieses bezieht sich selbstverständlich auf die Breite und nicht auf die 
Deelination, 
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die Sonne folglich nach acht Jahren dieselbe Breite zu derselben Stunde 
des Tages erreiche. Endlich findet sich im Capitel XXXVIII* Folgendes: 
„Die Bahn der Sonne scheint fast mit der Ekliptik zusammenzufallen; 
jedoch ist sie gegen dieselbe etwas geneigt in der Weise, dass ihre Ab- 
weichung von beiden Seiten der Ekliptik ohngefähr Y/," beträgt“. 

Hier hat man also über die Nutation der Sonnenbahn mehrere klar 
ausgesprochene Ansichten und numerische Angaben, welche sicherlich. weder 
von Theon noch von Adrast, sondern von irgend einem Astronomen, der 
vor beiden lebte, herrühren. Der bewegliche Pol der Sonnenbahn steht 
hier um ",° vom festen Pol der Ekliptik ab und ersterer beschreibt bei 
seiner Bewegung um letzteren einen kleinen Kreis von 1° Durchmesser. 
Mit der Geschwindigkeit dieser Bewegung verhält es sich so, dass, während 
die Sonne 365'/, Tage braucht, um die ganze Länge von 360° bis zu ihrer 
Rückkehr zu demselben Punkt ihrer beweglichen Bahn zu beschreiben, 
diesem 3654, Tag genügen. Daraus folgt, dass die Bewegung dieser Bahn 
retrograd ist, und dass diese Differenz in einer Anzahl von Jahren aus- 
geglichen wird, welche durch den Quotienten 365/,:'/; d. i. 2922 gegeben ist, 

Die mathematischen Folgerungen aus dieser Hypothese sind leicht zu 
ersehen. Sei (Fig. 1) auf dem Himmelsgewölbe P der Pol des Aequators, 
E derjenige der Ekliptik, der Bogen PE gleich der Schiefe der Ekliptik; 
abed stelle den kleinen Kreis (von 1° Durchmesser) vor, welcher vom Pol 
der Sonnenbahn in 2922 Jahren nach der von dem Pfeil angedeuteten 
Richtung im entgegengesetzten Sinn mit der Ordnung der Thierkreiszeichen 
beschrieben wird. Befindet sich in einem Augenblick dieser Pol in m, so 
wird Pm die Neigung der Sonnenbahn gegen den Himmelsäquator sein, 
und ist die Richtung des Bogens Pm zugleich jene des Colur der Solstitien, 
so wird die darauf senkrechte Pu jene des Colur der Aequinoctien sein. 
Die grösste Neigung der Sonnenbahn gegen den Aequator wird Pb sein, 
die kleinste Pa und ihre sehr langsam vor sich gehende Aenderung vom 
grössten bis zum kleinsten Werth wird 1° betragen.** Die Richtung der 
Coluren gegen den Punkt P wird eine schwankende Bewegung haben, deren 
Grenzen (für den Colur der Solstitien) die Richtungen Pe und Pd sind; 
die gesammte Abweichung ist durch den Winkel cePd dargestellt. Setzt 
man PE = 24°, so ergiebt sich Winkel cePd = 2° 28’; und dieses wird 
der grösste Betrag der osecillatorischen Bewegung der Aequinoetialpunkte 





* Theonis Astr. ed Martin p. 314. 

** Die Angaben des Adrast und Theon, dass nach Verlauf von 365, Tagen 
„der Schatten desselben Gnomon wieder derselbe wird‘, ist nicht mathematisch, 
sondern nur annäherungsweise richtig; denn während dieser Zeit konnte sich, 
jener Theorie gemäss, die Schiefe der Sonnenbahn bezüglich des Aequators um 
eine kleine Grösse ändern, 
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auf dem Aequator sein.* Die grösste Geschwindigkeit dieser Punkte ent- 
spricht der Stellung « des Poles der Sonnenbahn; in diesem Falle rücken 
die Aequinoctien jedes Jahr um 9“ 71 auf dem Aequator vor. Ein anderes 
Maximum entspricht einer retrograden Bewegung der Aequinoctien, wenn 
der Pol der Sonnenbahn sich in b befindet: die jährliche Zurückweichung 
auf dem Aequator beträgt alsdann 9° 33. Hieraus ist klar, dass die An- 
nahmen Theon's, welche wir anführten, von demselben nicht erdacht wur- 
den, wie man vielleicht glauben könnte, um damit die von Hipparch ent- 
deckte Bewegung der Aequinoctialpunkte zu erklären. Diese Bewegung ist 
nämlich in Wirklichkeit gleichförmig und viel schneller, denn sie beträgt 
nach Hipparch jährlich 36“ auf der Ekliptik gezählt; trägt man dieselbe 
auf den Aequator über (unter der Annahme, dass sich die Ekliptik längs 
des Aequators bewegt), so bleiben noch 33”. 

Es ist nicht leicht anzugeben, welchem der alten Astronomen die vor- 
liegende Theorie zugeschrieben werden muss. Die Dauer von 3654, 365'/,, 
365‘), Tagen, welche angenommen wurde für die Rückkehr der Sonne zu 
derselben Breite, Länge und Anomalie, scheinen zum Zweck der Zurück- 
führung derselben Stellung der Sonne auf denselben Stundenkreis nach 
Verlauf von acht Jahren berechnet zu sem, wie Theon ausdrücklich bemerkt. 
Es scheint also, dass diese Bestimmungen oleichbedeutend sind mit der 
berühmten Periode der Okta&teris, welche, bevor die Griechen den goldnen 
19jährigen Cyklus des Meton kannten, denselben dazu diente, ihren Kalen- 
der so gut als möglich nach der Bewegung der Sonne und des Mondes 
einzurichten. Verschiedene Astronomen beschäftigten sich mit dieser Periode, 
auch nach der Erfindung des Meton; unter diesen sind zu nennen Eudoxus, 
Harpalus, Nauteles, Mnesistratus, Dositheus und Eratosthenes. Dem Eudoxus 
kann vorliegende Theorie sicherlich nicht zugeschrieben werden; erstens, 
weil nach ihm die Bewegung der Sonnenknoten direct ist, während sie 
hier sich retrograd ergiebt; zweitens, weil wir aus Plinius ersehen (siehe 
page. 124**), dass dieses Phänomen von ihm mit einem vierjährigen Cyklus, 
und nicht mit einem achtjährigen in Verbindung gebracht wurde. Es 
scheint eher, dass die dem Eudoxus zugeschriebene Oktaöteris einen andern 
Urheber hat, vielleicht den Dositheus, einen Freund und Zeitgenossen des 
 Archimedes.** Ebensowenig wird man daran denken können, den Eratosthenes 
zum Urheber der von Adrast und Theon erwähnten Nutation der Sonne 


* Es ist jedoch nicht mathematisch, sondern nur annäherungsweise richtig, 
wenn Adrast und Theon sagen, dass nach Verlauf von 365'/, Tagen die Sonne von 
einem Aequinoctium zu demselben wieder zurückkehrt; weil unterdessen die 
Aequinoctialpunkte wegen ihrer Schwankung sich um eine kleine Grösse ver- 
schoben haben werden. 

*# 5, Ideler, über Eud. Abh. d. Berl. Ak. 1830, p. 61—62. 
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zu machen, da wir mit hinreichender Sicherheit wissen, dass Eratosthenes 
die Schiefe der Ekliptik unveränderlich und constant annahm. 

In jedem Fall zeigt die Thatsache, dass sich Astronomen wie Dosi- 
theus und Eratosthenes auch nach den Erfindungen des Meton und Callippus 
mit der Oktatteris beschäftigten, dass jener Cyclus, welcher alle Brauch- 
barkeit als Schaltsystem verloren hatte, doch noch einige Wichtigkeit in 
anderer Beziehung besass, und man kann sich schwerlich eine andere denken, 
welche nicht zusammenhinge mit gewissen auf die Sonne bezüglichen Perio- 
den. Aber es ist nicht möglich, diese Sache weiter zu verfolgen. 

Einige weitere Aufklärung über die Geschichte der Nutation der 
Sonne gibt uns Martianus Capella, welcher nach dem Buch des Terentius 
Varro über die Astronomie, von der Bewegung der Planeten nach 
Breite Folgendes sagt:* Alia (sidera) per tres (latitudinis) partes 
deferuntur: alia per quatuwor: alia per quinque: alia per octo: 
guaedam per omnes dwodecim deferuntur. Sol in nullam exce- 
dens partem in medio libramento fertur absque ipso Librae 
confinio. Nam ibi se aut in Austrum Aqwilonemgque deflectit ad 
dimidium fere momentum. Die Sonne würde hiernach während ihres 
jährlichen Laufes die Ekliptik genau einhalten, ausgenommen im Zeichen 
der Waage, wo sie eine Abweichung von ohngefähr '/," gegen Süden oder 
Norden hat! Offenbar wurde diese Bemerkung des afrikanischen Compila- 
tors dadurch, dass sie von einer Feder in die andere überging, verdorben 
und unverständlich. Der ursprüngliche Sinn war vielleicht der: dass die 
Sonne sich nie merklich von der Ekliptik entfernt, und dass nur im Zeichen 
der Wäage (und folglich auch des Widders) ihre Breite '/,° erreicht. Aus 
dieser Interpretation sehen wir, dass die Urheber dieser Angaben der Mei- 
nung waren, die Knotenpunkte der Sonnenbahn fielen mit den Solstitial- 
punkten zusammen und die grösste Breite der Sonne mit den Aequinoctial- 
punkten.** Diese Vermuthung erlangt noch grösseres Gewicht aus dem 
Umstand, dass sich eine dieser Stelle des Martianus Capella vollständig 
ähnliche, aber aus ganz anderer Quelle stammende in einer lateinischen 
Abhandlung: De Mundi coelestis terrestrisque constitutione befindet, 
welehe in den Werken des ehrwürdigen Beda steht und ihm zugeschrieben 


* Martiani Capellae, de nuptiis Philologiae et Mercurii lib. VILI. 

** Ich habe Grund zu glauben, dass bezüglich der Bewegung der Sonne nach 
‘Breite, Theon (oder Adrast) und Martianus Capella (oder Terentius Varro, welcher 
fast das ganze Material zum 8. Buch des afrikanischen Compilators lieferte) eine 
und dieselbe Quelle hatten; denn beide stimmen sowohl darin überein, dass sie 
der Sonne eine Digression von Y,° beilegen, als auch sind alle Digressionen nach 
Breite für die einzelnen Planeten bei beiden identisch und zugleich mehr oder 
wenig verschieden von den bei Plinius und Cleomedes angegebenen; dazu kommen 


Supplem. z. hist.-lit. Abth.d. Ztschr. f. Math.u. Phys. I) 
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wird, wenn auch die Zeit ihrer Verfassung unzweifelhaft nach Carl dem 
Grossen anzunehmen ist.* In dieser Schrift ist zu lesen: Sol duas medias 
(zodiaci partes) servat, nec illas, nisi in Libra, excedit.** Man 
hat demnach hier eine Breitenabweichung von 2°, dieselbe, welche auch 
Plinius annimmt; auch die in diesem Schriftchen angegebenen Abweichungen 
der andern Planeten stimmen besser mit den Angaben des Plinius, als mit 
denen der anderen Autoren überein.*** Also auch in dieser Ueberlieferung, 
welche verschieden von derjenigen ist, die Martianus Capella befolgte, wird die 
grösste Entfernung der Sonne von der Ekliptik ebenso wie bei Martianus, 
in das Zeichen der Waage oesetzt. Daraus folgt mit einiger Wahrschein- 
liehkeit, dass die verschiedenen Astronomen, welche die Nutation der Sonnen- 
bahn annahmen, verschiedene Angaben über die Grösse dieser Nutation 


noch andere bemerkenswerthe Parallelstellen, z. B. findet sich bei beiden die 
Angabe der heliocentrischen Bewegung für Venus und Merkur. Wenn es sich 
wirklich damit so verhält, und wenn die von Martianus und Theon überlieferten 
Angaben aus derselben Quelle stammen, so können wir sagen, dass die von Mar- 
tianus gegebene Bemerkung über den Ort der Knoten der Sonne die Auseinander- 
setzung Theon’s (bei dem diese Angabe fehlt) ergänzt. 

* Bedae presbyteri Anglo-Saxonis opera. Coloniae 1612, vol. I, pag. 323— 344, 
An drei Stellen ist p. 329, 331, 332 die historia Caroli oder die Gesta Caroli 
eitirt. Auf p. 324 ist Beda selbst citirt. Beda wurde bekanntlich im Jahr 671 
geboren und kann folglich unmöglich mit Carl dem Grossen gelebt haben. Ueber- 
dies findet sich in dem von ihm selbst in seinem 59. Lebensjahr verfassten Oata- 
log seiner Werke (s. die Biographie Beda’s im Eingang der oben angeführten 
Cölner Ausgabe) das Buch de Mundi Coelestis terrestrisgque constitutione nicht an- 
gegeben. Beda starb kurz nach Verfassung dieses Catalogs im Jahr 731 oder 733. 
Die auf die Geschichte Carls des Grossen bezüglichen Bemerkungen finden sich 
wirklich in den Annalen der Carolinger um die Jahre 798 und 807. Man vergleiche 
jene Angaben mit den Annales Bertiniani bei Muratori, rerum Italicarum scrip- 
tores, vol. II, p. 504 und 506. Folglich kann besagte Schrift nicht über das 
IX. Jahrhundert zurückgehen und ist wenigstens um ein Jahrhundert jünger als Beda. 

** Bedae op. vol. I, p. 329. 

FF Plinii hist. nat. II. In folgender Zusammenstellung kann man die Breiten- 
abweichungen der sieben Wandelsterne nach Cleomedes (C), Martianus (M), Theon 
(T), Plmius (P) und dem Pseudo-Beda (B) vergleichen. Die Zahlen des Cleome- 
des stimmen mit den Angaben des Posidonius in der theoria eyelica lib. II cap. 7 
überein. 
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machten, aber dass sie dennoch einstimmig zu ihrer Zeit den Ort (oder 
einen der Oerter) der grössten Abweichung der Sonne von der Ekliptik 
in die Waage verlegten. 

Bei dieser Annahme fallen die Knoten der Sonne auf der Ekliptik 
mit den Solstitien zusammen oder nahe an dieselben. Eine aufmerksame 
Betrachtung der Fig. 1 zeigt, dass in diesem Fall die Bewegung des Colur 
der Aequinoctien Null oder fast Null ist; und dieses bestätigt unsere 
frühere Behauptung, dass die Hypothese von der Nutation der Sonne nicht 
zum Zweck der Erklärung einer Bewegung der Aequinoetialpunkte aufge- 
stellt wurde. Eudoxus, Theon, Plinius, Martianus Capella und der angeb- 
liche Beda kennen die Präcession ganz und gar nicht. Im Gegentheil, die 
Coineidenz der Sonnenknoten mit den Solstitialpunkten erzeugt eine ver- 
hältnissmässig schnelle Aenderung der Schiefe der Sonnenbahn, welche nach 
den numerischen Angaben des Theon von Smyrha ohngefähr 4” in jedem 
Jahr betragen würde. Von dieser Veränderung der Schiefe würden die 
alten Erfinder dieser Hypothese geglaubt haben, sich durch Beobachtungen 
des Gnomon, oder des Aufgangspunktes der Sonne zur Zeit des Solstitiums 
überzeugen zu können. 

Bevor wir diesen Gegenstand verlassen, muss ich bemerken, dass Bailly 
die Bewegung der dritten Sonnensphäre des Eudoxus als ein Anzeichen 
dafür betrachtete,* dass man schon zu jenen Zeiten Kenntniss von der 
Veränderung der Schiefe der Ekliptik gehabt hätte, und nach den Ansich- 
ten des. vorigen Jahrhunderts vermuthet er, dass Eudoxus diese Kenntniss 
in Aegypten geschöpft haben könnte. Wenn man aber bedenkt, dass diese 
Veränderung der Schiefe jährlich nicht einmal '/,” beträgt und folglich 
7200 Jahre erfordert, um auf 1° anzuwachsen, und dass zu den Zeiten des 
Eudoxus die Grösse von 1° noch unter die Beobachtungsfehler gerechnet 
werden konnte, so werden wir der Ansicht des Bailly nıcht wohl grosse 
Wahrscheinlichkeit beilegen können. Trotz des Fleisses der Alexandrinischen, 
arabischen und europäischen Beobachter wurde die Schiefe der Ekliptik selbst 
noch zu den Zeiten Tycho’s für constant gehalten, und es sind noch nicht 
200 Jahre, seit ihre Abnahme allgemein von den Astronomen angenommen ist. 

Mit viel mehr Schein von Wahrheit betrachtete Prof. Lepsius in seinem 
elassischen Werk über die Chronologie der Aegypter** die Bewegung 
der dritten Sonnensphäre des Eudoxus als ein Zeichen dafür, dass der 
Letztere schon Kenntniss von der Pricession der Aequmoetien hatte, und 
dass er diese von den Aegyptern kennen lernte. Mit Ausschluss der 
Aegypter werde ich für jetzt das auf Eudoxus Bezügliche behandeln und 


* Bailly, histoire de l’astr ancienne p. 242. Paris 1775. 
** Lepsius, Chronologie der alten Aegypter, Berlin 1849, p. 196—210. 
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werfe deshalb folgende Fragen auf: 1) Kann die dritte Sonnensphäre des 
Eudoxus in einem mit der Bewegung der Nachtgleichen übereinstimmenden Sinn 
angenommen werden? 2) Gibt es im System des Eudoxus einen zwingenden 
Beweis, der uns ihm die Kenntniss der Präcession zu- oder absprechen lässt? 

Bezüglich der ersten dieser beiden Fragen lassen uns die vorherge- 
gangenen Untersuchungen nicht den geringsten Zweifel. In der That, die 
oben angeführten Zeugnisse des Aristoteles, des Rhodiers Attalus und des 
Simplicius stimmen vollständig unter einander überein. Zudem kann be- 
züglich der Genauigkeit und Glaubwürdigkeit des Aristoteles und Simplieius 
kein Zweifel erhoben werden. Aristoteles beschäftigte sich, wie wir sehen 
werden, ganz speciell mit den homocentrischen Sphären, und Eudemus, 
welcher dem Simplicius alles zu. seiner Darstellung lieferte, sprach in seiner 
Geschichte der Astronomie ausführlich über dieselben. Beide pflegten 
Umgang mit Callippus, dem Reformator dieses Systems, und das Buch des 
Eudoxus regl tay@v war noch in ihren Händen. Die natürlichste und ein- 
fachste Interpretation ihrer Beziehungen weist uns ohne allen Zweifel auf. 
die Hypothese der Nutation der Sonne. Diese erscheint uns dann nicht 
wie eine isolirte Thatsache in der Geschichte der Astronomie, sondern sie 
findet sich angenommen und modifieirt auch bei anderen Astronomen, deren 
Lehren uns von Plinius, Theon, Martianus Capella und dem angeblichen 
Beda mit mehr oder weniger Genauigkeit überliefert wurden. 

Lepsius bespricht bei seiner Untersuchung der dritten Sonnensphäre 
des Eudoxus ebenfalls die Zeugnisse des Attalus, des Aristoteles und des 
Simpliecius und widmet eine Reihe von scharfsinnigen Untersuchungen der 
Frage, ob ihre Texte, im weiteren Sinn genommen, die Einführung der 
Präcession anstatt der so klar angedeuteten Nutation erlauben. Nach ver- 
schiedenen nutzlosen Versuchen gibt er zu, dass man die Präcession nicht 
darunter verstehen könne, ohne diesen Texten einen unwahrscheinlichen 
Sinn beizulegen, oder ohne mit denselben in directen Widerspruch zu ge- 
rathen, oder ohne die Annahme zu machen, dass diejenigen, welche das 
System des Eudoxus erklärten, es nicht richtig verstanden haben (Seite 
201— 204). Dennoch sträubt sich- der gelehrte Aegyptologe gegen die 
Annahme, dass Eudoxus der Sonne eine vollständig imaginäre Bewegung 
beigelegt haben könnte (Seite 204) und dass er zur Erklärung derselben 
eine Sphäre angenommen habe. Ich glaube, dass sein Widerstreben geringer 
gewesen wäre, wenn er während dieser Untersuchungen die Stellen vor 
Augen gehabt hätte, welche uns Theon, Plinius und der Pseudo-Beda über 
diese imaginäre Bewegung hinterlassen haben, und welche zeigen, dass zu 
einer gewissen Zeit und bei einer gewissen astronomischen Schule die Nu- . 
tation der Sonne als ein wesentlicher Theil der Theorie dieses Gestirns 
betrachtet wurde, | 
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Eine andere Schwierigkeit, welche sich der Annahme der Nutation 
der Sonne bei Kudoxus entgegenstellt, findet er in der Kritik, womit Hip- 
parch den mehrmals genannten Text des Attalus begleitet.* Nun widerlegt 
Hipparch an dieser Stelle die Meinung des Attalus, dass die Himmelskreise 
eine bestimmte Breite hätten, mit astronomischen Gründen. Ausserdem 
zeigt er durch Anführung verschiedener Stellen des Aratus, dass dieser 
Dichter nicht derselben Meinung war. ‘Aber dass aus diesen Erörterungen 
des Hipparch eine auf Eudoxus bezügliche Forderung sich ergiebt, wie 
Lepsius zu beweisen sucht, kann ich nicht finden. Die Theorie der Nuta- 
tion der Sonne setzt keine bestimmte Breite der Ekliptik voraus, ebenso- 
wenig als die Bewegung des Mondes und der andern Planeten nach der 
Breite. In dieser Theorie ist der von der Sonne beschriebene Kreis ein 
mathematischer, jedoch von beweglicher Stellung. Also ergiebt sich selbst 
bei der Annahme, dass Attalus unrichtiger Weise den Eudoxus als Ver- 
treter einer bestimmten Breite der Himmelskreise angeführt habe, weder 
für noch gegen unsere Frage etwas. 

Lepsius kann nicht glauben, dass Eudoxus zur Erklärung einer so wenig 
bemerkbaren Abweichung, wie die ist, welche die Worte im Enoptron 
andeuten, eine besondere Sphäre einführte, während andere viel bedeuten- 
dere Ungleichheiten von ihm vernachlässigt wurden. Aber von dem Augen- 
blick an, in dem Eudoxus eine Abweichung der Sonne von der Ekliptik 
annahm, mag diese Abweichung nun gross oder klein, wirklich existirend 
oder bloß eingebildet gewesen sein, war er verpflichtet, von ihr in seinen 
mathematischen Hypothesen Rechenschaft zu geben. Andere viel grössere 
Ungleichheiten (z. B. die Exeentrieität der Mondsbahn) wurden von ihm 
nicht eingeführt, weil die höchst unvollkommenen Beobachtungen jener Zeit 
sie nicht bemerkbar gemacht hatten. In der Geschichte der Astronomie 
kommen viele ähnliche Beispiele vor, dass man imaginäre Kleinigkeiten 
von keiner Bedeutung berücksichtige, während man wirklich existirende 
Phänomene von viel grösserer Wichtigkeit vernachlässigte. Ich erwähne 
nur die Trepidation der Fixsterne, welche von vielen Astronomen des 
Mittelalters angenommen wurde, und die Nutation der Erdaxe nach 
* Copernikus.** Nach Erwägung aller Umstände scheint es dem Prof. Lep- 
sius, dass die geringere Summe von Schwierigkeiten in der Annahme ent- 
halten sei, Eudoxus habe von Aegypten nicht nur die Präcession, sondern 
auch die Theorie der homocentrischen Sphären erhalten; dass er sich beim 


* Petavii Uranologion p. 199. 

*: Wegen der Trepidation der Fixsterne sehe man: Bailly, hist. de lastr. 
mod. Vol. I p. 227, 357 und 700; sowie Delambre, hist. de Vastr. du moyen äge 
p. 73, oder auch: Hankel, Geschichte der Mathematik in Alterthum und Mittel- 
alter p. 241. 
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Studium derselben keine genaue Rechenschaft über die Function der dritten 
Sonnensphäre, welcher von den Aegyptern die Ursache der Präcession zu- 
geschrieben wurde, gegeben habe; und dass Eudoxus selbst oder die Aus- 
leger seiner Lehren dieser schliesslich eine der dritten Sphäre des Mondes 
analoge Bewegung und Stellung zugetheilt hätten. Dadurch sei der Ge- 
danke an eine Nutation der Sonnenbahn entstanden. Hier sind ohngefähr 
die Gründe, worauf sich diese Vermuthung stützt: 

Eudoxus war, wie uns Seneca versichert, der erste, welcher die Kennt- 
niss der Planetenbewegung von Aegypten nach Griechenland brachte,.* 
Diodorus bestätigt, dass die Aegypter seit undenklichen Zeiten diese Be- 
wegungen beobachteten und dass sie mit besonderer Genauigkeit die Perio- 
den, Stillstände und Rückläufe derselben notirten.** Aristoteles versichert 
bei Gelegenheit einer von ihm beobachteten Bedeckung des Mars, dass man 
Aufzeiehnungen über ähnliche bei allen Planeten vorgekommene Erschein- 
ungen in den alten Beobachtungen der Aegypter und Babylonier#** finden 
könne. Man kann es also als wahrscheinlich betrachten, dass Eudoxus die 
positiven astronomischen Kenntnisse, welche die Grundlage für das System 
der Sphären bildeten, bei den Aegyptern erlangt habe. Lepsius glaubt 
sogar in dem Umstand, dass auf gewissen ägyptischen Monumenten sich 
die Gestalten der Göttin des Himmels eine in die andere concentrisch und 
ähnlich gestellt befinden, eine symbolische Darstellung der homocentrischen 
Sphären des Himmels zu erblieken (Seite 199), und zieht daraus den Schluss, 
dass die Vorläufer des Eudoxus in der Erfindung dieses Systems die Aegypter 
gewesen seien. Hierauf scheint auch Simplicius anzuspielen, wenn er ($ 2) 
sagt, „dem Eudoxus und seinen Vorgängern schien die Sonne drei Be- 
wegungen zu haben“. Indem Lepsius für diese Vorgänger die ägypti- 
schen Priester annimmt, hält er es für wahrscheinlich, dass in der dritten 
dieser Bewegungen die Präcession zu erkennen sei, und dass Eudoxus, weil 
er diese Bewegung durch die ihm bekannten Beobachtungen nicht bestätigt 
sah, seine Lehrmeister unrichtig verstanden habe, und anstatt derselben 
eine nicht existirende Bewegung, nämlich die Nutation der Sonnenbahn, 
annahm. Nicht zufrieden damit, diesen vermeintlichen Irrthum des Astro- 
nomen von Unidus allgemein angedeutet zu haben, sucht Lepsius sogar zu 
zeigen, welche Stellung und Bewegung die Aegypter der vermeintlichen 
Sphäre der Präcession gegeben haben konnten. 


* S. pag. 110 Anmerk. ***, 
** Diodorus I, 81. 
**# Arıstot. de coelo LI, 12. 
r z. B. im Tempel zu Denderah, bsi dem berühmten Thierkreis, im Tempel 
zu Philä und in dem zu Hermenthis. S. Denon, Reise in Ober- und Unterägypten 
tav. 130. 
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Er stellt die Behauptung auf, dass, wenn Eudoxus und die Aegypter 
eine Präcession kannten, diese in einer Bewegung der Ekliptik längs des 
Aequators bestanden ‚haben musste und nicht, wie wir wissen, in einer 
Verschiebung des Aequators längs der Ekliptik.* Die von uns angenom- 
mene Verschiebung des Aequators und der Pole der Weltaxe lag den 
Ideen des Alterthums, für welches die Pole des Aequators die unbeweglichen 
Angelpunkte des ganzen Universums waren, zu fern. Die Prücession der 
Aegypter war also eine Art Aequatorialpräcession, bei welcher eine 
Bewegung der Pole der Ekliptik um die Pole des Aequators in einer Zeit- 
dauer, welche Lepsius nach verschiedenen Autoren auf 36000 Jahre an- 
gibt,** anzunehmen ist, Deshalb gibt er den vermeintlichen Sphären der 
Aegypter folgende Anordnung. Die erste und äusserste ist die Sphäre der 
täglichen Umdrehung um die festen Pole der Welt. Der zweiten Sphäre 
lest er die jährliche Bewegung der Sonne längs der Ekliptik um die Pole 
derselben bei. Der dritten Sphäre gibt er dieselben Pole als der ersten 
und eine sehr langsame retrograde Umdrehung, deren Dauer 36000 Jahre 
beträgt, und glaubt, dass diese zur Hervorbringung der obigen Aequatorial- 
präcession bestimmt sei. Diese hält er für analog der dritten Sphäre des 
Eudoxus. Aber man kann sich leicht überzeugen, dass man auf diese Weise 
den beabsichtigten Zweck nicht erreicht. Denn da die Pole der dritten 
Sphäre auf der zweiten befestigt sind, so nehmen sie an der Bewegung 
der letzteren Antheil und drehen sich jährlich um die Pole des Thierkreises. 
Wenn also in einem gegebenen Augenblick die Pole der dritten Sphäre 
mit den Weltpolen zusammenfallen, so werden sie nach sechs Monaten um 
fast 48°, nämlich um das Doppelte der Schiefe der Ekliptik davon entfernt 
sein. Die Wirkung der dritten Sphäre wird folglich keine Aequatorial- 
präcession hervorbringen, sondern wird allmälig die Sonne in immer grössere 
Breite versetzen und wird sie von der Ekliptik bis fast 24° entfernen. 

Man kann auch zeigen, dass durch Anordnung von drei verschieden 
zu einander geneigten Sphären keine Aequatorialpräcession hervorgebracht 
werden kann, wenn man nicht die zweite und dritte Sphäre des Lepsius 
mit einander vertauscht, also der ersten und äussersten die tägliche Be- 
-wegung um die Weltaxe überträgt, der zweiten die in demselben Sinn und 
um dieselbe Axe vor sich gehende Präcessionsbewegung, und der dritten 


* Die Erklärung der Präcession nach der Art des Hipparch kann hier nicht 
in Betracht kommen, weil Eudoxus der Fixsternsphäre eine einzige Bewegung bei- 
legte, wie alle Alten vor Hipparch. 

#* Wegen der Präcession ändern die Sterne des Aequators ihre Rektascension 
nach den Formeln der heutigen Astronomie jährlich um 46”. Um diesen Betrag 
verschiebt sich also jährlich der Aequator. Ein Punkt desselben würde also in 
28170 Jahren den ganzen Kreisumfang zurücklegen, 
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die jährliche Bewegung um die Axe der Ekliptik. Aber es ist offenbar, 
dass die Wirkung der beiden ersten Sphären, welche sich um die Erdaxe 
drehen, durch eine einzige Sphäre hervorgebracht werden kann, wenn man 
dieser dieselbe Axe und eine der Summe der Geschwindigkeiten dieser 
beiden Sphären gleiche Geschwindiekeit beilegt. Wenn also Eudoxus, der 
ein tüchtiger Geometer war, oder die Aegypter wirklich die Präcession in 
ihrer Sonnentheorie einführen wollten, so "hatten sie für die Sonne nur 
zwei Sphären nothwendig. Der ersten hätten sie die Umdrehung um die 
Axe des Fixsternhimmels mit einer Geschwindigkeit gleich der Summe der 
Umdrehungsgeschwindigkeiten der Fixsterne und der Präcessionsbewegung 
zuweisen müssen; der zweiten eine Bewegung um die Axe des Thierkreises 
in der Ordnung der Zeichen und von der Dauer eines tropischen Jahres. 

Weil nun Eudoxus diese Combination von zwei Sphären, welche allein 
die Aequatorialpräcession hervorbringen konnte, nicht annahm, so dürfen 
wir es als ausgemacht betrachten, dass die dritte seiner Sonnensphären 
etwas anderes als die Präcession andeutet, nämlich die Nutation 
der Sonnenbahn. Weil er ferner der ersten der Sonnensphären eine der 
Umdrehungsgeschwindigkeit der Fixsterne vollkommen gleiche Geschwindig- 
keit beilegte, so müssen wir schliessen, dass er keinen Gedanken an 
eine um. die Pole des Aequators vor sich gehende Präcession 
hatte, denn es wäre ihm sehr leicht gewesen, von dieser durch Anbring- 
ung einer kleinen Modification an der Geschwindigkeit seiner ersten Sphäre 
Rechenschaft zu geben. Damit sind die beiden oben aufgeworfenen Fragen 
beantwortet. | 

Was den ägyptischen Ursprung der homocentrischen Sphären betrifft, 
so scheint man ebensowenig Gründe für die Bejahung wie für die Ver- 
neinung dieser Frage angeben zu können. Im zweiten Abschnitt dieser 
Abhandlung habe ich klar zu machen gesucht, wie das System des Eudoxus 
mit dem Fortschritt der Griechen in ihren Ansichten über den Bau der 
Welt zusammenhängt. Eine Einmischung fremder Ideen scheint hier nicht 
nothwendig; wir wollen überdies die Möglichkeit davon nicht in Abrede 
stellen. Ebenso werde ich mich davon enthalten, die schöne Interpretation 
des Lepsius über die ineinandergeschachtelten Figuren der Himmelssöttin 
auf gewissen ägyptischen Denkmälern, worin er eine Andeutung der Sphären 
erblickt, zu bestreiten; es darf indess nicht verschwiegen werden, dass die 
Tempel zu Denderah, Philä und Hermonthis, wo diese Figuren zu finden 
sind, alle der griechischen und römischen Epoche angehören, also einer um 
einige Jahrhunderte späteren Zeit als die, in welcher Eudoxus lebte. 

Es fällt also mit der Präcession des Eudoxus einer der hauptsäch- 
lichsten Beweisgründe, auf welche man die Ansicht, dass die Aegypter von 
der Präcession Kenntniss hatten, stützen konnte. Für den anderen Beweis, 
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der aus ihrem Kalender abgeleitet ist und der mit den Sphären des Eu- 
doxus in keiner Verbindung steht, ist hier nicht der geeignete Ort zur 
Besprechung. * 


V. Die Hippopede des Eudoxus. Mechanismus der 
Stillstände und Rückläufe. 


Bevor wir an die Discussion der speciellen Theorien, wodurch Eudoxus 
die Bewegungen jedes einzelnen Planeten erklärte, gehen, ist es noth- 
wendig, einige Auseinandersetzungen über die allen diesen Theorien gemein- 
samen Eigenschaften zu machen und mit einiger Aufmerksamkeit den 
sonderbaren und bis jetzt wenig gekannten Mechanismus zu studiren, der 
zur Darstellung der solaren Anomalie der Planeten, d. i. jener ausser- 
ordentlichen Unregelmässigkeit ihres Laufes, deren auffallendste Wirkungen 
die bekannten Erscheinungen der Stillstände und Rückläufe sind, diente. 

Aus den hierauf bezüglichen Darlegungen des Aristoteles und. Sim- 
plieius (siehe Anhang I, und II $ 4, 5 u. 6) ersehen wir, dass von den 
vier einem jeden Planeten zugetheilten Sphären die erste und äusserste 
die Bestimmung hatte, die tägliche dem Fixsternhimmel gleiche Umdrehung 
hervorzubringen; die zweite diente für den Umlauf der Planeten längs der 
Ekliptik in ‚einer ihrer zodiacalen Umlaufszeit gleichen Periode, die für 
die oberen Planeten mit unserer siderischen Umlaufszeit zusammenfällt, 
für Merkur und Venus in allen geocentrischen Systemen der Astronomie 
gleich einem Jahre ist. Da die Umdrehung dieser zweiten Sphären gleich- 
förmig angenommen wurde, so ist klar, dass Eudoxus keine Idee von der 
zodiacalen Anomalie der Planeten hatte, d. i. von derjenigen, welche ab- 
hängt von der Excentricität ihrer Bahnen, um deretwillen später die fest- 
stehenden excentrischen Kreise eingeführt wurden. Für Eudoxus waren 
also die Punkte der auf einander folgenden Conjunctionen und Oppositionen 
gleich weit auf der Ekliptik entfernt, und die Bögen des Rücklaufs wurden 
von ihm für jeden Planeten als constant und gleich in allen Theilen des 
Thierkreises angenommen. Auch findet sich nicht die geringste Andeutung 
weder über die Excentrieität der Planetenbahnen noch über ihre Neigungen 
gegen die Ekliptik. Die Bewegung der zweiten Sphären ging (wenn wir 
recht unterrichtet sind) bei allen Planeten lüngs des Thierkreises vor sich. 


* Das grosse Werk des Lepsius, Chronologie der alten Aegypter, ist das 
einzige Buch, worin man genaue und zahlreiche Angaben über die Astronomie der 
Aegypter, auf Grund von Monumenten, findet. Wegen meiner tiefen Achtung 
für dieses Werk, führe ich meine davon abweichenden Ansichten nur mit genauer 
Angabe der Gründe an, welche mich zu diesen Ansichten veranlassen, 
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Die Digressionen der Planeten nach Breite waren den Beobachtern nicht 
unbekannt geblieben; aber Eudoxus glaubte, wie wir später sehen werden, 
dass diese ausschliesslich von der Elongation der Planeten von der Sonne 
abhängig wären, und nicht von ihrer Länge. 

Zur Darstellung der solaren Anomalie und gleichzeitig der Breiten- 
bewegung war für jeden Planeten eine dritte und vierte Sphäre innerhalb 
der beiden vorigen bestimmt. Die dritte Sphäre hatte feste Pole auf zwei 
entgegengesetzten Punkten des auf der Oberfläche der zweiten Sphäre 
bewegten Thierkreises und drehte sich um diese Pole in einer der syno- 
dischen Umlaufszeit gleichen Periode, oder der Dauer, welche zwischen 
- zwei auf einanderfolgenden Opposilionen oder Conjunctionen desselben Pla- 
neten verläuft. Die Pole der dritten Sphäre, sagt Aristoteles, waren 
verschieden für die verschiedenen Planeten, aber identisch für Venus und 
Merkur. Bezüglich des Sinnes der Rotation dieser dritten Sphäre, fügt 
Simplieius hinzu, dass sie sich von Norden gegen Süden und von Süden 
gegen Norden bewegte, was eine Folge der Lage ihrer Axe im Thierkreis 
ist. Er bestimmt jedoch nicht, auf welche der zwei möglichen Arten die 
Rotation vor sich geht; aus dem Folgenden wird sich ergeben, dass dieses 
gleichgültig ist und dass sich die Phänomene gleich gut durch jede dieser 
beiden Annahmen erklären lassen. 

Auf der Oberfläche der so gestellten dritten Sphäre wären die Pole 
der vierten befestigt, und die Axe derselben hatte gegen die Axe der 
vorhergehenden eine constante, aber für die verschiedenen Planeten ver- 
schiedene Neigung. Und um diese Axe drehte sich die vierte Sphäre in 
derselben Zeit, wie die dritte, aber im entgegengesetzten Sinn. Auf dem 
Aequator der vierten Sphäre war der Planet befestigt, welchem auf diese 
Weise eine tägliche Bewegung, ein Umlauf im Thierkreis, und noch zwei 
andere, nach der synodischen Umlaufszeit geregelte Bewegungen möglich 
waren. Die Combination dieser beiden letzten Bewegungen, welche in 
entgegengesetztem Sinn um zwei gegen einander schief stehende und um 
einander drehbare Axen vor sich ging, bildete die Grundlage des Mecha- 
nismus, durch welchen Eudoxus gleichzeitig die solare Anomalie, die Still- 
stände, die Rückläufe und die Abweichungen nach Breite hervorbrachte. 

Vor der Hand wollen wir nun die Wirkung der beiden ersten Sphären; 
welche leicht zu begreifen ist, ausser Acht lassen und unsere ganze Auf- 
merksamkeit der durch die beiden letzten Sphären allein erzeugten Be- 
wegung der Planeten zuwenden. Die Frage ist mit den einfachsten Worten 
folgende: „Um den festen Durchmesser AB (Fig. 2) dreht sich in gleich- 
förmiger Bewegung eine Sphäre, deren entgegengesetzte Pole P sind; um 
diese Pole dreht sich gleichförmig eine zweite der vorigen concentrische 
Sphäre in derselben Zeit, aber in entgegengesetzter Richtung mit dieser, 


use, ee 


Man bestimme den Weg eines Punktes M der zweiten Sphäre, welcher 
gleichweit von ihren beiden Polen entfernt ist“. 

Diese Aufgabe hat sicherlich heutzutage keine Schwierigkeit für den- 
jenigen, welcher in die Anfangsgründe der sphärischen Trigonometrie oder 
der analytischen Geometrie eingeweiht ist. Aber im gegenwärtigen Fall 
kommt es uns nicht sowohl auf die Kenntniss des Resultates an, als 
darauf, die Einsicht zu gewinnen, dass die Lösung dieses Problems. der 
Geometrie jener Zeiten nicht unmöglich war. Und dazu können wir nur 
gelangen, wenn wir eine Lösung finden, welche einfach und unmittelbar 
sich nur auf die Principien der elementarsten Geometrie stützt. Haben 
wir diese gefunden und so die Gewissheit erlangt, dass Eudoxus sich 
genaue Rechenschaft von der Natur seines Problems geben, und wenn auch 
nicht die Berechnung, so doch wenigstens eine genaue Construction desselben 
erhalten konnte, so bleibt uns dann noch der historische Theil unserer 
Aufgabe übrig, nämlich die Angabe des Nachweises, dass Eudoxus in 
Wirklichkeit eine für seinen Zweck geeignete Lösung fand und dass er 
genau die Form der Curve erkannte, welche vom Punkt M durch. die 
Combination der Bewegungen beider Sphären beschrieben wird. Ich werde 
mich nun ‚mit aller möglichen Sorgfalt der Erörterung beider Fragen, 
sowohl der geometrischen als der. geschichtlichen, widmen und darauf 
bedacht sein, dass über diesen wichtigen Punkt dem Leser kein Zweifel 
bleibt. 

Proposition I. Aufgabe. — Es sind die beiden Sphären in irgend einer 
Phase ihrer oben erörterten Bewegung gegeben; man soll auf einer unbe- 
weglichen, diesen beiden concentrischen Sphäre die Lage desjenigen grössten 
Kreises AOB angeben, auf welchem zu gleicher Zeit der Pol P der zweiten 
Sphäre und der auf ihr befestigte Planet M ankommen*. 

Ziehe (Fig. 2) durch die festen Pole der ersten Sphäre den grössten 
Kreis APB, der durch die Lage geht, welche der Pol P im gegebenen 
Augenblick einnimmt. Ziehe durch A und B den grössten Kreis AOB so, 
dass die sphärischen Winkel PAB und MPB einander gleich werden, so 
behaupte ich, dass AOB der verlangte Kreis ist. Denn nach den Annahmen 
ist die Bewegung von M um P gleich und entgegengesetzt der Bewegung 
von P um A; wenn also der Bogen MP sich gegen PB soweit gedreht 
hat, dass er mit PB zusammenfällt, so wird sich der Bogen AP um den- 
selben Winkel gegen AO gedreht haben und mit AO zusammenfallen. 
Die beiden Pole und der Planet M befinden sich also dann alle drei auf 


* Wir nennen hier die dritte und vierte Sphäre des Eudoxus erste und 
zweite Sphäre. Die erste dreht sich um die Pole AB und die zweite um den 
Pol P und den diesem gegenüberliegenden, 
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dem grössten Kreis AOB und M wird auf die Verlängerung des die beiden 
Pole verbindenden Bogens AP zu liegen kommen. 

Anmerkung I. Wenn, von AB aus gerechnet, der Pol P einen halben 
Umfang seines Parallelkreises Q@R beschrieben hat, so ist der Winkel MPb 
auch zu einem halben Kreisumfang gewachsen; deshalb liegen auch in 
dieser zweiten Stellung die drei Punkte APM auf dem grössten Kreis 
AOB, aber in anderer Reihenfolge als vorhin. Nach einem ganzen Umlauf 
von P um A und von M um P ist die ursprüngliche Lage vollständig 
wieder hergestellt; deshalb ist die Bewegung von M genau periodisch und 
die Periode ist gleich der Dauer eines Umlaufs der beiden Sphären. 

Anmerkung TI. Wenn wir auf der andern Seite des Kreises AOB 
die Stellung P’ des beweglichen Pols symmetrisch zu P annehmen (d.h. 
Winkel P'’AO=PAO machen), so wird auch der Winkel M'P'B=MPB, 
und die Stellung des Planeten in M’ wird symmetrisch zu M bezüglich 
des Kreises AOB. Hieraus folgt, dass die vom Planeten M beschriebene 
Bahn symmetrisch zu diesem Kreis ist, und deshalb nennen wir denselben 
Fundamentalkreis und seine Ebene Fundamentalebene. Der Kürze 
wegen heissen wir die zur festen Axe AB der ersten Sphäre senkrechte 
Ebene OD Diametralebene, und die Ebene des Kreises ACBD (dessen 
vorderer Pol O ist), . welche senkrecht zu den beiden vorigen steht, soll 
Örthogonalebene heissen. Der constante Bogen AP zwischen den homo- 
logen Polen beider Sphären heisse die Inclination. Der gleichförmig 
veränderliche Winkel OAP= MPB, welcher in jedem Augenblick die 
Position des Planeten bestimmt, sei das Argument. 

Proposition II. Lehrsatz. — Betrachtet man (Fig. 3) den Kreis APB 
in einer bestimmten Stellung während seiner Bewegung, der Pol dieses 
Kreises in dieser Stellung sei £&, von E ziehe man zum Planeten den Bogen 
EM eines grössten Kreises, so ‘behaupte ich, dass Bogen EM = EO ist, 
und EM senkrecht auf MP. — Weil E der Pol des Kreises APGB ist, 
so ist die Entfernung des Punktes P von E ein Quadrant, und da nach 
der Annahme die Entfernung des Punktes P vom Planeten M ebenfalls 
ein Quadrant ist, so muss P der Pol des Bogens EM sein; folglich steht 
PM senkrecht auf EM. Verlängern wir alsdann den Bogen EM bis nach 
F, so ist der Bogen MF das Maass des Winkels FPM (unseres Arguments), 
und EM wird MF zu 90° ergänzen. "Aber es ist auch klar, dass der 
Bogen @0 das Maass des Arguments GAO ist, und dass EO den Bogen 
GO zu 90° ergänzt, folglich ist EM = EO, was gezeigt werden sollte. 

Zusatz. Wenn man also aus dem Punkt E als Pol einen kleineren 
durch O gehenden Kreis auf der Kugel beschreibt, so muss dieser auch 
durch M gehen, und umgekehrt; und der Bogen OM dieses Kreises ver- 
hält sich zum ganzen Umfang desselben, wie die Inclination AP zum Um- 
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fang des grössten Kreises. Denn, wenn wir das Dreieck A0OG um den 
Pol E drehen, bis es mit dem ihm gleichen Dreieck PFM zusammenfällt, 
so geht A in die Lage von P über, @ nach F und O nach M, und alle 
Punkte beschreiben gleich grosse Bögen; das Maass der Grösse dieser Bögen 
ist die Inclination AP. 

Proposition III. Lehrsatz. — Wenn alles wie vorhin bleibt, und man 
zieht vom Planeten M (Fig. 4) den Bogen MH senkrecht auf den Diame- 
tralkreis COD, so behaupte ich, dass dieser Bogen gleich ist dem yon O0 
senkrecht auf EM gezogenen Bogen OK, 

Denn wenn man den. Schnittpunkt Z der Kreise PM und OB durch 
den Bogen EI mit dem Pol E des Kreises APB verbindet, so werden die 
Dreiecke OIE und EIM congruent, da sie die Seite #I gemeinsam haben, 
die Winkel bei O und M rechte sind, und EO= EM (Prop. I). Sie 
liegen symmetrisch zum Bogen EI. Wenn man also aus M das Perpen- 
dikel MH und aus O,.das Perpendikel OX fällt, so werden auch diese 
beiden Bögen symmetrisch zu EI liegen und einander gleich sein. 

Zusatz. Da B der Pol von OE ist, so muss der Bogen MH durch 
B gehen, und da P der Pol von EM, so geht der Bogen OK durch P. 
Da PK = BH als Quadranten sind, so folgt PO= BM. Die Entfernung 
des Planeten vom festen Pol B ist also während der ganzen Bewegung 
desselben gleich der Entfernung des beweglichen Pols P von dem festen 
Pol O des Kreises ABUOD. 

Proposition IV. Lehrsatz. — Die Länge des vom Planeten M auf 
die Diametralebene ÜD gefällten gradlinigen Perpendikels ist jederzeit gleich 
der Länge des von Pol P auf die Orthogonalebene ABCD gefällten Per- 
pendikels. 

Verlängere den grössten Kreis KOP (Fig. 4) bis L, so ist LO ein 
Quadrant; ebenso ıst der Bogen KÄP ein Quadrant, weil P der Pol von 
EM ist (Prop. II). Folglich wird Bogen LP = dem Bogen OK. Aber 
in der vorhergehenden Proposition wurde bewiesen, dass Bogen OK = dem 
Bogen MH ist. Folglich ist auch LP= MH. Da diese beiden senk- 
rechten Bögen einander gleich sind, so müssen auch die entsprechenden 
geradlinigen Perpendikel, von denen das eine aus P auf die Ebene des 
Kreises ABCD, das andere aus M auf die Ebene des Kreises COD gefällt 
ist, einander gleich sein.* 

Zusatz. Hieraus ergiebt sich eine leichte Construction für den Ab- 
stand des Planeten von der Diametralebene. Beschreibe -(Fig. 5) in der 
Ebene einen, dem vom Pol P durchlaufenen Kreis QR gleichen Kreis, und 


* In unserer Sprache: da die Bögen LP und HM gleich sind, so sind auch 
ihre Sehnen gleich. 
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ziehe darin die beiden Durchmesser ab und cd senkrecht auf einander, 
mache den Winkel ao» gleich dem Argument, so wird das Perpendikel 
pr der gesuchte Abstand des Planeten von der Diametralebene. 

Anmerkung. Aus dieser Construction ergibt sich sofort das Gesetz, 
nach welchem sich der Abstand des Planeten M von der Diametralebene 
ändert. Bei jedem Umlauf der zwei Sphären durchläuft der Pol P seinen 
Parallelkreis einmal, und ebenso sein kepräsentant p in Fig. 5. Wenn P 
sich in der Fundamentalebene befindet, kommt p nach a oder b zu liegen 
und der Abstand des Planeten von der Diametralebene ist dem Radius 
dieses Parallelkreises gleich. Wenn P in der Ebene des Orthogonalkreises 
also in Q@ oder R liest, rückt p nach ce oder d, und der Planet befindet 
sich in der Diametralebene. Der Abstand des Planeten von dieser Ebene 
wird von den Phasen der oscillatorischen Bewegung abhängen, welche der 
Fusspunkt 9 des Perpendikels p»qy auf dem Durchmesser ab während des 
gleichmässigen Umlaufs von p auf dem Umfang abcd beschreibt.* 

Proposition V. Lehrsatz. — Wenn man durch die Punkte M und OÖ 
(Fig. 3) denjenigen Kreis legt, der zum Pol den Pol E des Kreises APGB 
hat, und von dem Ort M des Planeten die Gerade MR senkrecht auf 
die Diametralebene zieht, so wird dieser Abstand des Punktes M von 
der Diametralebene mit dem Durchmesser des, Parallelkreises OM im 
eonstantem Verhältniss stehen, welches auch die Position des Planeten M 
sein möge. 

Wir sahen im Zusatz der Proposition II, dass sich der Bogen MO 
zum Umfang seines ganzen Kreises verhält, wie die Inclination AQ zum 
ganzen Kreisumfang ABOD. Das von M auf den durch O gehenden 
Durchmesser des Parallelkreises gefällte Perpendikel ist offenbar dasselbe, 
wie das von M auf die Diametralebene gefüllte. Das constante Verhält- 
niss dieses Perpendikels zum Durchmesser des Parallelkreises muss also 
dem Verhältniss des Perpendikels ®9$ zum Durchmesser AB gleich sein, 
da OM und AQ ähnliche Bögen verschiedener Kreise sind. 

Zasatz. Ebenso steht der Pfeil der Halbsehne RM, nämlich die gerad- 
linige Entfernung des Punktes O vom Fusspunkt R des Perpendikels RM 
in demselben Verhältniss zum Durchmesser dieses Kreises, in welchem der 
Pfeil AS zum Durchmesser AB steht. 

Proposition VI. Lehrsatz. — Während der nach unserer Annahme 
gleichförmigen und im entgegengesetzter Richtung vor sich gehenden Be- 
wegung der beiden Sphären fälle man aus jeder Lage des Punktes M die 
Senkrechte MR (Fig. 3) auf die Diametralebene, so beschreibt ihr Fuss- 


* Ist @ die Inclination, x die Entfernung des Planeten von der Diametral- 
ebene, © das Argument, der Radius der Kugel = 1, so ergibt sich »=sini, cos ©. 
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punkt R mit gleichförmiger Bewegung auf dieser Ebene den Umfang eines 
Kreises, welcher die Sphäre in O berührt und dessen Durchmesser dieselbe 
Länge wie der Pfeil AS hat; und die von R auf diesem Kreis durchlaufenen 
Bögen werden doppelt so gross sein als ihre correspondirenden von P auf 
seinem Parallelkreis beschriebenen Bögen. 

Sei (Fig. 6) CD die Orthogonalebene, O00’D die Diametralebene, und 
00° die Fundamentalebene, so stellt A die Pole der ersten Sphäre, P den 
Pol der zweiten Sphäre, VV den in den vorigen Figuren mit APB be- 
zeichneten grössten Kreis vor, und der Winkel OAP ist das Argument. 
Ist M die entsprechende Position des Planeten, E der Pol von VV, ON 
der durch O zu VV gezogene Parallelkreis, so haben wir gesehen, dass M 
auf diesem Parallelkreis liegen muss. Der Fusspunkt des vom Planeten 
M auf die Diametralebene 000’D gefällten Perpendikels ist in dieser Figur 
„ ebenfalls mit M bezeichnet; OM ist alsdann die Entfernung dieses Fuss- 
punkts vom Pol O des Örthogonalkreises.. Nun ergibt sieh aber aus dem 
Zusatz der Prop. V, dass diese Entfernung OM zum Durchmesser ON des 
Parallelkreises in einem constanten Verhältniss steht. Der Ort der Punkte 
M wird also ähnlich und ähnlich gelegen sein im Bezug auf O mit dem 
Ort der Punkte N, er ist folglich ein Kreis, welcher den Kreis 0C0’D im 
Punkte O berührt. Auch ist offenbar, dass der Bogen TM zum Maass den 
doppelten Winkel N00’ oder das doppelte Argument PAO hat. Wöiihrend 
also der Pol P der zweiten Sphäre auf seinem Parallelkreis von OA aus 
einen ganzen Kreisumfang beschreibt, wird der Punkt M in demselben Sinn 
von 7 aus auf seinem Kreis zwei Umfänge beschreiben. Da nun das con- 
stante Verhältniss von OM zu ON dasselbe ist als das Verhältniss des 
Pfeils AS zum Durchmesser AB, so folgt, dass O7 gleich AS ist, was zu 
beweisen war. 

Zusatz I. Wenn man im Mittelpunkt X des Kreises OT auf 
der Diametralebene eine Senkrechte errichtet, so kann man sagen, 
dass der Planet in gleichen Zeiten gleiche Winkel um diese Senkreehte 
beschreibt. 

Zusatz II. Denken wir uns aus allen Positiohen des Planeten die 
entsprechenden Senkrechten auf die Diametralebene gefällt, so bilden diese 
Senkrechten einen geraden Cylinder, welcher den Kreis O7 zur Basis hat. 
Die vom Planeten auf einer festen, zu den beiden beweglichen Sphären 
concentrischen Sphäre beschriebene Curve ist nichts anderes, als die Durch- 
dringungscurve dieser Sphäre mit diesem geraden Cylinder. 

Zusatz III. Nun kann man leicht den jedem Augenblick entsprechen- 
den Abstand des Planeten von der ‚Fundamentalebene 00° eonstruiren. 
Man braucht zu diesem Zweck nur auf dem Kreis OT von 7 aus den 
Bogen TM doppelt so gross als das Argument zu nehmen. Die Entfern- 
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ung des Punktes M vom Durchmesser OT ist nach Grösse und Richtung 
der verlangte Abstand.* 

Daher befolgt auch dieser Abstand, wie der früher in Prop. IV be- 
betrachtete, bei seinen Aenderungen die Gesetze einer oscillatorischen Be- 
wegung, aber hier ist die Periode halb so gross als diejenige, in welcher 
die Veränderungen des Abstands von der Diametralebene vor sich gehen. 

Zusatz IV. Die Gerade OM steht in constantem Verhältniss zum 
Durchmesser des Parallelkreises ON; oben haben wir gesehen, dass die 
Länge des vom Planeten auf die Diametralebene gefällten Perpendikels zu 
diesem Durchmesser ebenfalls in constantem Verhältniss. steht (Prop. V); 
wenn wir also ein rechtwinkeliges Dreieck bilden, dessen eine Kathete 
dieses Perpendikel und dessen andere die Gerade MO ist, so werden auch 
diese beiden Katheten zu einander im constanten Verhältniss stehen; folg- 
lich wird auch die Hypotenuse dieses Dreiecks (die Verbindungslinie des 
Planeten mit dem Punkt O0) mit diesen Katheten ein constantes Verhältnis 
bilden, und der von dieser Hypotenuse mit der Diametralebene 0C00’D ge- 
bildete Winkel wird ebenfalls constant sein. Also bilden die unendlich 
vielen Geraden, welche den Punkt O mit allen Positionen des Planeten 
verbinden, mit der Diametralebene einen Neigungswinkel von constanter 
Grösse, und wenn man in O auf der Diametralebene eine Senkrechte er- 
richtet, so wird diese den Fundamentalkreis 00’ in O berühren und mit 
diesen unendlich vielen Geraden gleiche Winkel bilden, folglich die Axe 
des von jenen gebildeten geraden Kegels sein. Man sieht leicht, dass der 
von dieser Axe mit den Erzeugungslinien des Kegels gebildete Winkel 
halb so gross als die Inclination ist. 

Zusatz V. Deshalb kann man die vom Planeten M, während einer 
Umdrehung der beiden Sphären, auf einer diesen beiden concentrischen festen 
Sphäre beschriebene Curve, als den Durchschnitt dieser festen Sphäre mit 
diesem Kegel betrachten; und diese Curve wird durch die gleichzeitige 
Durchdringung dreier runder Körper, nämlich eines Kegels, eines Cylinders 
und einer Kugel erzeugt. 

Zusatz VI Da sch Punkt M auf dem Umfang des Kreises OT gleich- 
förmig bewegt, so wird auch die Aenderung des Winkels MOT gleich- 
förmig vor sich gehen. Deshalb kann man behaupten, dass die Winkel- 
bewegung des Planeten um die Axe des Kegels gleichförmig sei. Der 
Planet hat also drei gleichförmige Bewegungen zugleich: eine um die Axe 


* Da der Durchmesser des Kreises OT gleich 1—cösi oder 2sin?}i ist, SO 
wird der Radius dieses Kreises sin?li; nennen wir y den Abstand des Planeten 
von der Fundamentalebene und nehmen wir diesen Abstand negativ, wenn er unter 
diese Ebene fällt, so folgt: 

y=ı- sm? yi.sın?2® 
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der zweiten Sphäre, eine zweite um die Axe des Cylinders (Zusatz 1) und 
eine dritte um die Axe des eben bezeichneten Kegels. Die erste Axe ist 
beweglich in Raum, die beiden andern sind unbeweglich und zu eimander 
parallel. 

‚ Proposition VII. Aufgabe. — Man bestimme auf der Orthogonalebene 
die Projeetion der vom Planeten während einer ganzen Umdrehung der 
beiden Sphären beschriebenen Bahn. 

Beschreibe mit Q$, dem halben Durchmesser des von P (Fig..3) be- 
schriebenen Parallelkreises, als Radius einen Kreis, und alsdann mit der 
Hälfte. von AS als Radius einen zum vorigen concentrischen Kreis (Fig. 7); 
theile diesen kleineren Kreis in eine beliebige Anzahl gleicher Theile, als- 
dann den grösseren Kreis in die doppelte Anzahl gleicher Theile, indem 
man den mit O bezeichneten Anfangspunkten der Theilung in beiden Kreisen 
entgegengesetzte Lagen vom gemeinschaftlichen Mittelpunkt gibt; alsdann 
bezeichne man die aufeinanderfolgenden Theilpunkte mit den fortlaufenden 
Zahlen, indem man in demselben. Sinn ‚herumgeht und im,kleinen Kreis 
die Bezifferung durch zwei Umfänge fortsetzt. Ziehe durch die Anfangs- 
punkte beider Theilungen den Durchmesser XX und den darauf senkrech- 
ten YY. Ziehe durch jeden Theilungspunkt des grösseren Kreises ‚eine 
Parallele zu YY, und ebenso durch die Theilungspunkte des kleineren 
Kreises Parallele zu XX; die so erhaltenen Schnittpunkte dieser Parallelen 
liefern eine: Reihe von Punkten, welche in der Gestalt © auf einander- 
folgen, und dieses ist die geforderte Projeetion, in welcher XX die Fun- 
damentalebene, YY die Diametralebene darstellt. Auf dieser Curve bewegt 
sich die Projection des Planeten in der Ordnung der beigesetzten römischen 
Ziffern. Der Grund dieser Construction liest in dem auseinandergesetzten 
Verfahren, welches zu jedem gegebenen Argument den Abstand des Planeten 
von der Diametralebene (Prop. IV Zusatz) und von der Fundamentalebene 
(Prop. VI Zusatz III) finden lehrt.* 

Anmerkung I. Man bemerkt leicht, dass die Längenaxe der Curve 
dem Durchmesser des vom Pol P, der den Planeten tragenden Sphäre, 


* Die Gleichungen der Curve sind also: 

f == sint.cos © 

| y= -sin?’Li.sin20 
wo » und y die auf die Axen XX und YY bezogenen ‚rechtwinkeligen Coordi- 
naten vorstellen. Die Projection der Curve auf die Orthogonalebene ist also das 
Resultat der Combinationen zweier zu einander rechtwinkeliger schwingender Be- 
wegungen, von denen die eine doppelt so schnell vor sich geht wie die andere, 
und wobei die vier Hauptphasen der langsameren Bewegung mit den centralen 
. Phasen (den Punkten des Gleichgewichts) der schnelleren Bewegung zusammen- 
fallen. Die daraus entstehende Curve ist eine von den bekannten akustischen 
Linien Lissajou’s. S. Tyndall, der Schall. Braunschweig 1874, pag. 334. 
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beschriebenen Parallelkreises gleich ist, und dass ihre Breite dem Pfeil AS 
(Fig. 3) oder dem Durchmesser des Cylinders, auf welchem die vom Pla- 
neten im Raum beschriebene Bahn liegt, gleichkommt. Die vier am wei- 
testen von der Fundamentalebene entfernten Punkte, die beiden Durchgänge 
durch den Centraldoppelpunkt, und die Durchgänge durch die "beiden 
äussersten Apsiden liefern acht Hauptphasen der Bewegung und theilen die 
Curve in acht Bögen, welche vom Planeten in gleicher Zeit durchlaufen werden. 

Anmerkung II. Mit Hilfe dieser Projecetion auf der Orthogonalebene 
und der Bemerkung, dass die wirkliche vom Planeten im Raum beschriebene 
Curve die Durchdringung der Kugelflächke AB mit einem ‚die Kugelfläche 
in O berührenden Cylinder vom Durchmesser AS und einer zu AB parallelen 
Axe ist, können wir uns die Gestalt dieser vom Planeten im Raum‘ durch- 
laufenen Curve leicht vorstellen. Die Fig. 8 zeigt mit hinreichender Klar- 
heit, wie diese Curve auf der Oberfläche der Kugel und des Oylinders zu- 
gleich liest. Der Durchschnittspunkt, d. h. der doppelte Mittelpunkt O 
fällt mit dem Pol O der Orthogonalebene zusammen. Durch AB ist die 
Fundamentalebene, durch CD die Diametralebene dargestellt. Auch hat 
man sich zu denken, dass in den beiden kleineren der vier Winkel, welche 
die Curve in O bildet, der Cylinder die Kugel bedeckt, während in den 
beiden grösseren der Cylinder von der Kugel bedeckt wird, und dass sich 
in diesem Punkt O die beiden Oberflächen zugleich berühren und schneiden. 
Ebenso könnte man zeigen, wie diese Curve dem in Prop. VI Zusatz IV 
erwähnten Kegel angehört. In diesem Fall würde man sehen, wie die 
beiden von O nach entgegengesetzter Richtung laufenden Mantelflächen des 
Kegels die beiden Schleifen der Curve erzeugen, und dass der Winkel, unter 
welchem die Curve sich selbst in O schneidet, dem Winkel an der Spitze 
des Kegels, also der Inclination, gleich: ist. 

Diese wenigen, höchst einfachen Propositionen, bei deren Darstellung 
das Wesen der Geometrie der Alten gewahrt wurde, geben uns das Mittel 
für die Construction der vom Planeten beschriebenen Curve, welche wir 
wegen ihrer Gestalt sphärische Lemniscate nennen wollen, und lassen 
auch schon einige ihrer wichtigsten Eigenschaften erkennen.* Weitere 
Mittheilungen derselben sind nach meiner Ansicht unnöthig, erstens weil 


* Die Betrachtung. dieser Curve, der von ihr eingeschlossenen Theile der 
Oberfläche der Kugel, des Cylinders und Kegels, sowie der Volumina, welche von 
diesen Flächen und der Curve begrenzt werden, liefern viele interessante Aufgaben, 
welche alle einfache und elegante Lösungen mittelst der elementaren Geometrie 
zulassen. Wenn die Inclination einem rechten Winkel gleich ist, so bietet die 
Curve den Fall des Vivianischen Problems, nämlich des quadrirbaren halbkugel- 
förmigen Gewölbes dar, in welchem die Hälfte einer jeden Schleife eine der vier 
Öeffnungen vorstellt. Ich erwähne auch noch, dass die Bögen aller dieser sphä- 
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diese geometrischen Kleinigkeiten heutzutage nicht mehr das Interesse haben, 
das sie früher boten, und von den Mathematikern, welche am Stamm und 
an der Wurzel des Baumes ihrer Wissenschaft arbeiten, dem Studium der 
Anfänger überlassen werden; dann aber hauptsächlich deswegen, weil unser 
Zweck erfüllt ist, nämlich die Lieferung des Nachweises, dass man zu dieser 
Construction und zu diesen Eigenschaften auf kurze und leichte Weise, mit 
Hülfe einer Geometrie, die viel elementarer ist, als die, welche wir dem 
Eudoxus zuzuschreiben berechtigt sind, und ohne Anwendung analytischer 
Methoden gelangen kann. Ich werde nun auseinandersetzen, wie es glaublich 
ist, dass man sich dieser Curve zur Erklärung derjenigen Erschemungen bei den 
Planeten, welche wir mit dem Namen solare Anomalie bezeichnen, bedient habe. 

Wir kehren deshalb zur Betrachtung der vier Sphären, welche Eudoxus 
nach Aristoteles und Simplieius einem jeden Planeten beilegte, zurück, und 
anstatt die Axe AB (Fig. 3) fest anzunehmen, denken wir uns die auf die 
zweite Sphäre des Eudoxus vestützten Pole derselben beweglich, in der 
Weise, dass sie in einer, der zodiacalen Umlaufszeit des Planeten gleichen 
Zeit, die Ekliptik durchlaufen. Ferner nehmen wir an, dass der Funda- 
mentalkreis AOB beständig mit der Ekliptik zusammenfalle. Alsdann wird 
der Mittelpunkt O0 unserer sphärischen Lemniscate, sowie die Längenaxe 
derselben (d. i. der Bogen eines ihre äussersten Apsiden verbindenden 
grössten Kreises) beständig mit der Ekliptik zusammenfallen; und der 
Punkt O, ebenso wie A und B, wird während eines zodiacalen Umlaufs 
die ganze Ekliptik mit gleichförmiger Bewegung. durchlaufen und die Lem- 
niscate mit sich ziehen. Wir können jetzt, ohne an der Bewegung des 
Planeten etwas zu ändern, an die Stelle der dritten und vierten Sphäre 
die Lemniscate setzen, auf welcher sich der Planet nach den oben ent- 
wickelten Gesetzen bewegt. Durch Zusammensetzung dieser Bewegung des 


rischen Lemniscaten die Eigenschaft haben, sich summiren, subtrahiren, multipli- 
eiren und dividiren zu lassen, mit Hülfe ähnlicher Regeln wie diejenigen, welche 
zur Ausführung derselben Operationen bei den elliptischen Bögen dienen; das 
merkwürdigste dabei ist, dass die Länge der ganzen Lemniscate derjenigen einer 
Ellipse gleich ist, deren eine Halbaxe der Sehne AQ der Inclination, und deren 
andere Halbaxe dem Sinus versus AS gleichkommt (Fig. 3). 

Diese Lemniscaten gehören fermer zur Classe der sphärischen Epieykloiden 
und haben alle Eigenschaften derselben. Denn ist AB die Axe der ersten Sphäre, 
und QR’ der vom Pol P der zweiten beschriebene Parallelkreis, ist ferner der 
Bogen OB in Z halbirt und der Parallelkreis ZZ’ gezogen, dann aus Q als Pol 
der kleinere Kreis ZU beschrieben, so stelle man sich vor, dass die Kugelhaube 
ZBZ' unbeweglich bleibe, die andere Kugelhaube ZQU aber auf der Peripherie 
der ersteren fortrolle, ohne im gemeinschaftlichen Berührungspunkt Z zu gleiten. 
Wenn mit der beweglichen Kugelhaube der Punkt M so verbunden ist, dass er 
beständig auf der Kugeloberfläche bleibt und von Q um einen Quadranten entfernt 
ist, so beschreibt der Punkt M die der Incelination AQ entsprechende Lemniseate. 
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Planeten auf der Lemniscate mit der auf der Ekliptik fortschreitenden Be- 
wegung der Lemniscate selbst, erhalten wir die Bewegung des Planeten 
in der Zone des Thierkreises. Nun aber ist die Bewegung der Lemniscate 
längs des Thierkreises gleichförmig, und ihre Geschwindigkeit ist so ange- 
nommen, dass sie während eines zodiacalen Umlaufs des Planeten immer 
in gleicher Richtung, nach der Ordnung der Zeichen, die ganze Ekliptik 
durehläuft. Der Lauf des Planeten auf der Lemniscate besteht aber in 
einer periodischen, bald vorwärts, bald rückwärts gehenden Oscillation, deren 
Gesetz in Prop. IV angegeben wurde. Die Zeitdauer dieser Oscillation 
wurde von Eudoxus der Umdrehungszeit der dritten und vierten Sphäre, 
d. ı. der Zeit des synodischen Umlaufs, gleich angenommen. Es wird also 
während der einen Hälfte eines jeden synodischen Umlaufs die Bewegung 
des Planeten längs der Ekliptik eine beschleunigte sein, indem sich die 
Bewegung der Lemniscate um die auf ihr vor sich gehenden Bewegung 
des Planeten vergrössert; während der zweiten Hälfte wird sich eine ver- 
zögerte Bewegung für den Planeten ergeben, indem die beiden eben ge- 
nannten Bewegungen einander entgegengesetzt sind. Wenn also auf einem 
Bogen der Lemniscate die rückläufige Oscillation im Sinn der Länge schneller 
vor sich geht, als die Lemniscate selbst direet sich weiter bewegt, so wird 
sich daraus für den Planeten während einer gewissen Zeit eine retrograde 
Bewegung ergeben, und man hat einen Rücklauf zwischen zwei Stillständen. 
Ferner ist offenbar, dass einerseits die grösste Beschleunigung des Planeten 
im Sinn der Länge, und andererseits die grösste Verzögerung, oder die 
grösste retrograde Geschwindigkeit stattfinden wird, wenn der Planet durch 
das Centrum oder den doppelten Punkt der Lemniscate geht. Diese Be- 
wegungen müssen also so combinirt werden, dass sich der Planet im Mittel- 
punkt der Lemniscate befindet und auf derselben eine directe Bewegung 
hat, wenn er in der obern Uonjuncetion steht, wo die schembare Geschwin- 
diekeit der Planeten nach der Länge die grösste ist, und dass er sich 
wiederum im Mittelpunkt befindet, aber retrograd auf der Lemniscate be- 
wegt, wenn er in der Opposition oder in der untern Conjunction steht, 
welchen Punkten die schnellste retrograde Geschwindigkeit entspricht. 
Eben so ist klar, dass diese Combination von fortschreitender und oseilla- 
torischer Bewegung nach der Länge von einer entsprechenden Bewegung 
nach Breite begleitet sein wird, welche letztere den Planeten um eine der 
halben Breite der Lemniscate gleiche Grösse von der Ekliptik entfernen 
kann. Diese Bewegung lässt den Planeten zweimal seine nördlichste und 
‚weimal seine südlichste Grenze erreichen, indem er während eines syno- 
dischen Umlaufs viermal die Ekliptik durchschneidet. 

Dieses sind die Resultate, zu welchen man durch eine freie, aber 
ogische Betrachtung der wenigen Nachrichten, welche über die Planeten- 
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theorie des Eudoxus existiren, gelangt. Aber diese Entwickelungen hätten 
für uns keinen historischen Werth und wären zu unserem Zweck von 
keinem Nutzen, wenn wir nicht zeigen könnten, dass Eudoxus entweder 
auf dem von uns eingeschlagenen Weg, oder auf eine ebenso leichte und 
einfache Weise in Wirklichkeit zu den hauptsächlichsten der von uns an- 
gegebenen Resultate gelangt ist. Deshalb wollen wir, nach Erschöpfung 
des mathematischen und theoretischen Theils unserer Beweisführung, den 
historischen Theil derselben antreten. Zuerst wollen wir erörtern, ob die 
von uns angegebenen Folgerungen nicht im Widerspruch sind mit denen, 
welche Simplicius gegen das Ende seiner Auseinandersetzung über die 
Sphären des Eudoxus kurz andeutet: „Die dritte Sphäre“, sagt er in $ 6, 
„welche ihre Pole auf der zweiten in der Ekliptik hat und sich von Süden 
nach Norden und von. Norden nach Süden bewegt, führt die vierte Sphäre 
mit sich, welche das Gestirn trägt, und verursacht dessen Bewegung nach 
der Breite. Jedoch ist sie es nicht allein, welche diese Bewegung bewirkt. 
Denn so oft das Gestirn, der dritten Sphäre folgend, sich gegen die Pole 
der Ekliptik hinbewegt und den Weltpolen genähert hat, so. führt es die 
vierte Sphäre, deren Umlauf im entgegengesetzten Sinn mit der dritten, 
aber in derselben Zeit wie der Umlauf dieser vor sich geht, auf der andern 
Seite ebenso weit herab, und veranlasst es dadurch die Ekliptik zu durch- 
schneiden und zu beiden Seiten derselben die von Eudoxus Hippopede 
genannte Uurve zu beschreiben. Die Breite derselben ist genau gleich der 
Breitenbewegung des Gestirns““. Diese Erklärungen des Simplicius enthalten 
mit Kürze und hinreichender Klarheit die durch die dritte und vierte 
Sphäre hervorgebrachte Bewegung und stimmen sehr gut mit meinen oben 
dargelegten Entwickelungen überein. Wir sehen ausserdem noch, dass 
Eudoxus der vom Planeten in Folge der gleichzeitigen Wirkung der dritten 
und vierten Sphäre durchlaufenen Curve den Namen Hippopede gegeben 
hatte. Wenn wir nun noch zeigen könnten, dass diese Curve die Gestalt 
und die Eigenschaften unserer sphärischen Lemniscate hatte, so wäre dıe 
Beweisführung eine vollständige. Es ist dieses nicht der einzige Fall ın 
der Geometrie der Griechen, dass eine krumme Linie Hippopede genannt 
wird. Proclus spricht in seinem Uommentar zum ersten Buch der Elemente 
des Euclid dreimal von einer Hippopede genannten Curve. An einer 
Stelle zählt er die Hippopede zu den gemischten Linien (d. h. zu den von 
den einfachen, nämlich der Geraden und dem Kreis verschiedenen) und 
sagt, dass sie unter die Classe der spirischen Linien gehöre.® An 
einer andern Stelle wiederholt er, dass die Hippopede eine spirische Linie 


* Procli Diadochi in primum Euclidis elementorum librum Commentarii ex 
recognitione God. Friedlein, Lipsiae in aedibus Teubneri, 1873, p. 127. 
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ist und fügt hinzu, dass diese Uurve einen Winkel bildet, indem sie sich 
selbst schneidet.“ Die Hippopede hatte also nach Proclus einen doppelten 
Punkt. Genaueres findet man an einer dritten Stelle,#®* an welcher Proclus, 
nachdem er erzählt hat, dass der Geometer Perseus drei Curven entdeckte, 
welche durch den Schnitt des Spire genannten- Körpers durch eine Ebene 
hervorgehen, so fortfährt: „Die eine dieser Öurven ist in sich selbst zu- 
rückgebogen (Eunenkeyuevn) und der Inmwov w&ön ähnlich; die andere ist in 
der Mitte am breitesten und verengert sich gegen die Enden; die dritte 
ist länglich, ‘m der Mitte eingedrückt und breiter an den beiden Enden.“ 
Es ist bekannt, dass bei den griechischen Geometern mit dem Namen 
oreiga jener ringförmige Rotationskörper bezeichnet wurde, welcher durch 
die Drehung eines Kreises um eine in seiner Ebene liegende, aber nicht 
durch seinen Mittelpunkt gehende, gerade Linie erzeugt wird.##® Dieser, 
heutzutag mit dem Namen Wulst bezeichnete Körper lässt unzählig viele 
verschiedene Schnitte zu. Wenn man aber nur die Schnitte betrachtet, 
welche eine gewisse Art von Symmetrie geben und welche Perseus vor 
allen andern. studirt haben musste, so wird der Leser bald aus der Be- 
schveibung, welche Proclus von den drei spirischen Linien gibt, bemerken, 
dass sie die drei aus dem Schnitt des Körpers durch eine zur Hauptaxe 
parallele Ebene hervorgehenden Hauptformen darstellen. Die drei Curven 
in Fig. 10 entsprechen genau den von Proclus angegebenen Eigenschaften. 
Die erste ist auf sich selbst zurückgebogen und hat einen doppelten Punkt, 
welches derselbe Punkt ist, in dem die schneidende Ebene die Oberfläche 
am Kehlkreis berührt; dieses ist die mit dem Namen Hippopede bezeich- 
nete Curve, welche Proclus der innov n&ön ähnlich nennt. Die zweite 
findet statt, wenn die schneidende Ebene von der Axe weiter als der Mittel- 
punkt des erzeugenden Kreises entfernt ist, es ist eine Art von Ovale, in 
der Mitte breit und an den beiden Enden verengert. Die dritte findet 
statt, wenn die schneidende Ebene weniger von der Axe entfernt ist als 
der Mittelpunkt des erzeugenden Kreises, und diese hat eine längliche Ge- 
stalt, eingedrückt in der Mitte und breit an den Enden. Die Hippopede 
* Ebenda p. 128. 
** Hbenda p. 112. | 
*## 5, dasselbe Werk p. 119; ferner Heron in den „geometr. Definit.“, ver-- 
öffentlicht von Friedlein im Bullettino des Pr. Boncompagni, t. IV, p. 108. Nach 
Heron gab man der Spire auch den Namen xoedxog (Ring). ö 
T Die hier gegebene Interpretation der etwas unklaren Stelle des Proclus 
über die spirischen Linien und deren Gestalt stimmt der Hauptsache nach mit 
derjenigen überein, welche von Knoche und Märker als die wahrscheinlichste be- 
zeichnet wurde. S, deren schätzenswerthes Programm: Ex Procli suecessoris in 
Euclidis Elementa commentariis definitionis quartae expositionem, quae de recta 
est linea et sectionibus spirieis commentati sumt. Knochius et Maerkerus, Herefor- 
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des Proclus (oder lieber des Perseus) hat also die Gestalt der Lemniscate, 
ebenso wie die von den Planeten in Folge der Bewegung der dritten und 
vierten Sphäre beschriebene Curve. Wir glauben daher, dass diese Curve 
die Hippopede des Eudoxus ist, da Eudoxus und Perseus Curven von ähn- 
licher Gestalt (wenn auch geometrisch sehr verschieden) natürlicher Weise 
den Namen eines durch seine Form auf jene Gurven hinweisenden, bei den 
Griechen häufig vorkommenden Dinges — der innov nein — gegeben 
haben : müssen. 
Zur Vervollständigung unserer Beweisführung müssen wir noch unter- 
suchen, welchem Öbject die Griechen den Namen innov mweön gaben, und 
sehen, "ob dessen Gestalt die Uebertragung dieses Namens auf die von 
Eudoxus und Perseus erfundenen Curven rechtfertigt. Auf diese Fragen 
gibt uns eine Stelle der Schrift des Xenophon » de re equestri“ ausführ- 





diae 1856. Die Ansicht dieser beiden Autoren ist zwar in einem Punkt von der 
imeinigen verschieden, aber dieses ist von keinem Einfluss auf unsere Frage be- 
züglich der Hippopede, worin ich das Vergnügen habe mit den oben genannten 
Autoren vollständig in Uebereinstimmung zu sein. 

Knoche und Märker nehmen noch als möglich, wenn auch nicht als wahr- 
scheinlich an, dass man den Angaben des Proclus dadurch genügen könne, dass 
man die drei Schnitte nicht parallel zur Hauptaxe der Spire, sondern schief zu 
derselben durch das Centrum der Spire, wie in Fig. 11 angezeigt ist, legt. Die 
Hippopede wäre alsdann die durch den Schnitt AB, welcher die Oberfläche zwei- 
mal berührt, erzeugte Curve, und hätte zwei doppelte Punkte; die beiden andern 
Curven bestünden aus je zwei Ovalen, nämlich der Schnitt OD gäbe zwei con- 
centrische Ovalen und der Schnitt EF' erzeugte zwei von einander getrennte, aber 
zu ein und derselben Axe symmetrisch liegende Ovalen. Ich kann mich mit dieser 
Ansicht nicht einverstanden erklären. Denn es ist zu bemerken, dass die Grie- 
chen in den Schnittcurven, welche durch CD entstehen, vielleicht zwei ver- 
schiedene Linien anstatt einer einzigen gesehen haben würden, wogegen bei den- 
selben immer drei spirische Schnitte unterschieden werden. Aber der gewichtigste 
Einwand, der gemacht werden kann, besteht darin, dass der Schnitt AB nicht 
Hippopede genannt werden kann, aus dem einfachen Grund, weil dieser Schnitt 
keine neue Curve ergibt, sondern einfach aus zwei Kreisumfängen entsteht, welche 
sich in den Punkten m und » schneiden, wo die Ebene AB die krumme Fläche 
zugleich schneidet und berührt. Dieser Umstand scheint jenen beiden gelehrten 
Auslegern des Proclus entgangen zu sein. 

Eine andere, von dem vorigen verschiedene Interpretation scheint die Stelle 
auf Seite 119 Zeile 9—17 in der Friedlein’schen Ausgabe des Proclus zu ver- 
langen. 

Für unsere Angelegenheit ist dieses alles vollkommen gleichgültig, da ‚aus 
den Angaben des Proclus über die Hippopede mit Klarheit hervorgeht, dass diese 
Curve eine zusammenhängende, in sich selbst zurückkehrende ist, welche sich 
unter einem Winkel schneidet und im Schnittpunkt einen doppelten Punkt hat. 
Die Möglichkeit von zwei doppelten Punkten ist ausgeschlossen, weil sich in 
diesem Fall der Schnitt in das System zweier Kreise auflöst. Deshalb muss die 
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liche Antwort. In dieser Schrift sagt Xenophon bei der Beschreibung der 
Art und Weise die Pferde manöveriren zu lassen und sie gleichmässig in 
den Schwenkungen nach rechts und links zu üben: „wir loben den nach 
der, :fdn genannten, Curve vor sich gehenden Lauf, weil er die Pferde 
iibt, sich nach beiden Seiten zu wenden; und es ist gut den Lauf des 
Pferdes (von rechts nach links und umgekehrt) zu ändern, damit diese 
Jebung beide Seiten des Pferdes symmetrisch ausbilde; und wir ziehen 
die längliche n2ö7 der abgerundeten vor, weil das Pferd, überdrüssig 
immer in’derselben Richtung herumzulaufen, sich leichter umwenden lässt 
und auf diese Weise gleiehmässig im geradlinigen Lauf und in den Wend- 
ungen geübt wird. An einer anderen Stelle desselben Buches heisst es: 
„man erkennt die auf beiden Seiten nicht gleichmissig geformten Pferde 
dadurch, dass man sie in der, x2d genannten Linie laufen lüsst.* Aus 
diesen Worten geht hervor, dass die Ixrov ned bei den Griechen eine 
besondere Art von Curve war, welche die Eigenschaft hatte, die Pferde zu 
abwechselnden Wendungen bald nach rechts, bald nach links zu nöthigen; 


dieses setzt aber voraus, dass das Pferd während seines Laufes in dieser 


Ebene, welche die Spire nach der Hippopede schneidet, diese Spire in einem 
Punkt ihres concav = convexen Theiles berühren. Die Formen, welche man 
auf diese Weise erhalten kann, reduciren sich auf drei Typen: der erste derselben 
ist symmetrisch in Bezug auf zwei zu einander senkrechte Axen und ist der 
Lemniseate ähnlich; die beiden andern sind symmetrisch zu einer einzigen Axe 
und geben Curven wie Fig. 12a und 12b. Der zweite Typus besteht aus zwei 
ungleich grossen Blättern, von denen das eine das andere umgiebt; der dritte hat 
zwei gleiche auseinanderliegende Blätter. Der zweite Typus ist offenbar für die 
Zwecke der Hippopede, wie sie von Xenophon beschrieben werden (s. folg. Anm.), 
nicht geeignet, weil, wenn man auf derselben in bestimmtem Sinn herumgeht, 
die Convexität der Curve immer entweder auf der linken oder auf der rechten 
Seite liegt. Der dritte Typus könnte streng genommen den Zwecken des Hippo- 
droms genügen, aber diese Form ist nicht die geeignetste, da sie aus einer un- 
zweckmässigen Umänderung des ersten Typus, das ist der Lemniscate, hervor- 
geht. Diese bleibt also immer die wahrscheinlichste Figur, auch ganz abgesehen 
von dem Umstand, dass Perseus bei seiner Betrachtung den einfachsten Fällen 
vor den verwickelteren den Vorzug geben musste, und von dem weiteren Um- 
stand, dass Curven, welche zum zweiten und dritten Typus gehören, auf keine 
Weise aus den geometrischen Combinationen des Eudoxus hervorgehen können. 

* Xenophon, de re equestri, cap. 7.... "Innaclav Ö' imuıvovusv mv nEönv 
wwkovuernv Er Ruporsons yao Tas yvadovg org&psoheı 2Hrksı. Kal ro ueraßei- 
Assteaı ÖE 1n9 Innaclev ayador, va auporkocı ai yvatoı na Erdtegov rg inne- 
sias boagorraı. "Erawvovuer dE Hal nV Erspounanv neönv u&ikov tig nvaLorsgodg etc. 
Ebenda, cap. 3. Tovs ys un» Ersgoyvadovg uevisı usv vai 7) meon naÄlovuevn 
nreoie. Ebenso hat auch der Alexandrinische Grammatiker Hesychius unter 
den Erklärungen, welche er in seinem grossen Lexikon über das Wort m&dn gibt, 
auch die: „die Figur der Reitübung“ (eidos innesies). Hesychii Lexicon, ed. 
Alberti Lugd. Bat. 1746—66. Tom. Il, p. 898. 
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Curve die convexe Windung derselben bald auf der rechten, bald auf der 
linken Seite hatte. Die einfachste Gestalt einer seschlossenen Uurve, 
welcher diese Eigenschaft zukommt, ist offenbar folsende mehr oder weniger 
verlängerte Windung &. In dieser Curve lässt man auch noch heutzu- 
tage die Pferde laufen, und sie stimmt „genau mit der des Eudoxus und 
Perseus überein. Aus Fig. 13 erkennt man sofort, dass, wenn das [hier 
wihrend seines Laufes auf der einen Schleife der Uurve seine rechte Seite 
nach aussen wendet, auf der andern Schleife die rechte Seite desselben 
gegen das Innere der Curve gekehrt ist; deshalb wird es auf dem einen 
Endpunkt der Curve nach rechts, auf dem andern nach links schwenken 
müssen. 

Ich muss den Leser um Verzeihung dafür bitten, dass ich in Ent- 
wicklungen und Abschweifungen dieser Art gerathen bin, aber, nur nach 
sorgfältiger Erwägung aller in diesem Abschnitt dargelegten Analogien und 
Beziehungen, kann man das Wesen des Mechanismus der Stillstände, Rück- 
läufe und der Bewegung nach der Breite im System der homocentrischen 
Sphären als hinreichend erklärt und bewiesen betrachten. 

In anderen antiken Schriften ist, wenn auch nicht der Name der 
Hippopede, aber doch wahrscheinlich dieselbe Sache unter verschiedenem 
Namen angeführt. Im Eudoxischen Papyrus, von welchem wir schon 
gelegentlich Erwähnung thaten, und welcher einen Auszug der Lehren dieses 
Astronomen zu enthalten scheint, ist gesagt, dass Merkur 116 Tage braucht, 
um seine &ı5 zu durchlaufen®. Die Periode von 116 Tagen ist offenbar 
die synodische Umlaufszeit des Merkur, woraus man schliessen kann, dass 
der Autor des Papyrus mit Eiı5 jene Curve bezeichnen wollte, durch deren 
Zurücklegung die synodischen Phasen des Planeten hervorgebracht werden. 
Wenn wir nun bedenken, dass dieser Papyrus unmittelbar ‘von Eudoxus 
herstammende Lehren enthält, so können wir mit grosser Wahrscheinlich- 
keit annehmen, dass der Name &4ı& hier zur Bezeichnung der Hippopede 
dient. Der Name &4ı5 wurde in der That von den Griechen häufig benützt, 
um eine Spirallinie, wie die des Archimedes, oder die Windung einer 
Schraube zu bezeichnen; in letzterem Sinn hat ihn auch Plato gebraucht. 
Ueberhaupt: wurde das Wort 84:5 zur Bezeichnung von verwickelten (urven, 
die von den in der (reometrie gewöhnlich betrachteten verschieden waren, 
angewandt. Wenn wir dem Proclus Glauben schenken dürfen, so bezeich- 
nete Perseus selbst die von ihm gefundenen spirischen Linien®* mit dem 





* Ich habe diese Stelle aus dem Papyrus von Letronne, Journal des Savants, 
1841, p. 544: Zrilßov 6 "Eouov nv Zlına drebfoyerai 2v unot rgıciv nal |nueonıs] 
sinocı EE. 

*#= S, das auf die Erfindung der spirischen Linien sich beziehende Epigramm 
im Commentar «des Proclus zum 1. B, d. Euklid p. 112 der Friedleinschen Ausgabe. 
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Namen Helicoiden. Wir haben gesehen, dass die Hippopede zu diesen 
Linien gehört. 

In dieser Hinsicht bestätigen mich die letzten Kapitel der Astrono- 
mie des Theon von Smyrna, in welchen dieser Autor eine kurze Darlegung 
der astronomischen Lehren des platonischen Philosophen Dercyllides zu 
oeben versucht.® Dercyllides „glaubt nicht, dass die helicoidischen 
Linien und die der Hippika ähnlichen als die Ursache der erratischen 
Bewegung der Planeten betrachtet werden können, denn diese Linien seien 
zufällig hervorgebracht; die erste Ursache der erratischen Bewegung 
und der Helix sei die schief im Thierkreis vor sich gehende Bewegung. 
Die Bewegung der Planeten nach der Helix sei durch die Combination 
von zwei Bewegungen dieser Gestirne entstanden.“ Alsdann beschreibt 
Dercyllides, wie eine Helix durch Combination der Bewegung der Planeten 
im Thierkreis mit ihrer täglichen Bewegung hervorgeht, und zeigt sehr 
deutlich das Resultat, welches identisch ist mit der von Plato im Timäus 
beschriebenen Helix. 

Diese Stelle lehrt uns, dass es gewisse Philosophen oder Astronomen 
gab, welche die erratischen Bewegungen der Planeten durch helicoidische 
Linien und solche, welche der Hippika ähnlich sind, erklärten und 
welche von Dercyllides widerlegt wurden. Diese können für uns keine 
anderen als Eudoxus und die, welche ihm nachfolgten und das System der 
homocentrischen Sphären vervollkommneten, gewesen sein. Die helicoi- 
dischen und die der Hippika ähnlichen Linien sind nichts anderes, 
als die verschiedenen Hippopeden der verschiedenen Planeten. 

Zugleich sehen wir, dass Dercyllides die helicoidischen Linien und 
die Hippika nicht ohne Weiteres der Helix des Plato ähnlich annimmt. 
Es ist nicht leicht zu sehen, wie die Helix des Plato mit einer von Pferden 
beschriebenen Linie Aehnlichkeit haben kann. Wirklich bemerkt Dercyllides 
kurz darauf, es gebe zwei Arten der Helix, nämlich: erstens die den Win- 
dungen der Schraube und den Krümmungen der o#vraAn der Lacedämonier 
(unserer cylindrischen Schraubenlinie) ähnliche, und "zweitens die ebene 
Helix, deren Construction er auch lehrt, und welche einfach eine ebene 
Sinusoide von unbestimmter Länge, zwischen zwei Parallellinien, ist. Diese 
Sinusoide ist nach H. Martin die Hippika des Dercyllides, ja sogar die 
Hippopede des Eudoxus wäre nach seiner Meinung nicht verschieden von 
dieser Sinusoide. In diesem Falle erlaube ich mir eine, von der Meinung 
des ausgezeichneten Herausgebers von Theon’s Astronomie entgegengesetzte 


* T’heonis Astr. ed. Martin, p. 328 und die folgenden. Die wichtigste Stelle 
ist folgende: Ovn «Eıor (Jeonvilides) Ö: Tod nAuvmusvon wiriaug oleodaı Tag 
Elımosıdsis YoRuulds ...... t‘g Te innımn nageniNelas...... 
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Ansicht auszusprechen, und zwar aus folgenden Gründen: 1. Dercyllides 
deutet an keiner Stelle eine Identität der Hippika mit seiner ebenen Helix 
an. 2. Letztere ist abgeleitet durch die eylindrische Abwicklung, nicht 
sowohl der Helix des Plato, sondern einfach des Zodiacus, diesen als 
schiefen Kreis betrachtet; deshalb ist ihre Funktion vollständig identisch 
mit der dieses Kreises, und sie erklärt die erratischen Bewegungen der 
Planeten nicht besser als dieser Kreis. 3. Es ist nicht zu begreifen, wie 
man die planetarische Hippika, welche wesentlich eine sphärische und in sich 
selbst zurückkehrende Curve ist, mit der ebenen Helix des Dercyllides, 
einer Öurve von beliebiger Anzahl von Windungen identificiren kann. 
4. Eudoxus konnte zu seinen Hypothesen keine Uurve brauchen, welche ihm 
kein Mittel zur Erklärung der Rückläufe der Planeten darbot; denn der 
Lauf auf der Sinusoide ist immer direct, und nie retrograd: 5. Meines 
Wissens gibt es keinen Grund, die Sinusoide wegen ihrer Form eine Hippika 
zu nennen. 6. Endlich kann man dieselbe mit der Hippopede des Eudoxus 
nicht für identisch halten, aus dem einfachen Grund, weil sie durch die 
von Aristoteles und Simplicius so deutlich beschriebenen Bewegungen der 
planetarischen Sphären nicht erzeugt werden kann. — Ich glaube viel- 
mehr, dass Dercyllides beabsichtigte, durch die über eine für die Astro- 
nomie ganz nutzlose Uurve gegebenen Erörterungen, mit seinem geometri- 
schen Wissen zu prunken, anstatt die Natur der Hippika, welche er nicht 
recht verstand, auseinanderzusetzen. Dennoch bleibt diese Stelle des 
Dercyllides über die Ansicht jener, welche die erratischen Bewegungen der 
Planeten aus den Helicoiden und den der Hippika ähnlichen Gurven 
herleiten wollten, für uns sehr schätzenswerth, und bestätigt unsere in 
diesem Abschnitt dargelegten Ansichten, wenn auch der platonische Philo- 
soph mit seinen überflüssigen, gar nicht an jene Stelle gehörigen Erörte- 
rungen den Sinn derselben etwas unklar machte. 


VI. Specielle Theorien der Planeten nach Eudoxus. 


‚Bei den Planetentheorien der Alten waren die wichtigsten Elemente 
die Dauer der zodiakalen und jene der synodischen Umlaufszeit. 
Simplicius hat uns diesen Theil der Planetentheorien des Eudoxus über- 
liefert, aber wie mir scheint, nur in runden Zahlen, weil die Dauer der 
zodiakalen Umlaufszeiten in ganzen Jahren und jene der synodischen in 
Monaten und in der Zehnerzahl der Tage angegeben sind. Wenn wir die 
Monate zu 30 Tagen annehmen, so haben wir folgende Tafel, in welcher, 
des Vergleichs wegen, neben die Angaben der Alten die Resultate unserer 
Zeit %esetzt wurden: 
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Synodische Umlaufszeiten ZJodiakale Umlaufszeiten 
a a N ae a Ne 
Planes nach Eudoxus ae nach Eudoxus nach unseren Angaben 
Saturn .. . Tage 390 378 Jahre 30 Jahre 29 Tage 166 
Jupiten „u 2590 329 una a 245 
Mars, 06 7 0 780 . > v 1 BEN 
Merkur 116 x 1 . 1.08 0 
Venus... 40032570 >84 = 1 . 1 £ 0 


Wenn auch diese Zahlen zeigen, dass man damit nur eine grobe An- 
näherung für jene Perioden geben wollte, so sehen wir doch schon in 
diesen ersten Versuchen der Planetentheorien der Griechen eine ziemliche 
Annäherung, welche für die Beobachtungen eines einzigen Menschen schwer 
zu erhalten waren.® Im Budoxischen Papyrus ist die synodische Umlaufs- 
zeit des Merkur zu 116 Tagen angegeben, also genau mit der heutzutage 
dafür giltigen Ziffer;#® wenn diese Angabe, wie es wahrscheinlich ist, von 
Eudoxus herrührt, so müssen wir zugeben, dass er eine sehr genaue Kennt- 
niss dieser Zahlen hatte, und dass er dieselben vielleicht in Aegypten 
kennen lernte, oder dass sie ihm von Babylonien aus mitgetheilt wurden. 
Zudem müssen wir bemerken, dass in demselben Papyrus die zodiakale 
Umlaufszeit des Mars zu zwei Jahren*** und jene des Saturn zu 


* Wir müssen jedoch hiervon die synodische Umlaufszeit des Mars ausnehmen, 
wovon wir weiter unten sprechen werden. Eine eigenthümliche Folge der geringen 
Aufmerksamkeit und der Apathie, womit gewöhnlich die astronomischen Hypothesen 
des Eudoxus betrachtet wurden, kann man selbst bei dem so sorgfältigen Schaubach 
finden; dieser spricht in seiner „Geschichte der griechischen Astronomie vor 
Eratosthenes‘‘ über die soeben angeführten Zahlen und scheint gar nicht zu 
wissen, dass die erste der beiden Reihen die synodischen Umlaufszeiten der Pla- 
neten anzeigt; er verliert sich deshalb in unnöthigen Auseinandersetzungen, um 
etwas klar zu machen, was die Vergleichung dieser Zahlen mit denjenigen, welche 
die heutige Astronomie dafür gibt, auf den ersten Blick erkennen lässt. Noch 
schlechter ist Eudoxus bei Cornewall Lewis weggekommen, welcher die von 
Eudoxus für Merkur und Venus angegebenen „geocentrischen‘‘ Umlaufszeiten (die, 
wie Eudoxus wohl sah, genau ein Jahr betragen) mit den „heliocentrischen“ Um- 
laufszeiten im Copernikanischen System vergleicht, welche natürlich ganz andere 
sind und die in keinem geocentrischen System der Astronomie bestimmt werden 
können. Der Fehler bei diesen beiden Planeten, sagt er, ist bedeutend und 
unverzeihlich; aber diesen Fehler hat Cornewall Lewis und nicht Eudoxus ge- 
macht. a 

** Letronne, Journal des Savants, 1841, p. 544. 

##* Letronne, ebenda. Irrthümlicherweise jedoch behauptet Letronne, dass 
sich diese Dauer auf die synodische Umlaufszeit bezieht; der Text sagt deutlich 
IIveosıöns rov &odlov wunAov drskkoyera 2v Zrecı ß. Es handelt sich also um die 
zodiakale Umlaufszeit: ” 
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30 Jahren, wie oben, angegeben ist. Unter diesen Umständen ist es un 
nöthig, weitere Auseinandersetzungen über diese Zahlen zu machen, da wir 
aus denselben nicht ersehen können, ob Eudoxus die Beziehung kannte, 
welche zwischen dem Sonnenjahr, der zodiakalen Umlaufszeit eines Planeten 
und dessen synodischer Umlaufszeit stattfindet. Ohne uns also weiter mit 
dem Grad der Genauigkeit dieser Ziffern zu beschäftigen, wollen wir unter- 
suchen, welche Folgerungen sich aus ihnen für den im vorigen Abschnitt 
entwickelten Mechanismus ergeben, und welche Resultate man daraus für 
die Theorien der einzelnen Planeten erhält. 

1. Saturn. Aus dem, was über die Fundamente der Planetentheorie 
des Eudoxus gesagt wurde, sieht man, dass es zur Erlangung der Ele- 
mente hinreicht, bei jedem Planeten die Inclination der Axe der vierten 
Sphäre gegen die der dritten zu wissen. Denn aus. diesem einzigen Datum 
bestimmen sich alle Dimensionen der Hippopede vollständig, und damit der 
synodische Umlauf des Planeten, sein unregelmässiger Lauf bezüglich der 
Sonne und seine Bewegung nach der Breite. Leider gibt Simplicius den 
Werth der Inclination weder für den Saturn noch für die anderen Planeten 
an, sondern sagt einfach, dass diese Inclination für die verschiedenen Pla- 
neten verschieden ist (s. Anhang Il, $ 5). In diesem Punkte sind wir 
also einfach auf Vermuthungen angewiesen. Da es aber sicher ist, dass 
Eudoxus bei der Aufstellung seines Mechanismus das Problem der 'Rück- 
läufe hauptsächlich im Auge hatte, wenigstens bei Saturn, Jupiter und 
Mars, so glauben wir, dass wir uns von der Wahrheit nicht zu sehr ent- 
fernen, wenn wir die Annahme machen, .er habe die Inclinationen so ge- 
wählt, dass er für jeden dieser drei Planeten eine Hippopede erhielt, aus 
welcher sich die rückläufigen Bögen mit der Beobachtung übereinstimmend 
ergaben. Ohne deshalb zu behaupten, dass wir genau ebenso wie Eudoxus 
verfahren, wollen wir suchen, welche Folgerungen sich ergeben, wenn wir 
seine Hypothesen auf die durch den Rücklauf beschriebenen Bögen anwen- 
den und sehen, wie sich aus dieser Untersuchung die Erklärung einiger 
besonderer Umstände ergibt, welche ohne diese dunkel und unerklärlich 
erscheinen würden. Von diesem Gesichtspunkte aus ergibt sich für die 
Theorie des Saturn, von dessen rückläufigem Bogen wir wissen, dass er 
ungefähr‘ 6° beträgt, durch einige einfache Versuche und Rechnungen, dass 





* Balvov 06 To® NAlov Korne, tov odiav AunAov Örskgoyera Ev Ersoıw A. 
Letronne, Journ. des Sav., 1839, p. 582. Diese Benennung „Gestim der Sonne“ 
für den Saturn findet man auch bei Simplieius (s. Anh. II, $ 4); und es ist wahr- 
scheinlich, dass sowohl der Autor des Papyrus, als auch Simplieius dieselbe der 
gleichen Quelle, dem Buche des Eudoxus zsgi rayov, entnahmen. Diodorus Sicu- 
lus, II, 30 führt diese Benennung auf, die Chaldüer zurück, welche vielleicht 
einigen Einfluss auf die Ziffern des Eudoxns gehabt haben können. 
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man diese Grösse durch Combination des zodiakalen Umlaufs von 30 Jahren, 
mit einem synodischen Umlauf von 13 Monaten auf der dritten und vier- 
ten Sphäre, und durch Annahme einer Inelination von 6" für die Axen 
dieser beiden Sphären, erhält. Alsdann wird die gesammte Länge der 
Hippopede 12° und ihre halbe Breite, d. i.: die grösste Entfernung des 
Planeten von der Ekliptik, fast 9. Die Combination der zodiakalen Be- 
wegung mit der synodischen, auf der Hippopede vor sich gehenden be- 
wirkt, dass der Planet bei jedem synodischen Umlauf eine verschlungene 
Curve, wie die in Fig. 14, beschreibt, wo, um die Natur ihrer Windungen 
deutlicher hervortreten zu lassen, für die transversalen Dimensionen ein 
zehnmal grösserer Massstab als für die longitudinalen angenommen wurde. 
In dieser Figur ist O der vom Planeten im Augenblick der Opposition ein- 
genommene Punkt, A bezeichnet die östliche Grenze des Rücklaufs und den 
Ort des ersten Stillstands, PB die westliche Grenze des Rücklaufs und den 
Ort des zweiten Stillstands, AB misst. den Bogen des Rücklaufs, C ist der 
Ort der oberen Conjunction. Von dieser Phase in € aus gelangt der Planet 
nach Verlauf des achten Theils seiner synodischen Umlaufszeit das erste 
Mal in D zu seiner grössten Digression nach der Breite; während des 
zweiten Achtels derselben durchläuft er den Bogen DE und kehrt zur 
Ekliptik zurück; und so durchläuft er in Zeitintervallen, welche immer ein 
Achtel der synodischen Umlaufsdauer betragen, die Bögen EF, FO, 06, 
@H, HJ, JO’ und kehrt in ©’ zu seiner oberen Conjunction mit der Sonne 
zurück, um einen ähnlichen Lauf an einer andern Stelle des Thierkreises 
durchzumachen. Offenbar kann man die transversalen Digressionen von 9° 
auf beiden Seiten der Ekliptik als von den Beobachtungen jener Zeiten 
gänzlich unbemerkt betrachten. Deshalb reducirte sich die wirklich bemerk- 
bare Wirkung dieser so verwickelten Bewegung auf eine Längenbewegung, 
welche nichts Anderes ist, als ein Rücklauf zwischen zwei ungefähr um 6° 
von einander abstehenden Stillständen; und gerade dieses konnten die Astro- 
nomen jener Zeit beobachtet haben. Die solare Anomalie des Saturn konnte 
also aus den Hypothesen des Eudoxus mit einer, den Beobachtungen elei- 
chen, ‚ja dieselben noch übertreffenden Genauigkeit dargestellt werden. 
2. Jupiter. Für die Bewegung des Jupiter gelten genau dieselben 
Betrachtungen. Wenn man die Inclination gleich 13° setzt, so erhält man 
eine Hippopede von 26° Länge und zweimal 44’ Breite. Lässt man, wäh- 
rend die Hippopede mit ihrem Centrum einen zodiakalen Umlauf in 12 
Jahren beschreibt, den Planeten seinen synodischen Umlauf auf der Hippo- 
pede in 13 Monaten zurücklegen,® so betragen die grössten Entfernungen 


* Man kann hier, wie bei allen anderen Planeten, fragen, in welchem Sinne 
die Hippopede vom Planeten durchlaufen werden muss. Eine aufmerksame Be- 
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des Planeten von der Ekliptik auf beiden Seiten derselben nur 044’ und 
sind noch unbemerkbar für die Beobachtungen, während die Grösse des 
rückläufigen Bogens ungefähr 8° beträgt. Die vom Planeten während eines 
synodischen Umlaufs auf beiden Seiten der Ekliptik beschriebene Curve ist 
in Fig. 15 dargestellt. In derselben habe ich die transversalen Dimensio- 
nen, im Verhältniss von 3:10 vergrössert, um ihre Windungen deutlich 
zeichnen zu können. Die Phasen der Bewegung sind denen des Saturn 
analog. “Während eines synodischen Umlaufs durchschneidet der Planet in 
gleichen Zeitintervallen die Ekliptik viermal, erreicht zweimal seine süd- 
lichste und zweimal seine nördlichste Breite, und diese acht Phasen der 
Bewegung theilen den synodischen Umlauf in acht gleiche Theile Da nun 
auch für Jupiter die Digressionen nach der Breite für die Beobachtung 
unbemerkbar bleiben, so können wir sagen, dass, „sowohl für Jupiter als 
‚ auch für Saturn, Eudoxus eine ausgezeichnete Lösung des platonischen Pro- 
blems gab, den Lauf der Planeten durch gleichförmige homocentrische Kreis- 
bewegungen innerhalb der von den Beobachtungen jener Zeit gesteckten 
Grenzen der Genauigkeit darzustellen. In der That, die Grösse, die Dauer 
und die Anzahl der Stillstinde und Rückläufe sind fast genau dieselben, 
wie sie sich aus den obigen Annahmen ergeben. 

3. Mars. Nicht ganz dasselbe kann man beim Mars sagen, dessen 
scheinbarer Lauf am Himmel grössere Verwickelungen darbot und der von 
Plimus wegen dieser Eigenschaft als maxime inobservabilis’* bezeichnet 
wurde, Es ist nicht leieht-zu begreifen, wie Eudoxus sich in der Dauer 
seines synodischen Umlaufs so bedeutend irren konnte, indem er dieselbe 
zu 8 Monaten und 20 Tagen, d. i. zu 260 Tagen angibt, während sie in 
Wirklichkeit 780 Tage, also genau das Dreifache von 260 beträgt. Ideler 
glaubt, dass hier ein Irrthum vorliege und dass man 25 Monate und 20 Tage 
_ lesen müsse;®** Letronmne verwechselt die synodische Umlaufszeit mit der 
zodiakalen und nimmt eine Zeitdauer von 2 Jahren oder 24 Monaten an, 
indem er sich unrichtiger Weise auf die Autorität des Papyrus beruft, #** 
wie wir schon oben angegeben haben. Sicherlich ist es nicht „leicht anzu- 
nehmen, dass Eudoxus, welcher für den Mars eine zodiakale Umlaufszeit 


trachtung lässt erkennen, dass dieses vollkommen gleichgiltig ist und dass die 
Bewegung nach der Länge immer dieselbe bleibt; aber die Breitenbewegung wird 
die Reihenfolge ihrer Phasen wechseln, indem jener Theil der vom Planeten be- 
schriebenen Curve, welcher oberhalb der Ekliptik liegt, unterhalb derselben zu 
liegen kommt, und umgekehrt. Kurz, die Bahncurve des Planeten kehrt sich 
gegen die als ihre Axe betrachtete Ekliptik symmetrisch um. 
* Hist. mundi II, 17. 
** Deber Eudoxus. Abh. d. Berl. Akad. f. 1830, p. 78. 
### S, Anmerkung *** auf S. 156. 
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kannte, die von der richtigen nur wenig verschieden war, dem synodischen 
Umlauf dieses Planeten eine Zeitdauer beigelegt hätte, welche mit der wirk- 
lichen vollständig im Widerspruch stand, und nicht gewusst hätte, dass mit 
der zodiakalen Umlaufszeit des Planeten und jener der Sonne auch die syno- 
dische Umlaufszeit desselben gegeben*® ist. Ich will hier nicht über Etwas 
entscheiden, was wir nicht mehr wissen können; dagegen will ich unter- 
suchen, zu welchem Resultat die Anwendung der Planetentheorie des Eudoxus 
durch die beiden Annahmen für die synodische Umlaufszeit des Mars, näm- 
lich durch die Annahme von 260 Tagen und die andere von Ideler ver- 
tretene von 780 Tagen, führt. Nehmen wir vorerst die letztere an, so 
sehen wir bald, dass es unmöglich ist, für den Lauf des Mars eine befrie- 
digende Lösung, wie die für Saturn und Jupiter angegebene, zu erlangen; 
denn in diesem Falle gelinet es nicht, für die Hippopede des Mars eine 
geeignete Dimension zu erlangen. Nimmt man z. B. für die Länge der 
Lemniscate die grösste Grenze an, welche nach der Beschreibung des Sim- 
plieius noch zulässig ist, nämlich 180° (wobei man die Inclination gleich 
90° annehmen muss), so wird die Hippopede 60° breit, und man muss 
deshalb Digressionen nach der Breite von 30° zulassen. Trotz dieser äus- 
sersten Annahmen erreicht die retrograde Geschwindigkeit des Planeten auf 
der Hippopede die directe zodiakale Geschwindigkeit der Hippopede selbst 
nicht, und Mars kann in der Opposition nicht rückläufig werden, sondern 
die Geschwindigkeit seiner Bewegung scheint nur sehr langsam zu sein. 
Um daher eine rückläufige Bewegung zu erhalten, müsste man die Inkli- 
nation grösser als 90° annehmen, folglich der dritten und vierten Sphäre 
Bewegungen ‚nach gleichem Sinne ertheilen, was gegen die von Simplieius 
ausgesprochene Behauptung ist. Aber auch damit würde nichts gedient 
sein, weil sich daraus für Mars Breiten über 30" ergeben würden, was 
Eudoxus sicherlich nicht annehmen konnte. — Wenn wir im Gegentheil die 
synodische Umlaufszeit zu 260 Tagen annehmen, so wird die Bewegung des 
Mars auf der Hippopede fast dreimal schneller als vorhin; und in diesem 
Falle erhält, man durch Annahme einer Inclination von 34° einen Rücklauf, 


‘ 


* Ist t die Anzahl der Tage für die jährliche solare Umlaufszeit, 2 jene für 

die zodiakale Umlaufszeit eines oberen Planeten, s jene für die synodische Um® 
MER 3 & ; b 1 1 

laufszeit desselben Planeten, so gilt bekanntlich die Gleichung: Fair: hat 
Kudoxus diese Relation gekannt? Wir müssen es bezweifeln, wenn wir die Zahlen 
betrachten, welche Simplicius für die synodischen und die zodiakalen Umlaufs- 
zeiten angibt. Aber wir sind geneigt zu glauben, dass diese Zahlen abgerundet 
sind, indem die synodischen Umlaufszeiten in Monaten und in der Zehnerzahl der 
Tage, die zodiakalen in ganzen Jahren angegeben sind, 
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der mit der Wahrheit hinreichend übereinstimmt. Die Länge der Hippo- 
pede wird 68°, die grösste Digression nach der Breite 4°53’, welche nicht 
zu sehr von der wirklichen abweicht; die Grösse des rückläufigen Bogens 
ergibt sich zu 16°, also wenig grösser, als wie man ihn bei diesem Pla- 
neten beobachtet. Fig. 16 zeigt die bei diesen Annahmen von Mars um 
seine Oppositionen beschriebene Curve. Diese mit den Beobachtungen hin- 
reichende Uebereinstimmung konnte vielleicht Eudoxus zur Annahme einer 
synodischen Umlaufszeit, die nur ein Drittel von der wirklichen beträgt, 
veranlassen; aber bei dieser Annahme musste man zwei Rückläufe ausser 
der Opposition mit der Sonne haben, und sechs Stillstände, von denen vier 
gänzlich imaginär sind. — Daraus schliessen wir, dass die Theorie des 
Eudoxus in ihrer Anwendung auf den Planeten Mars zu keinem Resultat 
führte, weder durch die eine, noch durch die andere der beiden obigen An- 
nahmen; und einige Decennien nachher musste Callippus auf eine Verbes- 
serung dieser Theorie denken. 


4. Merkur. Da für Merkur und Venus der mittlere Ort mit dem 
mittlern Ort der Sonne zusammenfällt, so musste Eudoxus offenbar für beide 
das Centrum der Hippopede beständig mit dem Ort der Sonne zusammen- 
fallen lassen. Und weil dieses Centrum auf der Ekliptik um 90° von den 
beiden Rotationspolen der dritten Sphäre absteht (wie wir bei der Erzeu- 
‚gung dieser Curve sahen), so ziehen wir daraus den Schluss, dass nach 
Eudoxus die Pole der dritten Sphäre des Merkur sowie der Venus immer 
in der Quadratur mit der Sonne stehen müssen, und dass deshalb die Pole 
der dritten Sphäre des Merkur beständig mit den Polen der dritten Sphäre 
der Venus zusammenfallen. Diese Folgerung aus der Theorie des Eudoxus 
wird durch die Worte des Aristoteles „nach Eudoxus sind die Pole der 
dritten Sphäre verschieden für einige Planeten, identisch für Aphrodite und 
Hermes“ bestätigt (s. Anhang I). Diese sich ungesucht ergebende Ueber- 
einstimmung beweist zugleich die Genauigkeit der Beschreibung des Aristo- 
teles und die Richtigkeit der von uns wiedergefundenen Planetentheorie des 
grossen Astronomen von Unidus. 


Aus dem Umstand, dass der mittlere Ort des Planeten das mit der 
Sonne zusammenfallende Centrum ist, und dass die grösste Elongation des 
Planeten von diesem Centrum zugleich die halbe Länge der Hippopede, 
d. h. die Inelination vorstellt, schliessen wir, dass die grösste Längen- 
abweichung dieser beiden Planeten von der Sonne genau ihrer bezüglichen 
Inelination gleich ist; von dieser Eigenschaft machte Eudoxus höchst wahr- 
scheinlich zur Bestimmung der Inclination dieser beiden Planeten Gebrauch, 
da er kein anderes Mittel zu demselben Zweck benützen konnte, indem die 
Rückläufe der Venus schwierig und jene des Merkur gar nicht zu beobach- 

Supplem, 2. hist.-lit. Abth. d. Ztschr. f. Math. u. Phys. vi 
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ten sind.* Da jedoch von Simplieius nicht berichtet wurde, welchen Werth 
Eudoxus diesen grössten Elongationen beilegte, so nehme ich für Merkur 
eine Elongation von 23° an, welches fast dieselbe ist, wie sie sich aus den 
Rechnungen der heutigen Astronomie ergibt. Die gesammte Länge der 
Hippopede des Merkur wird folglich 46°, die halbe Breite derselben, d. h. 
die grösste Digression dieses Gestirns nach der Breite, ergibt sich zu 2914. 
Nach der modernen Astronomie ist diese Digression ein wenig grösser. Nach 
dieser Annahme bildet die von Merkur bei jedem Rücklauf beschriebene 
Curve (Fig. 17) nicht wie die andern eine geschlossene Knotenlinie, son- 
dern nur eine dreifache Inflexion. Man hat hier einen rückläufigen Bogen 
von ungefähr 6°, viel kleiner als er in Wirklichkeit ist; da aber dieser 
Fehler in einen Theil des synodischen Umlaufs fällt, welcher nicht beobach- 
tet werden kann, so kann er dieser Theorie nicht zur Last gelegt werden. 
In den sichtbaren Theilen dieses Laufs stellen sich die Längen mit ziem- 
licher Genauigkeit dar, wenn auch die Epochen der grössten Elongationen 
nicht genau mit der Wirklichkeit übereinstimmend ausfallen. 

5. Venus. Für die Darstellung des Laufs der Venus gilt dasselbe, 
was wir beim Merkur sagten, wenn auch das Ergebniss weit davon ent- 
fernt ist, den Beobachtungen zu entsprechen. Wenn wir nach der moder- 
nen Astronomie die grösste Elongation oder Inclination der Venus zu 46° 
annehmen, so ergibt sich für die gesammte Länge der Hippopede 92°, und 
für die halbe Breite derselben oder die Breitendigression 854, was un- 
gefähr mit den grössten Digressionen nach Breite, wie sie die Beobach- 
tungen dieses Planeten ergeben, übereinstimmt. Aber da die Dauer des 
Umlaufs der Venus auf der Hippopede (570 Tage nach Eudoxus) fast das 
Doppelte der Umlaufszeit auf dem Thierkreis ist, so ist die Geschwin- 
digkeit der ersteren Bewegung nach der Länge stets um Vieles kleiner 
als die Geschwindigkeit der zweiten. Daher ergibt sich für Venus das- 
selbe, was wir schon beim Mars erhielten; nach dieser Theorie des Eudoxus 
kann Venus niemals rückläufig werden; und dieser Fehler ist nicht zu ver- 
meiden, welchen willkürlichen Werth man der Inelination dieses Planeten 
auch beilegen mag. Ueberhaupt müssen wir hier bemerken, dass die Still- 
stäinde und Rückläufe der Venus sewöhnlich in der Diimmerung vor sich 
gehen, wo die Vergleichung dieses Gestirns mit den Fixsternen schwierig 
ist, und es wäre auch möglich, dass Eudoxus noch keine Idee von der 


* Nach der Meinung einiger Astronomen würde, wie Plinius angibt, Merkur 
im Stier, in den Zwillingen und in einem Theil des Krebses nie rückläufig (hist. 
mundi II, 17), was nach der Theorie dieses Planeten offenbar falsch ist. Es exi- 
stirte also zur Zeit des Plinius eine Theorie des Merkur, durch welche man die 
Rückläufe dieses Planeten berechnete, welche der Beobachtung unzugänglich sind. 
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Möglichkeit dieser Phänomene hatte. Aber ein anderer sehr bedeutender 
Irrthum seiner Theorie (welcher in geringerem Mass auch bei der Theorie 
des Merkur vorkommt) bestand darin, dass die 570 Tage betragende syno- 
'dische Umlaufszeit, zufolge des Bewegungsgesetzes der Venus auf ihrer 
Hippopede, von den zwei Zeitpunkten der grössten östlichen und westlichen 
Elongationen in zwei gleiche Theile getheilt werden musste, weil die Be- 
wegung der dritten. und vierten Sphäre gleichförmig angenommen wurde. 
Nun aber gebraucht in Wirklichkeit die Venus von den 584 Tagen ihrer 
synodischen Umlaufszeit 441, um von der grössten östlichen Elongation zur 
srössten westlichen zu gelangen, und nur 143 zu ihrer Rückkehr von der 
westlichen zur östlichen; deshalb ist die ganze synodische Umlaufszeit in 
zwei Theile getheilt, welche sich ungefähr wie 3:1 verhalten. In Folge 
dieses Irrthums differiren die Epochen der grössten Elongationen um mehr 
als 70 Tage von denen, welche sich aus der Theorie des Eudoxus ergeben, 
wenn auch wegen der geringen Bewegung der Venus gegen die Sonne bei 
diesen Phasen der Fehler bezüglich der Elongation von der Sonne und be- 
züglich der Position der Venus im Thierkreis 10° nicht übersteigt. In den 
unteren Theilen des Laufes konnten die Fehler sogar noch grösser werden, 
aber das kam nur in der Nähe der untern Conjunction vor, wo der Planet 
nicht beobachtet werden konnte. 

Alsdann.. zeigte sich noch eine Unvollkommenheit in der Theorie des 
Eudoxus bei der Bewegung nach der Breite, eine Unvollkommenheit, welche 
bei der Venus merklicher ist als bei jedem andern Planeten. Die Hippo- 
pede schneidet die Ekliptik in vier Punkten, nämlich zweimal in ihrem 
Centrum und einmal in jedem ihrer äussersten Punkte. Daraus folgt, dass 
der Planet während eines synodischen Umlaufs die Ekliptik viermal treffen 
muss. Dieses ist aber weit von der Wahrheit entfernt, weil die jährliche 
Breitenparallaxe jährlich zweimal Null ist, nämlich wenn die Erde. die 
“ Knotenlinie überschreitet; deshalb darf sich der Planet jährlich auch nur 
zweimal auf dem grössten Kreis befinden, welcher seine heliocentrische Be- 
wegung auf der Himmelskugel bezeichnet. Die Breite des Planeten ist also 
nur dann Null, wenn er sich auf der Knotenlinie befindet, was zweimal 
während jedes siderischen Umlaufs vorkommt. Hierzu kommt noch, dass 
die Gestalt der Biegungen und Knoten der T'rajectorie in den Monaten der 
Opposition und untern Conjunction in Wirklichkeit weniger symmetrisch, 
aber viel einfacher ist als die, welche sich aus den Hypothesen des Eudoxus 
ergibt. Anstatt eines Knotens mit vierfachem Schnittpunkt hat man .ge- 
wöhnlich einen einfachen Knoten und manchmal zuch nur eine Biegung nach 
entgegengesetzter Richtung (Fig. 18). Diese Unvollkommenheiten hatten 
bei der Theorie des Saturn und des Jupiter nicht viel zu bedeuten, weil 
bei diesen beiden Planeten die Breitenbewegung für die Beobachtungen 
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jener Zeit unbemerkbar war. Bei den auf Mars und Merkur bezüglichen 
Hypothesen gelangten sie schon zu einiger Bedeutung; aber am meisten 
machten sie sich bei der Bewegung der Venus bemerkbar, welche eine 
Breite von 9° erreichen kann. 

Mit diesen Auseinandersetzungen glaube ich alles das, was man über die 
Planetentheorie des Eudoxus beweisen oder vermuthen kann, erschöpft zu 
haben. Ihre Hauptzüge bestehen also darin: dass für die Sonne und den 
Mond diese Hypothesen über alle hauptsächlichsten Phänomene in befrie- 
digender Weise Rechenschaft gaben, ausgenommen über die von der Ex- 
centrieität herrührende Ungleichheit, welche entweder dem Eudoxus un- 
bekannt war oder wenigstens von ihm nicht beachtet wurde Für Jupiter 
und Saturn, und einigermassen auch für Merkur gaben sie eine im All- 
gemeinen befriedigende Erklärung der Bewegung nach Länge, der 'Still- 
stände, der Rückläufe und der anderen, von der solaren Anomalie abhängi- 
gen Erscheinungen. Auffallender waren die Mängel dieser Theorie bei der 
Venus, und am grössten traten sie bei Mars hervor; deshalb mussten die 
Schüler und Nachfolger des Eudoxus bald auf die Verbesserung der Hypo- 
thesen für diese beiden Planeten Bedacht nehmen. Die Grenzen der Brei- 
tenbewegungen ergaben sich aus den verschiedenen Hippopeden in ziemlich 
guter Uebereinstimmung mit den wirklich beobachteten Digressionen, wenn 
auch die Perioden der letzteren und ihre Oerter im Cyclus gänzlich irrig 
waren. Wenn wir jedoch Alles miteinander betrachten und auch auf den 
Zustand der praktischen Astronomie jener Zeiten Rücksicht nehmen, so 
wird jeder einsichtsvolle Leser in diesem System eine Erfindung erblicken 
müssen, würdig der Bewunderung nicht nur der Astronomen der Alten, 
sondern auch derjenigen unserer Zeit, da diese wohl wissen, wie schwer 
manchmal die Entdeckung der Wahrheit auch bei ganz einfachen Problemen 
wird. In jedem Fall gebührt dem Eudoxus der Ruhm, den ersten Versuch 
zur geometrischen Erklärung des Gesetzes gemacht zu haben, nach welchem 
die erste und einflussreichste der periodischen Grössen sich ändert, aus 
denen die planetarischen Ungleichheiten zusammengesetzt sind, nämlich die 
von der Elongation der Planeten von der Sonne abhängige Grösse. Soll- 
ten Jemandem diese Planetentheorien noch sehr roh erscheinen, so geben 
wir ihm zu bedenken, dass Eudoxus in keiner derselben von mehr als drei 
Constanten oder drei Elementen Gebrauch machte, nämlich der Epoche 
einer obern Conjunction, der Dauer des siderischen Umlaufs (womit die 
synodische Umlaufszeit zusammenhängt) und der Inelination der Axe der 
vierten Sphäre gegen die der dritten, wodurch die Dimensionen der Hippo- 
pede gänzlich bestimmt sind. In unserer "Zeit sind zu demselben Zweck 
sechs Elemente für jeden Planeten nothwendig. Diesen Umstand empfehlen 
wir denjenigen zur Erwägung, welche auf eine oberflächliche Betrachtung 
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hin dem Eudoxus Verwicklung in ‘einem System vorgeworfen ‘haben, wie 
die Astronomie keines von grösserer Einfachheit und Symmetrie bis zu den 
Zeiten Keppler’s sah. 
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VII. Die Reform des Callippus. 


Die Lehre von den homocentrischen Sphären erhielt sich in der mathe- 
matischen Schule des Eudoxus auch nach seinem Tode, von welchem er um 
355 in einem Alter von 53 Jahren betroffen wurde. Unter denjenigen, 
welche sich mit diesen Hypothesen beschäftigten, findet sich auch Menäch- 
mus, ein Schüler des Eudoxus und der Erfinder der Kegelschnitte, auf- 
gezählt.* Von Polemarchus aus Cyzikus, einem Freund des Eudoxus, lesen 
wir im Simplicius,** dass er ebenfalls sich mit den homocentrischen Sphä- 
ren beschäftigte, die er wahrscheinlich durch directe Mittheilung von ihrem 
Erfinder kennen gelernt hatte. Callippus, der berühmteste-und fähigste 
Astronom seiner Zeit, war ein Studiengenosse und wahrscheinlich auch ein 
Schüler des Polemarchus. Obgleich Callippus in "Cyzikus geboren wurde, 
so war er doch vielleicht zu jung, um von der Schule, welche Eudoxus 
dort errichtet hatte, Nutzen ziehen zu können, *** und es scheint, dass er 
durch Polemarchus in den Theorien dieses Astronomen unterrichtet wurde. 
Wie dem aber auch sei, nachdem er und Polemarchus sich überzeugt hat- 
ten, dass die eudoxischen Hypothesen nicht in allen Theilen durch die Be- 
obachtungen bestätigt wurden (wie der Leser aus dem vorigen Abschnitt 
ersehen haben wird), so scheinen sie auf den Gedanken gekommen zu sein, 
dieselben zu verbessern und zu vervollkommnen; und um von dem Wissen 
des Aristoteles, welcher schon damals für den ersten griechischen Philoso- 
phen nach dem Tode Plato’s galt, Nutzen ziehen zu können, begaben sie 
sich mit einander nach Athen, wo Aristoteles lehrte. Es ist wahrschein- 
lich, dass sich dieses während des zweiten Aufenthalts des Aristoteles in 
Athen zutrug, also von 336 bis 323 (nach der Angabe Grote’s),f während 
Callippus in der Blüthe seines Lebens stand und zu der Zeit, als er seinen 
berühmten, nach ihm benannten lunisolaren Cyklus aufstellte.?f Dem 
Aristoteles gefielen die Sphären des Eudoxus sehr, weil sie mit seinen cos- 
mologischen Ideen gut übereinstimmten und ihm erlaubten, das Alles be- 
wegende Princip ausserhalb des Universums anzubringen, im Gegensatz zu 
den Pythagoräern, welche es in dem Centrum annahmen. Ueber das Re- 


* Theonis Smyrnaei Astronomia ed. Martin, p. 332. 

** S, Anhang II, $7 und 15. 

*## Anhang Il, $7. Callippus lebte wahrscheinlich zwischen 370 und 300 v. Chr, 
r Grote, Aristoteles, p. 9—10 des ersten Buches. 

yr Die erste Callippische Periode fing mit dem Jahr 330 an, 
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sultat dieser Art von astronomischem Congress haben wir nur lückenhafte 
Nachrichten. Das unmittelbarste und dauerhafteste Ergebniss war, dass die 
Sphären des Eudoxus für die Folge als die Basis der Lehren der Peripate- 
tiker über die Bewegungen am Himmel aufgestellt wurden. Diese Basis wurde 
„war in jenen Schulen später modificirt, aber nie ganz aufgegeben. Von Callip- 
pus ist sicher, dass er die Theorien des Eudoxus in verschiedenen Theilen ver- 
besserte und berichtigte; es ist aber nicht leicht zu entscheiden, ob allein, 
nach den Resultaten seiner eigenen Studien, oder unter der Mitwirkung des 
Aristoteles und Polemarchus. Die erstere Annahme scheint jedoch wahr- 
scheinlicher, wie aus den Worten, mit denen Aristoteles über die im System 
des Eudoxus angebrachten Modificationen berichtet, hervorgeht; denn er 
schreibt diese ausschliesslich dem Callippus zu.® Aber über diese Reform 
hinterliess Callippus keine Schrift; einige Kenntnisse davon verdanken wir, 
wie ich eben sagte, dem Aristoteles und einige wenige kommen uns von 
Eudemus, durch Uebermittlung des Sosigenes und Simplieius, welche schon 
in anderer Hinsicht sich als sicher erwies. EBEudemus, ein Zeitgenosse und 
Freund des Aristoteles, konnte bei der Ausarbeitung seiner Geschichte der 
Astronomie von Aristoteles (wenn nicht vielleicht von Callippus selbst) die 
kurzen, aber deutlichen Bemerkungen über die Arbeiten des Callippus in 
dieser Richtung erhalten haben. Leider war Simplicius nicht sehr freigebig 
in seinen dem Sosigenes entnommenen Mittheilungen und im Ganzen bleibt 
uns das System des Callippus weniger genau bekannt als das des Eudoxus. 
Ich will nun das Wenige, was über die Reformen des Callippus gesagt 
werden kann, auseinandersetzen und nacheinander die verschiedenen Him- 
melskörper vornehmen, auf welche diese Reformen angewandt wurden. 

1. Jupiter und Saturn. Wir haben gesehen, dass für diese beiden 
Planeten die Hypothesen des Eudoxus sich ziemlich gut den Phänomenen 
anpassten. Aristoteles berichtet uns, dass Callippus für dieselben die näm- 
liche Anordnung und die gleiche Anzahl, welche Eudoxus angenommen 
hatte, für diese beiden Planeten beibehielt. Es scheint also, dass Cal- 
lippus für diese die Hypothesen des Eudoxus für genügend betrachtete; 
und man kann schliessen, dass die zodiakale Ungleichheit derselben ihm 
noch unbekannt blieb, wenn sie auch in ihrem grössten Werth bis auf 6° 
anwächst, sowohl bei dem einen wie bei dem andern dieser beiden Plane- 
ten. Wir müssen auch schliessen, dass er ihre Breitenabweichungen für 
nicht bestehend betrachtete, oder dass er glaubte, sie vernachlässigen zu können. 

2. Mars. Die bedeutenden Fehler, welche die Theorie des Eudoxus 
bei diesem Planeten zeigte, erforderten eine geeignete Verbesserung, und 
Callippus glaubte, dass die Hinzufügung einer einzigen Sphäre zu denen 


* 8. Anhang I. 


— 17 — 


des Eudoxus für diesen Zweck genüge. Es ist offenbar, dass diese hinzu- 
gefügte Sphäre weder auf die tägliche Bewegung, noch auf die Bewegung 
im Thierkreis einen Einfluss haben sollte, sondern auf die synodische Be- 
wegung, für welche die zwei Sphären des Eudoxus durchaus keinen Rück- 
lauf hervorbringen konnten, wenigstens wenn man keinen groben Irrthum 
bezüglich der Dauer des synodischen Umlaufs begehen wollte. Nun aber 
ist sicher, dass man durch Beibehaltung der genauen Zeit für diesen Um- 
lauf, d. i.. 780 Tage, mittels Combination von drei Sphären einen Rücklauf 
für den Planeten erhalten, kann, in dem Mass, als es zur Uebereinstim- 
mung mit den Beobachtungen nothwendig ist, und zwar auf verschiedene 
Arten und ohne zu bedeutende Digressionen nach der Breite zu erhalten. 
Die einfachste Art, welche zugleich am besten die natürlichen Grenzen der 
Breite beibehält, ist folgende. Es .sei (Fig. 19) AOB die Ekliptik, A und 
B zwei entgegengesetzte Punkte derselben, welche ihren ganzen Umfang 
während der Zeit des zodiakalen Umlaufs beschreiben. Um diese Punkte 
lasse man eine erste Sphäre in der Zeit des synodischen Umlaufs rotiren. 
Einen beliebigen Punkt P, auf dem Aequator dieser Sphäre nehme man 
als Pol einer zweiten an, welche doppelt so schnell als die erste, aber in 
entgegengesetzter Richtung mit derselben sich dreht und den Pol P,, welcher um 
den Bogen P, P, (den wir Inelination heissen wollen) von P, absteht, mit 
sich führt. Um den Pol P, drehe sich im entgegengesetzten Sinn mit der 
zweiten Sphäre, aber in gleichem Sinn und in gleicher Zeitdauer mit der 
ersten, eine dritte Sphäre, auf deren Aequator der Planet M befestigt sei. 
Es ist leicht zu begreifen, dass, wenn am Anfang der Zeit die drei Punkte 
P,P,M auf der Ekliptik in der Reihenfolge AP,P, MB liegen, nach irgend 
einer Zeit der Winkel @ bei A dem Winkel bei P, gleich, und der Win- 
kel bei P, das Doppelte dieses Winkels betragen wird. Und da APR, = 
MP,= 90° ist, so wird der Planet M längs der Ekliptik und symmetrisch 
zu derselben eine Curve beschreiben, welche je nach dem Werth, den man 
der Inelination P,P, beilegt, ihre Form ändern wird. Diese Curve wird 
bei gewissen Werthen der Inclination sich sehr in die Länge und wenig 
nach der Breite erstrecken, und da sie im Punkt O in der Mitte zwischen 
den Polen A und 5 ihr Centrum hat, so wird sie ganz analog der Hippo- 
pede eine directe und retrograde Längenbewegung hervorbringen, sie wird 
aber vor der Hippopede den Vorzug haben, dem Planeten in der Nähe von 
O eine viel grössere directe und rückläufige Bewegung bei derselben Brei- 
tenbewegung geben zu können. Es ist deshalb möglich, den Planeten auch 
in denjenigen Füllen rückläufig machen zu können, wo sich die Hippopede 
des Eudoxus ungenügend zu diesem Zweck erweist. 

Wenn wir zum Beispiel P,P, gleich einem Achtel des Kreisumfangs 
annehmen, so findet man für die vom Planeten beschriebene Curve eine 
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Form wie ungefähr in Fig. 19. Die grösste Digression nach der „Breite 
übersteigt nicht 4° 11’; die Curve hat auf der Ekliptik eine Länge von 
954° und besitzt zwei dreifache Knotenpunkte gegen das Ende hin, deren 
jeder 45° vom Centrum entfernt ist. Wiährend eines synodischen Umlaufs 
durchläuft der Planet vorwärts und rückwärts diese Curve vollständig und 
entfernt sich von seiner mittlern Position in O auf beiden Seiten um 472°. 
Die Geschwindigkeit der directen und retrograden Bewegung nach der Länge 
ist, wenn sich der Planet im Centrum O befindet, 1,2929 der Geschwindigkeit 
des sich um die Axe AB bewegenden Poles P;. Da aber die Dauer der 
Umdrehung von P, um AB der synodischen Umlaufszeit des Mars, d. i. 
780 Tagen, gleich ist, so beträgt die synodische Bewegung von P, täglich 
360° | 
780 
liche Geschwindigkeit der retrograden synodischen Bewegung des Planeten 
auf der Curve bei O, und diese Geschwindigkeit wird von den drei Sphä- 
ren der synodischen Bewegung hervorgebracht. Aber weil der Punkt O 
wegen der Sphäre der zodiakalen Bewegung auf der Ekliptik sich direct 
täglich um 0,525° weiter bewegt,* so wird folglich der Planet in rück- 
läufiger Bewegung entgegengesetzt der Ordnung der Thierkreiszeichen täg- 
lich um 0,597°—-0,525°, d. i. 0,072° fortrücken. Dieses genügt, um die 
Phänomene des Mars mit einer gewissen Annäherung darzustellen. Würde 
man die Inclination P,P, um etwas vergrössern, so erhielte man Resul- 
tate, die der Wahrheit noch näher kämen. 


‚ also 0,462°; diese Zahl gibt mit 1,2929 multiplieirt 0,597° für die täg- 


Bezüglich der Breitenbewegung erhält man hier auch kein besseres 
Resultat, als mit; der Hippopede; auf jedem periodischen Umlauf erreicht 
der Planet viermal seine nördliche und viermal seine südliche Grenze (im- 
mer in der Breite + 4°11') und durchschneidet achtmal die Ekliptik, näm- 
lich zweimal im Curvencentrum O und dreimal in jedem der beiden Kno- 
tenpunkte.e Aber ich muss hier nothwendigerweise hinzufügen, dass, ob- 
gleich dieses vielleicht die einfachste und folglich auch die wahrscheinlichste 
Lösung ist, welche Callippus über die Bewegungen des Mars durch Hinzu- 
fügung einer einzigen Sphäre möglicherweise gegeben haben kann, man 
doch nicht mit Gewissheit bestimmen kann, ob dieses wirklich auch die 
Lösung des Astronomen von Oyzikus ist, da sich Nichts in den alten Quel- 
len findet, was uns über diesen Punkt Aufklärung verschaffen könnte. 

3. Merkur und Venus. Wie beim Mars, so fügte Callippus auch 
beim Merkur und bei der Venus eine Sphäre hinzu, um dadurch die noch 


* Nehmen wir die zodiakale Umlaufszeit des Mars zu 686 Tagen an, so ist 
0 
die tägliche zodiakale. Bewegung N 
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unvollkommene Theorie, welche Eudoxus für diese beiden Planeten auf- 
gestellt hatte, zu verbessern. Für die Venus erhält man eine etwas bes- 
sere Darstellung der Bewegungen durch Annahme des schon für den Mars 
angegebenen Mechanismus und durch Einführung der in Fig. 19 dargestell- 
ten Curve an Stelle der Hippopede des Eudoxus. Setzt man die Inclina- 
tion gleich einem Achtel des Kreisumfangs und lässt das Centrum der 
Curve beständig mit der Sonne zusammenfallen, so erhält man als grösste 
Elongationen 473°, welche sehr nahe an die Wahrheit kommen. Auch die 
Geschwindigkeit, womit Venus von der grössten östlichen Elongation zur 
westlichen übergeht, ist besser nachgeahmt: weil in der Curve Fig. 19 der 
Uebergang von einem dreifachen Knotenpunkt zum andern in dem vierten 
Theil der synodischen Umlaufszeit vor sich geht, im zweiten Viertel wird 
der entgegengesetzte Weg zurückgelegt, und die beiden noch übrigen Viertel 
sind zur sehr langsamen Beschreibung der kleinen Schleifen an beiden En- 
den, deren Länge ungefähr 23° beträgt, nothwendig. Dadurch erhält man 
jedoch für die Venus keine retrograde Bewegung in der untern Conjunction, 
auch kann man durch Annahme von anderen Combinationen der Sphären 
ebensowenig seinen Zweck erreichen.* Vielleicht war sowohl dem Callip: 
pus als auch dem Eudoxus die Existenz dieser retrograden Bewegung un- 
bekannt. 

Für. den Merkur war schon die Theorie des Eudoxus ziemlich genau, 
und ohne Zweifel konnte durch Anwendung einer neuen Sphäre eine noch 
grössere Genauigkeit erzielt werden. Die Unsicherheit ist in diesem Fall 
gross, deshalb überlasse ich es Anderen, für diesen Fall einleuchtende und 
wahrscheinliche Annahmen zu machen, wenn dieses bei dem vollständigen 
Mangel von Andeutungen überhaupt möglich ist. 

4. Die Sonne. Nach den Angaben des Eudemus hatte Callippus zwei 
Sphären bei der Theorie der Sonne hinzugefügt, um damit die hundert 
Jahre früher von Meton und Euktemon entdeckte Ungleichheit ihrer Längen- 
bewegung darstellen zu können.** Diese Unregelmässigkeit machte sich den 
Astronomen jener Zeit durch die Ungleichheiten der vier Zeiträume bemerk- 


* Da die synodische tägliche Bewegung der Venus im Mittel 389 — 0,632 ® 
nach Eudoxus beträgt, so kann man mit Hilfe des Mechanismus in Fig. 19 beim 
Planeten eine retrograde Bewegung von 0,632: 1,2929 — 0,817° hervorbringen. Da 
aber die directe zodiakale Bewegung im Punkt O derjenigen der Sonne gleich ist, 
also täglich 0,986 beträgt, so wird die resultirende Bewegung des Planeten noch 
direct sein und täglich 0,169° betragen. Man kann wirklich durch gewisse Com- 
binationen der Sphären eine rückläufige Bewegung hervorbringen, aber in allen 
von mir untersuchten Fällen ist dieser Rücklauf von unzulässigen Breitenbeweg- 
ungen begleitet oder von unmöglichen Elongationen bezüglich der Sonne. 

** S, Anhang II, 87. 
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bar, in welche die Dauer eines Jahres durch den Eintritt der Sonne in die 
beiden Aequinoctien und die beiden Solstitien getheilt war. Glücklicher- 
weise sind uns durch den schon mehrmals angeführten Papyrus des Eudoxus 
die Längen, welche Callippus diesen vier Zeiträumen beilegte, noch erhal- 
ten,* und dadurch gewinnen wir eine Vorstellung von der Sonnentheorie 
dieses Astronomen. Die Dauer dieser Zeiträume entnahm der Autor des 
Papyrus dem Parapegma oder dem meteorologischen Kalender des Cal- 
lippus, und diese sind deshalb nur in einer ganzen Anzahl von Tagen aus- 
gedrückt, was man nothwendigerweise bei ihrer Untersuchung bedenken 
muss. Folgende Tafel giebt in der zweiten Reihe die Dauer dieser vier 
Zeitintervalle so, wie sie der Papyrus dem Callippus zuschreibt; in der 
dritten Reihe stehen diese. vier Zeitintervalle, wie sie sich nach der heuti- 
sen Theorie** für das Jahr 330 v. Chr. ergeben, die vierte Reihe gibt 
die Fehler an, welche Callippus bei der Schätzung dieser vier Zeitinter- 
valle machte. Die drei letzten Reihen geben dieselben Elemente nach der 
Sonnentheorie des Euktemon an, welcher um das Jahr 430 v. Chr. be- 
obachtete; auch sie sind diesem Papyrus entnommen. *** 
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Diese Tafel zeigt auf dem ersten Blick, welche Fortschritte in Grie- 
chenland die Beobachtung der ‘Sonne von 430 bis 330 v. Chr. gemacht 
hatte. Die Fehler des Callippus erreichen in keinem Fall die Grösse von 
einem halben Tag, und folglich sind die von ihm im Parapegma angegebe- 


* 8. Böckh, über die vierjährigen Sonnenkreise der Alten, p. 46. 

** Die nach dem jetzigen Standpunkt der Astronomie sich hierfür ergeben- 
den Zahlen sind unter der Annahme berechnet, dass das Perigäum jedes Jahr um 
61,7” gegen die Aequinoctialpunkte vorrückt, und dass sich die Excentrieität jedes 
Jahr um 4,94 Einheiten der siebenten Decimalstelle vermindert. 

"#5, Böckh, Ueber die vierjährigen Sonnenkreise der Alten, p. 46. 
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nen Werthe so genau, als man sie überhaupt mit einer ganzen Anzahl von 
Tagen ausdrücken kann. Die Fehler des Euktemon dagegen steigen bis 
zu zwei ganzen Tagen. Es ist wichtig zu bedenken, dass diese Bestim- 
mungen nicht zur Classe jener gehören, welche immer an Genauigkeit in 
dem Mass zunehmen, als die Beobachtungen durch Jahre und Jahrhunderte 
fortgesetzt werden, wo der Vortheil immer auf der Seite der neuesten ist 
(wie zum Beispiel bei der Bestimmung der mittleren Bewegungen). -Das 
Studium der Ungleichheit der Sonnenbewegung zieht keinen Nutzen aus der 
Länge der darauf verwendeten Zeit, sondern verdankt nur der Genauigkeit 
der Beobachtungsmethoden seinen Fortschritt, und die Vergleichung der 
Resultate des Euktemon mit denen des Callippus zeigt, wie sehr letzterer 
die Arbeit des ersteren vervollkommnet hatte. 

Es ist nicht der geringste Zweifel, dass, wenn wir die genaue Angabe 
der von Callippus durch seine Beobachtungen der Aequinoetien und Solsti- 
tien erlangten Resultate besässen, wir daraus Werthe für die Elemente der 
solaren Anomalie erhalten könnten, welche der Wahrheit sehr nahe kom- 
men. Eudemus erzählt, dass Callippus zur Darstellung dieser Anomalie 
zwei Sphären anwandte, und man kann kaum zweifeln, dass der Mechanis- 
mus, den er benützte, um Rechenschaft von der abwechselnden Beschleu- 
nigung und Verzögerung der Sonnenbewesung zu geben, mit demjenigen 
identisch war, welchen Eudoxus anwandte, um die synodische Ungleichheit 
der Planeten darzustellen, welche, wenn sie auch viel merklicher als die 
Ungleichheit der Sonnenbewegung war, damals in ihren Wirkungen letzterer 
analog zu sein schien. | 

Mit Beibehaltung der drei Sphären des Eudoxus, sowohl der Ordnung 
als der Stellung nach,* hatte Callippus nichts weiter zu thun, als zwei 
Sphären hinzuzufügen, von denen die erste ihre Pole auf der dritten Sphäre 
des Eudoxus hatte, welche die Bahn der Sonne mit gleichförmiger Bewegung 
während der Dauer eines Jahres beschrieb; die zweite, auf welcher die 
Sonne sich befand, hatte ihre Pole auf der ersten, und ihre Axe war gegen 
die Axe der ersten etwas geneigt; sie hatte die gleiche Geschwindigkeit 
wie die erste, aber die entgegengesetzte Drehungsrichtung. Wenn man der 
Inclination einen der grössten Ungleichheit gleichen Werth ertheilt (welcher 
für Callippus wie für uns 2° beträgt), so ergibt sich für die Sonne durch 
diese beiden neuen Sphären eine Hippopede, deren Länge auf der Ekliptik 
4° und deren Breite fast 1” auf beiden Seiten der Ekliptik beträgt. Die 
Genauigkeit, womit diese Hypothese die Bewegung der Sonne nach der 


* Der Umstand, dass Callippus auch die dritte der Sonnensphären des Eudo- 
xus beibehielt, zeigt, dass auch er die Nutation der Sonnenbahn um die fest 
liegendeTEkliptik zugab. $.” Abschnitt IV, 
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Länge ergibt, ist fast derjenigen gleich, welche man später mit Hilfe des 
excentrischen Kreises und des Epicykels erlangte, und der Fehler erreicht 
nur die Quadrate der Excentricität. Die Dauer des Sonnenjahres betrug 
nach Callippus ebenso wie nach Eudoxus 36514 Tage, was sich aus der Be- 
trachtung des Callippischen Cyklus ergibt, in welchem 76 Jahre genau 
gleich 27759 Tagen angenommen sind.* 

5. Der Mond. Callippus verbesserte auch die Mondsbewegung sehr 
sorgfältig, welche er viel genauer als Meton kannte; man nahm an, dass 
die Periode des Callippus von 27759 Tagen genau 940 Lunationen ent- 
halte, woraus sich für die Dauer einer Lunation 29 Tage 12 Stunden . 
44 Minuten und fast 13 Secunden ergeben, was die wirkliche Dauer der- 
selben nur um 10 Secunden übersteigt. Callippus fügte zu den drei Mond- 
sphären des Eudoxus noch zwei hinzu, welche (wenn wir das, was Simpli- 
cius darüber sagt, buchstäblich nehmen**) zur Erklärung der von Meton 
und Euktemon in der Sonnenbewegung entdeckten Ungleichheiten eingeführt 
wurden. Auf den ersten Blick könnte diese Verbesserung der Theorie 
eines Gestirns wegen der Ungleichheiten eines andern sonderbar scheinen; 
die Angabe des guten Peripatetikers könnte jedoch zufällig nicht ganz ohne 
Sinn sein; denn wenn zum Beispiel Callippus die eigentliche Anomalie des 
Mondes nicht gekannt und die Beibehaltung einer für alle Lunationen 
vollständig gleichen Zeitdauer für nothwendig gefunden hätte, so hätte 
für ihn dieses der Grund sein können, in die Längenbewegung des Monds 
eine der Sonnenbewegung vollständig gleiche Anomalie einzuführen. Mit 
mehr Wahrscheinlichkeit kann man jedoch annehmen, dass Simplicius der 
Kürze wegen seine auf die Sonne und den Mond bezüglichen Angaben zu- 
sammenfasste, vielleicht aus dem Grunde, weil Callippus für jedes dieser 
beiden Gestirne eine gleiche Anzahl von Sphären hinzugefügt hatte; und ich 
glaube mich der Wahrheit mehr zu nähern, wenn ich die Annahme mache, 
dass die Hinzufügung von zwei Sphären beim Mond eine Ursache hatte, 
welche der Hinzufügung derselben Anzahl von Sphären bei der Sonne nicht 
identisch, sondern analog war. Und diese Ursache war die Ungleichheit 
in der Längenbewegung des Monds, welche manchmal bis auf 8° anwachsen 
kann und sich bald bemerkbar machen musste, hauptsächlich wenn man 
die zwischen mehreren aufeinanderfolgenden Mondsfinsternissen liegenden 
Zeitintervalle untereinander und die entsprechenden Längen dieses Gestirns, 
welche in diesem Fall aus denen der Sonne sehr leicht abgeleitet werden 
können, verglich. Diese Ungleichheit konnte damals ziemlich gut durch 
zwei Sphären, welche den beiden für die Sonne hinzugefügten analog waren 


* Bailly, hist. de Vastr. ancienne, I, p. 249. 
** Anhang II, 87. 
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und in entgegengesetzter Richtung um einander in der Dauer eines ano- 
malistischen Monats rotirten,* dargestellt werden. Die Inelination würde 
in diesem Fall der grössten Anomalie des Monds gleich angenommen wer- 
den müssen, deren mittlerer Werth 6° beträgt; die Hippopede des Monds 
würde eine Länge von 12° erhalten, und da ihre grösste Abweichung von 
der Mondsbahn 9° nicht übersteigt, so geht daraus eine für die Breiten- 
bewegung gänzlich unmerkliche Störung hervor. Also konnte man auch 
für den Mond durch diese Annahmen die Phänomene ebenso gut darstel- 
len, als durch irgend eine andere Theorie vor der Entdeckung der Evection. 

So viel kann man ohngefähr über die Verbesserungen, welche Callippus 
an den Hypothesen des Eudoxus anbrachte, behaupten, ohne Gefahr zu 
laufen, sich in leere Vermuthungen zu verlieren. Er hatte die damals be- 
kannte Theorie mit dem Resultat der Beobachtungen verglichen, hatte Dif- 
ferenzen gefunden und war infolge dessen bemüht, diese Differenzen durch 
Verbesserung der früheren Hypothesen zu beseitigen. Dieser Fortschritt 
von ausschliesslich wissenschaftlicher Natur wird von denjenigen richtig 
gewürdigt werden, welche bei der Beurtheilung des Verdienstes jener alten 
Forscher die angewandte Methode, die den Untersuchungen ihren eigent- 
lichen Charakter aufdrückt, von den Beobachtungsmitteln und In- 
strumenten zu unterscheiden wissen, welche Dinge untergeordneter Art 
sind. Eudoxus und Callippus hatten weder genaue Instrumente, noch die 
Hilfe der Trigonometrie. Mit Hilfe graphischer Constructionen und viel- 
leicht auch jenes Zweiges der Mechanik, den die Griechen mit dem Namen 
Gpaıgomoıie bezeichneten und der damals viel nothwendiger und wichtiger 
als in unserer Zeit gewesen zu sein scheint,#** gelang es ihnen, eine ge- 
naue Vorstellung von der durch Combination so vieler Sphären hervorgeru- 
fenen Bewegung zu erlangen und die Zusamınenstellung dieser Sphären den 
Beobachtungen anzupassen. Es ist sicher, dass diese den Forderungen jener 
Zeit angepassten Mittel für alle Probleme der theoretischen und präktischen 


* Damit will ich nicht behaupten, dass Callippus schon die Differenz zwi- 
schen dem anomalistischen und dem siderischen Monat, sowie die Bewegung der 
Apsiden der Monatsbahn kannte. Wenn man einerseits anführen kann, dass er ein 
fleissiger Beobachter des Mondes war, und dass sein Zeitgenosse und Landsmann 
Helikon sich mit der Vorherbestimmung der Finsternisse beschäftigte, so muss 
andererseits auch bemerkt werden, dass die Entdeckung der Bewegung der Apsi- 
den viele Bedingungen erforderte, von denen wir nicht wissen, ob sie damals bei 
dem Astronomen von Cyzikus vereinigt waren. Dreissig oder vierzig Jahre früher 
kannte Eudoxus nicht einmal die Excentrieität der Mondsbahn. Es ist also besser, 
die Frage unentschieden zu lassen. y 

** Bei den Alten nannte man opaıporoue (die Kunst Sphären zu construiren) 
jenen Zweig der Mechanik, welcher zum Gegenstand die materielle Nachahmung 
der Himmelsbewegungen hat. S. Proclus, Comm. Euel., p. 41, ed. Friedlein. 
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Astronomie genügten und dass damals wirklich eine Astronomie ohne 
Trigonometrie bestand; trotz der Aeusserung, welche ein berühmter Ge- 
schichtsschreiber über unsere Wissenschaft aussprach, der in derselben nie 
etwas Anderes sehen mochte, als eine Gelegenheit zur Entwickelung einer 
Unzahl von trigonometrischen Formeln, und der dieses hübsche Kriterium 
zur Grundlage seiner Beurtheilung aller Astronomen des Alterthums, sowie 
der neueren Zeit machte. 


VIII. Weitere Modificationen am System des Eudoxus. 


Die Systeme des Eudoxus und Callippus waren, wie wir schon be- 
merkten, einfach geometrische Öonstructionen, welche zum Zweck der Be- 
antwortung der von Plato vorgelegten Frage, „durch welche Annahmen von 
reselmässigen und geordneten Bewegungen sich die im Lauf der Planeten 
beobachteten Erscheinungen darstellen liessen“, erdacht wurden, Wie die 
Bewegungen dieser Sphären sich vollziehen, würden die Urheber des Systems 
nicht anzugeben gewusst haben, wahrscheinlich weil sie als Astronomen 
und Beobachter das Problem der Angabe der Ursachen als ausserhalb ihres 
Wirkungskreises liegend ansahen und meinten, dass dieses eher zur Physik 
sehöre. Dass sie die Urheber der festen krystallenen Sphären, über welche 
so viele wegwerfende Bemerkungen gemacht wurden, gewesen wären, ist 
eine Annahme, welche nicht die geringste historische Begründung für sich 
hat. Eudoxus und Callippus beschäftigten sich gar nicht mit der Aufgabe, 
die Bewegungen der verschiedenen Sphären unter sich zu verknüpfen; für 
sie bildeten die Sphären eines Planeten ein von den Sphären eines andern 
vollständig unabhängiges System, und zwar aus dem einfachen Grund, weil 
zur Erklärung der Bewegung eines jeden Planeten Hypothesen nothwendig 
waren, welche diesem allein angepasst und von den für die anderen gel- 
tenden Hypothesen vollständig unabhängig waren. 

Das Problem, die ganze Reihe dieser Bewegungen zu einer systemati- 
schen Gesammtheit zu verknüpfen und die inneren Sphären von den äusse- 
ren abhängig zu machen, kam dem Aristoteles in den Sinn, welcher in 
einer solchen mechanischen Verbindung das Mittel sah, den Grundgedanken 
seiner kosmischen Dynamik zur Geltung zu bringen, nach welcher die das 
Weltall bewegende Kraft am Umfang wirken und sich von da bis zum 
Centrum fortpflanzen sollte. Zu diesem Zweck vereinigte er alle von Cal- 
lippus angegebenen Sphären zu einem Ganzen; um jedoch die Mittheilung 
der Bewegungen der äusseren Gestirne auf die inneren zu verhüten, schal- 
tete er nach der letzten und innersten Sphäre eines jeden Planeten, sowie 
vor der äussersten Sphäre des darauf folgenden inneren Planeten eine ge- 
wisse Anzahl von neuen Sphären ein, die er reagirende nannte. Die 
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Wirkungsweise derselben wurde von Sosigenes (s. Anhang II, $$ 8—13) 
ausführlich beschrieben. Man kann diese Beschreibung kurz in Folgendem 
zusammenfassen: es seien z. B. ABCD die vier Sphären des Callippus für 
den Saturn, A die äusserste, D die innerste, auf welcher der Planet be- 
festigt ist, und welche zugleich an den Bewegungen der andern theilnimmt. 
Wenn wir, innerhalb der Sphäre D eine erste reagirende Sphäre D’, die 
um die Pole von D mit gleicher, aber entgegengesetzter Geschwindigkeit 
rotirt, einführen, so werden die Umdrehungen von D und D’ sich gegen- 
seitig aufheben und jeder Punkt von D’ wird sich so bewegen, als wenn 
er fest mit der Sphäre © verbunden wäre. Bringt man ferner innerhalb 
D eine zweite reagirende Sphäre 0” an, welche dieselben Pole wie C ‘und 
mit dieser gleiche, aber entgegengesetzte Geschwindigkeit hat, so werden 
sieh die Rotationen von CO und C’ gegenseitig aufheben und jeder Punkt auf 
O0’ wird sich so bewegen, als wenn er fest mit der Sphäre 5 verbunden 
wäre. Bringt man schliesslich innerhalb €’ eine dritte reagirende Sphäre 
B’ an, welehe um dieselben Pole und mit gleicher Geschwindigkeit wie B, 
aber in entgegengesetzter Richtung rotirt, so werden sich die Umdrehungen 
von B und B’ gegenseitig aufheben und jeder Punkt von B’ wird sich so 
bewegen, als ob er fest mit der Sphäre A verbunden wäre. Aber da nach 
der Annahme die Sphäre A die Bewegung des Fixsternhimmels hat, so 
wird sich auch B’ wie dieser bewegen; und folglich wird sich die Sphäre 
des Jupiter innerhalb B’ so bewegen können, als ob alle Sphären des 
Saturn nicht bestünden und als ob BD’ selbst die Sphäre der Fixsterne wäre. 


Hieraus ist klar, dass, wenn » die Anzahl der deferirenden Sphären 
eines Planeten ist, die Hinzufügung von n—1 reagirenden die Wirkung 
‚, von ebenso vielen der ersten Gattung aufhebt und verhindert, dass die 
inneren Sphären von den Bewegungen der äusseren gestört werden. Und 
ebenso leuchtet ein, dass für den Mond, als den letzten der Planeten, keine 
reagirenden Sphären nothwendig sind. Die Anzahl ’der von Aristoteles zu- 
folge der Hypothesen des Callippus angenommenen Sphären, sowohl der 
deferirenden als der reagirenden, ist folgende: 


deferirende reagirende 


für uBaturn! nina Vin 3 
sdupiterköny aabınmwA 3 
Heekarsısnröinoruitk. rd 4 
Y3Merkur.issste inukeeb A 
yeVenmus inescuns: 25 4 
i “Bonner et stud 4 
u 2Möndalr: ; 5 0 


Summe 33 22 
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Die Gesammtzahl beträgt 55, wie auch Aristoteles angibt. Es scheint 
jedoch, dass Aristoteles die Sache etwas oberflächlich nahm, weil in dieser 
Zahl sechs Sphären überflüssig sind. Denn weil die letzte reagirende Sphäre 
des Saturn dieselbe Bewegung wie der Fixsternhimmel hat und die erste 
deferirende des Jupiter nach Callippus sich ebenfalls wie der Fixsternhim- 
mel bewegt, so können diese beiden Sphären als eine einzige betrachtet 
werden, da sie unmittelbar aufeinander folgen und dieselbe Bewegung um 
dieselben Pole haben. Ebenso kann die letzte reagirende des Jupiter und 
die erste deferirende des Mars als eine einzige Sphäre betrachtet werden; 
ebenso die letzte reagirende des Mars und die erste deferirende des Mer- 
kur u. s w. Noch einen andern Fehler scheint Aristoteles begangen zu 
haben, welchen zu rechtfertigen sich seine zahlreichen Commentatoren ohne 
Erfolg viele Mühe gegeben haben. Es sagt nämlich der Stagirite, dass, 
wenn man bei der Sonne und beim Mond die beiden von Callippus ein- 
geführten Sphären nicht hinzunimmt, sich die Gesammtzahl der deferiren- 
den und reagirenden Sphären auf 47 reducirt. Nun aber beträgt die wirk- 
liche Zahl, wie leicht zu sehen ist, in diesem Fall 49. Man sehe im An- 
hang II, was Sosigenes und Simplicius über diesen Punkt sagen. 

Ueber das, was nach Callippus und Aristoteles bezüglich des Systems 
der homocentrischen Sphären geschah, haben wir nur sehr wenige Nach- 
richten. Theophrast beschäftigte sich damit, und wir finden ihn deshalb 
zweimal erwähnt.* Eudemus kannte es und wusste auch die Gründe für 
die von Callippus eingeführten Aenderungen anzugeben. Ihm verdanken 
wir vor allen Anderen unsere Kenntnisse über die homocentrischen Sphä- 
ren. Welche weitere Verbesserungen in den peripatetischen Schulen daran 
angebracht wurden, können wir unmöglich wissen. Durch Simplicius jedoch 
erfahren wir, dass schon von Anfang an ein gefürchteter Einwurf, welcher 
das System unzulässig machen musste, entgegen gehalten wurde, nämlich 
jener, welcher von dem Wechsel des Glanzes der Planeten, hauptsächlich 
des Mars und der Venus, hergenommen ist, und der uns zur Annahme 
einer Veränderung ihrer Entfernungen von der Erde zwingt, was mit der 
Concentrieität aller Sphären bezüglich des Erdmittelpunkts unvereinbar ist. 
Auf diesen Einwurf hatte schon Polemarchus, eines der Mitglieder der in 
Athen gehaltenen astronomischen Versammlung, antworten müssen, Diese 
Schwierigkeiten wuchsen und wurden unübersteiglich mit der Entdeckung 
der Veränderung der scheinbaren Durchmesser der Sonne und des Mondes; 
und Sosigenes, obgleich selbst Peripatetiker, scheint dadurch, dass er diese 
Veränderung zeigte, nicht wenig zum Sturz dieses Systems beigetragen zu 
haben. Sosigenes hat ausser demjenigen, was er in seinem Commentar 


* S. Anhang II, $$ 2 und 13. 
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zum Werk des Aristoteles de coelo hierüber bemerkt, ein Werk nei zwv 
avskırrovoov geschrieben, welches ausschliesslich von den homocentrischen 
Sphären handelt. Die einzige Stelle, welche wir aus diesem Werk noch 
haben,* betrifft gerade die Durchmesser der Sonne und des Mondes, und 
wir können wahrscheinlich aus derselben schliessen, dass sie auf die Wider- 
legung der Hypothesen des Eudoxus zielte und beweisen sollte, dass die- 
selben den Beobachtungen nicht genügen. 

Unter die Astronomen, welche den Lauf der Himmelskörper durch die 
homocentrischen Sphären zu erklären versuchten, ist auch Autolycus zu 
zählen, der Autor zweier bekannten, jetzt noch existirenden Werkchen über 
die elementarsten Begriffe der täglichen Bewegung, sowie des Auf- und 
Untergangs der Gestirne in den Sonnenstrahlen.** Leider gibt uns das, 
was Sosigenes über die Versuche des Autolycus zur Erklärung der Ver- 
änderung der Lichtstärke der Planeten sagt, keine positive Aufklärung 
und erlaubt uns auch nicht zu behaupten, dass seine Hypothesen denen des 
Eudoxus und Callippus analog waren (s. Anhang II, $ 14). Uns bleibt 
Niehts weiter übrig, als den Namen des Autolycus denjenigen Griechen bei- 
zufügen, welche vor Hipparch sich damit beschäftigten, eine den Phäno- 
menen angemessene Theorie des Universums aufzustellen. 

Bei der Betrachtung der kosmischen Systeme der Griechen, in dem 
Zeitraum zwischen Eudoxus und Hipparch (360 bis 125), finden wir die 
Meinungen in viele Parteien gespalten. Denn während die letzten Pytha- 
goräer sich zum System der beweglichen excentrischen Kreise*** bekann- 
ten, wusste Heraklides Ponticus schon, dass es möglich wäre, die Phäno- 
mene auf die Weise zu erklären, welche später von Copernicus angenommen - 
wurde, und Aristarch hatte dieselbe Hypothese aufgestellt. Andere fingen 
an, die Theorie der Epicykeln auszubilden, und unter diesen sind Apollo- 


* Procli hypot. ed. Halma, p.111. Man sehe auch Anmerk. * pag. 196. 

** Besprochen von Delambre, Astr. ancienne I, p. 19 —48. 

*#+ Das System der von den Geschichtsschreibern der Astronomie erwähnten 
excentrischen beweglichen Kreise findet man bei verschiedenen alten Autoren, 
nämlich bei Geminus, Nicomachus, Proclus und Theon von Smyrna, von denen 
der Letztere nach dem Muster des Peripatetikers Adrast die ausführlichste und 
genaueste Darlegung gibt. Dieses System ist eine Varietät des später nach Tycho 
benannten, und in ihm muss man die natürliche Stufe erkennen, welche einige 
Griechen zu den Ideen des Copernikus führte. Den Beweis hierfür gedenke ich 
bei einer andern Gelegenheit zu liefern. In meiner Arbeit „über die Vorläufer 
des Copernikus‘“ nahm ich Veranlassung, auf eine Lücke im Ideengang aufmerk- 
sam zu machen, welcher den Aristarch und Andere, die vor ihm lebten, zur An- 
nahme des heliocentrischen Systems führte. Später erkannte ich, dass diese Lücke 
durch das System der excentrischen beweglichen Kreise, dem ich damals nicht die 
gebührende Aufmerksamkeit geschenkt hatte, ausgefüllt ist. 
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nius von Perga und nach Apollonius Hipparch zu nennen. Trotz dieser 
Verschiedenheit der Ansichten scheinen die Sphären des Eudoxus bis zu 
den Zeiten des Archimedes, also bis zum Ende des dritten Jahrhunderts 
v. Chr., den Vorrang behauptet zu haben, nicht nur in den aristotelischen 
Schulen, sondern auch bei den Astronomen. Zu diesem Schluss veranlassen 
mich einige Worte des Archimedes im Arenarius, welche man bis jetzt 
nicht viel beachtet zu haben scheint: „Der grösste Theil der Astronomen“, 
sagt er, „pflegt unter dem Wort Welt eine Kugel zu verstehen, deren 
Mittelpunkt das Centrum der Erde, und deren Halbmesser die Verbindungs- 
linie des Centrums der Sonne mit dem Centrum der Erde ist.“* Diese 
Astronomen, nach welchen die Sonne an dem Ende der Welt stand, konn- 
ten sicherlich weder die Pythagoräer mit ihren beweglichen excentrischen 
Kreisen, noch Apollonius mit seinen Epieykeln, noch Aristarch sein. Aber 
es konnten gerade die Vertreter der Sphären des Eudoxus und Callippus 
darunter verstanden werden, weil Eudoxus nur Kenntniss von den Entfer- 
nungen des Mondes und der Sonne hatte und wusste, dass letztere un- 
gefähr neunmal weiter als der erstere entfernt sei. Ueber die Entfernungen 
der anderen Planeten (welche zu jener Zeit allgemein über die Sonne hinaus 
versetzt wurden) gab es keine bestimmten Annahmen, und es ist wahr- 
scheinlich, dass man, um nicht nutzlose Intervalle einzuführen, die Be- 
wegenden Sphären der Planeten sehr nahe an einander oder unter einander 
zusammenfallend annahm und sie etwas jenseits der Sonne, jedoch sehr 
nahe an die Begrenzungssphäre der Welt, d.i. an die Sphäre der Fixsterne 
versetzte, weil die fünf Planeten sich nur durch die Verschiedenheit ihrer 
Bewegungen von den Fixsternen unterschieden. Auch kann man die all- 
gemeine Verbreitung, welche Archimedes dieser von ihm berichteten An- 
sicht zuschreibt, zu einer Zeit, in welcher die peripatetischen Schulen im 
grössten Ansehen standen, auf Nichts besser beziehen, als auf die+Lehre. 
von den homocentrischen Sphären. 

Wenn man nun diese Ueberlegung mit dem zusammenhält, was die 
alten Schriftsteller uns über die von Archimedes künstlich verfertigten 
Sphären erzählen, so könnte man vielleicht mit einem Anschein von Wahr- 
scheinlichkeit den Schluss ziehen, dass diese künstlichen Sphären nach den 
Grundsätzen des eudoxischen und callippischen Systems construirt worden 
sind. Dieses System war in der That damals in seinen Theilen hinreichend 
ausgearbeitet, um in seiner Wirkungsweise durch einen Mechanismus nach- 
geahmt werden zu können, was man nicht in gleicher Weise von den an- 
deren, in den Schulen weniger verbreiteten Systemen sagen kann. Ausser- 
dem ist zu bemerken, dass das System der homocentrischen Sphären wegen 


* Die Sandreehnung des Archimedes, in der Ausgabe von Torelli, p. 319. 
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seiner eleganten Symmetrie sehr geeignet war, um durch die Kunst der 
Opaıgororie mittelst sinnreicher und einfacher Mechanismen dargestellt zu 
werden, wie Jedermann, der etwas über den Bau dieses Systems nach- 
gedacht hat, leicht erkennen kann. Das sind jedoch nur Vermuthungen, 
welche ich zur Anregung weiterer Forschungen anführe. 

Als später der Wechsel der Helligkeit bei Mars und Venus, und die 
Auffindung der Aenderung der scheinbaren Durchmesser bei der Sonne und 
beim Mond die Vermeidung der Unregelmässigkeit und der Asymmetrie, 
welche aus den excentrischen Bewegungen entsteht, ganz unmöglich gemacht 
hatten, musste der interessante geometrische Theil des Systems der Sphären 
der überzeugenden Kraft der Phänomene weichen, und es begann der Sieg 
der Epicykeln. Die aristotelischen Schulen hatten damals der Sprache der 
Natur noch nieht Auge und Ohr verschlossen, und ihre Dogmen waren 
noch keine starren Nachahmungen des Stagiriten und seiner Ausleger. Wir 
sehen deshalb, dass Sosigenes selbst, einer der Peripatetiker, die Unzuläs- 
sigkeit der genauen Symmetrie des Weltalls in Bezug auf seinen Mittel- 
punkt schliesslich erkennt, und wir sehen, dass später dasselbe Bekenntniss 
mit derselben Aufrichtigkeit von Simplicius abgelegt wird. Indem diese 
edlen Philosophen die Wahrheit, welche sich ihnen bei den empirischen 
Beobachtungen darbot, annahmen (ein Beispiel, das von den Häuptern ge- 
wisser moderner Schulen nur zu wenig Nachahmung fand), bestrebten sie 
sich, die Folgerungen, welche sich aus den Grundprineipien ihrer Lehren 
ergaben, damit in Uebereinstimmung zu bringen. Aus diesem Bestreben 
sing eine Umänderung des Systems der Sphären dadurch hervor, dass der 
Epicykel in Gestalt einer kleineren zwischen die grösseren Sphären ein- 
geschalteten Sphäre eingeführt wurde. Es sei in Fig. 21 O das Centrum 
der Welt, JLKM ein deferirender Kreis, .J das Centrum eines Epicykels; 
ferner beschreibe man mit den Radien OB und OA um O die beiden Sphä- 
ren BDCE und AFHG, und betrachte die zwischen diesen liegende Kugel- 
schichte als Sphäre des Planeten; man nehme alsdann an, dass der Aequa- 
tor der kleinen zwischen dieser Kugelschicht befindlichen Sphäre AB der 
Epieykel sei und dass sich auf diesem Aequator der Planet befindet, so ist 
klar, dass die gleichzeitige Rotation der Kugelschicht um die Axe des 
Kreises JKLM und der kleineren Sphäre um die Axe des Epieykels J 
dieselbe Wirkung hervorbringen wird, als die Bewegung des Epicykels auf 
dem deferirenden Kreis und des Planeten auf dem Epicykel. Das ist das 
System der körperlichen Sphären, welches zum Beispiel von dem Peripate- 
tiker Adrast beschrieben wird, von welchem Theon von Smyrna in seinem 
Buch über die Astronomie Auszüge gegeben hat und welches dann von 
vielen späteren Schriftstellern bis zum Ende des siebzehnten Jahrhunderts 


mit oder ohne Modificationen wiederholt wurde. Diese Construction konnte 
12* 
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vielleicht noch bis zu einem gewissen Punkt den kosmologischen Ansichten 
der Aristoteliker entsprechen und kann in diesem Sinn als ein Zweig des 
homocentrischen Systems betrachtet werden. Aber genau genommen ent- 
sagte man von dem Augenblick an dem homocentrischen System gänzlich, 
in welchem eine einzige bezüglich des Centrams der Welt excentrische Be- 
wegung im Universum zugelassen wurde; und die körperlichen Sphären sind 
eher eine Verkleidung der Epicykeln, als eine Nachkommenschaft der Lehren 
des Eudoxus. Die wirkliche homocentrische Lehre findet sich indess noch 
bei dem Araber Alpetragius, bei Hieronymus Fracastor und bei dem Co- 
sentiner G. B. Amici,* von denen der Erste im zwölften, die beiden Letz- 
teren dagegen im sechzehnten Jahrhundert die Bewegungen am Himmel 
mittelst concentrischer Sphären wiederum zu erklären versuchten, indem sie 
die excentrischen Kreise und die epicyklische Bewegung verwarfen Aber 
diese späten Früchte gehören nicht mehr zur organischen Entwickelung der 
Wissenschaft und bilden keinen wesentlichen Bestandtheil ihrer Geschichte. 
Ich beschliesse deshalb hiermit meine Forschungen, und es würde mich 
freuen, wenn dör Leser dieser Abhandlung einen kleinen Theil des Ver- 
gnügens empfand, welches mir die Bearbeitung derselben gewährte. 


Anhang l. 
Auszug aus dem 12. Buch der Metaphysik des Aristoteles, Cap. 8.** 


Eudoxus nahm an, dass die Sonne und der Mond von je drei Sphären 
bewegt würden, von denen die erste diejenige ist, welche sich wie die Fix- 
sterne bewegt; die zweite bewegt sich nach dem Kreis, welcher durch die 
Mitte des Thierkreises geht, die dritte nach einem schief in die Breite der 
Zone des Zodiakus gestellten Kreis. Von diesen schiefen Kreisen hat der- 
jenige, nach welchem sich der Mond bewegt, eine grössere Neigung nach 
Breite als der, in dem sich die Sonne bewegt. (Und er sagt), die Plane- 
ten seien von je vier Sphären getragen, von denen die erste und zweite 
dieselben sind als die für die Sonne und den Mond, da diejenige der Fix- 


* Joannis Baptistae Amici Consentini de motibus corporum coe- 
lestium wuxta principia peripatetica sine exwcentricis et epicycelis. 
Venetiiss MDXXXVI. Dieses ist ein wirklich geistvolles Werkchen und steht hoch 
über den vielgerühmten homocentrischen Sphären Fracastor’s, welche noch Niemand 
verstanden hat. 

"+ Aristoteles, Graece ex recensione Immanuelis Bekkeri edidit Academia Regia 
Borussica. Tom II, pag. 1073 —1074. Berolini 1831. 


u el 


sterne allen zugehört, und die darauffolgende, welche die Bewegung längs 
des Thierkreises hervorbringt, allen gemeinsam ist. Und die Pole der drit- 
ten befänden sich für alle auf dem mittlern Kreis der Zeichen; die Be- 
wegung der vierten gehe sodann nach einem zur Mitte der vorhergehenden 
schiefen Kreis vor sich.* Die Pole der dritten Sphäre seien verschieden 
für einige Planeten, identisch für Aphrodite und Hermes. 

Callippus nahm dieselbe Anordnung der Sphären wie Eudoxus an, das 
ist dieselbe Reihenfolge (der verschiedenen Sphären eines und desselben 
Gestirns), und gab für Jupiter und Kronos dieselbe Anzahl (von Sphären, 
wie Eudoxus) an; aber bei der Sonne und beim Mond, meinte er, müsse 
man noch je zwei Sphären hinzufügen, um von den Erscheinungen Rechen- 
schaft zu geben, für die übrigen Planeten je eine. 

Damit man aber durch gleichzeitige Combination aller (Sphären) von 
den Erscheinungen Rechenschaft geben könne, ist es nothwendig, dass für 
jeden Planeten (ausser den vorigen) ebenso viele reagirende** Sphären, 
weniger eine, angenommen werden, welche die erste Sphäre des unmittel- 
bar darauf folgenden Gestirns immer in dieselbe Stellung zurückführen, 
weil es nur auf diese Weise möglich ist, dass sich die Bewegungen der 
Planeten vollziehen können. Da nun die Anzahl der Sphären, welche sich 
bewegen, einerseits 8 und andererseits 25 ist,*** so werden von diesen 
nur diejenigen nicht zurückgedreht werden müssen, von welchen die Be- 
wegung des untersten aller (dieser Gestirne) abhängt. Für die beiden 
ersten (Gestirne) werden also 6 reagirende (Sphären) bestehen, und für die 
vier folgenden 16; die Gesammtzahl der bewegenden und reagirenden Sphä- 
ren wird also 55 betragen. Wenn man bei der Sonne und beim Mond 
die Bewegungen, von denen wir sprachen, nicht hinzufügt, wird die Ge- 
sammtzahl der Sphären 47 betragen. ff 


* Hierunter ist ohne Zweifel der Aequator der vorhergehenden Sphäre zu 
verstehen. 

#* gyelitrovong, d. h. im entgegengesetzten Sinne sich drehend. Derselbe 
Ausdruck findet sich bei den Späteren, wie bei Sosigenes und Simplicius, in wei- 
terem Sinne genommen, und bedeutet alle Sphären des Systems, sowohl deferi- 
rende als reagirende; in diesem Sinn haben wir dasselbe Wort mit „revolvirend‘“ 
übersetzt. 

“#* Nämlich 8 für Jupiter und Kronos (von welchen jeder 4 Sphären nach 
Callippus hat) und 25 für die anderen 5 Sterne (von denen jeder nach Callippus 
5 Sphären hat). 

. + Nämlich des Mondes, 

+} Diese Zahl stand schon in den alten Büchern, nach dem Zeugniss des 
Sosigenes, Simplicius, Alexander und Porphyrius, in deren Commentaren zum 
Aristoteles. S. hierüber Anhang II, $ 12. 
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Anhang Il. 


Auszug aus dem Commentar des Simplicius zum zweiten Buch 
des Aristoteles de coelo.* 


1. Man sagt, dass bei den Griechen zuerst Eudoxus von Cnidus (wie 
Eudemus im zweiten Buch der Geschichte der Astronomie erzählte, 
und auf dessen Autorität hin Sosigenes) mittelst ähnlicher Hypothesen die 
Lösung des (nach Sosigenes Erzählung) von Plato den mit diesen Dingen 
sich Beschäftigenden vorgelegten Problems versucht habe; nämlich: durch 
welche Annahme von regelmässigen und geordneten Bewegungen die in den 
Bewegungen der Planeten beobachteten Erscheinungen dargestellt werden 
könnten.... Eudoxus benützte zu diesem Zweck die Hypothese der revol- 
virenden Sphären. ** 

2. Dem Eudoxus also und seinen Vorgängern schien die Sonne drei 
Bewegungen zu haben, nämlich erstens die mit den Fixsternen gemeinsame 
Umdrehung von Osten nach Westen, zweitens die in entgegengesetzter 
Richtung mit der Ordnung der zwölf Zeichen vor sich gehende Bewegung, 
und drittens eine zum mittlern Kreis des Zodiakus seitliche Bewegung; das 
Letztere wurde daraus geschlossen, dass die Sonne m den Sommer- und 
Wintersolstitien nicht immer an demselben Ort aufgeht.*** Deshalb nahm 
Eudoxus an, sie werde von drei Sphären getragen, welche Theophrast 
avastgovg (ungestirnte) nennt, weil jede, ohne einen Stern zu tragen, mit 


* Brandis, scholia in Aristotelem edidit Academia Begia Borussica (Berolini 
1836), p. 498— 504; Simplieii Commentarius in IV libros Aristotelis de coelo, ex 
recensione Sim. Karstenii, mandato regiae academiae disciplinarum Nederlandicae 
editus (Trajecti ad Rhenum 1865), p. 219 —229. Ich habe keinen Vergleich an- 
gestellt mit der aldinischen Ausgabe vom Jahre 1526, trotz der bedeutenden Dif- 
ferenzen, welche sie mit den späteren Ausgaben hat. Denn es ist seit dem ‘Jahr 
1810 durch die Untersuchungen des Amedäus Peyron bekannt, dass die Aldina 
kein Originaltext ist, sondern eine griechische Zurückübersetzung eines früheren 
lateinischen Textes, S. Peyron, Empedoclis et Parmenidis fragmenta ex codice 
Taur. restitwita et illustrata, Lipsiae 1810, p. 3—26. Einige Stellen habe ich mit 
dem Codex des Simplicius, der sich in der Bibliothek der königl. Universität zu 
Turin befindet, vergleichen lassen. 

## gyelıttovoav ist das Wort, womit man häufig die Sphären des Eudoxus 
von Schriftstellern, die nach ihm lebten, bezeichnet findet. In dieser Abhandlung 
vermied ich diese Bezeichnung, weil sie zweideutig ist, indem Aristoteles (s. An- 
hang I) mit demselben Namen jene Classe der von ihm hinzugefügten Sphären 
bezeichnete, welche zur Aufhebung der Bewegungen der anderen dienten. Wir 
werden immer die bewegenden Sphären als ‚„deferirende‘ bezeichnen, dagegen die 
von Aristoteles hinzugefügten als „‚restituirende oder reagirende‘“; mit dem Namen 
„homocentrisch oder revolvirend“ werden wir beide Arten bezeichnen. 

*#* Natürl.: des Horizontes. SA 
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den unteren verbunden ist und von den oberen im Kreis herumbewegt 
wird. Da die Sonne drei Bewegungen hat, so war es unmöglich, sie nach 
entgegengesetzten Richtungen durch eine einzige Sphäre zu bewegen, da 
weder die Sonne, noch der Mond, noch die anderen Planeten sich selbst 
frei bewegen, sondern alle, auf einem kreisförmigen Körper. befestigt, in 
Umschwung versetzt werden. Wenn wirklich der Umlauf nach der Länge 
in derselben Zeit vor sich ginge als die grösste Abweichung nach der 
Breite, so wären zwei Sphären hinreichend, eine für die Bewegung im 
Sinn der Umdrehung des Fixsternhimmels von Osten nach Westen, und 
eine zweite, welche sich um eine Axe dreht, die in der ersten Sphäre, 
senkrecht zum schiefen Kreis, welchen die Sonne zu beschreiben schiene, 
befestigt ist. Da aber die Sache sich nicht so verhält und dieser Kreis 
in einer Zeit beschrieben wird, verschieden von der, welche zur Rückkehr 
bis zu derselben Breite nothwendig ist, so muss man noch eine dritte 
Sphäre zu Hilfe nehmen, damit jede der beobachteten Erscheinungen eine 
entsprechende Bewegung habe. KEudoxus nahm nun an, dass von diesen 
drei unter sich und zum Universum concentrischen Sphären die äusserste 
sich um die Pole der Welt in demselben Sinn wie der Fixsternhimmel 
dreht und diese Umdrehung in derselben Zeit vollführt; dass die zweite, 
welche kleiner als die erste und grösser als die dritte ist, sich von Westen 
nach Osten um eine Axe dreht, die, wie wir schon anführten, senkrecht 
zu dem durch die Mitte des Zodiakus gelegten Kreis steht; und dass die 
dritte, die kleinste von allen, ebenfalls in demselben Sinn wie die zweite 
sich dreht, aber um eine andere Axe, die man sich senkrecht zur Ebene 
eines gewissen grössten schiefen Kreises zu denken hat, welchen die Sonne 
mit ihrem eigenen Centrum beschreibt, getragen von der kleinsten aller 
dieser Sphären, in welcher sie befestigt ist. Und die durch diese Sphäre 
hervorgerufene Verzögerung nimmt Eudoxus bei weitem langsamer an als 
die, welche durch diejenige Sphäre hervorgerufen wird, die die dritte 
Sphäre umschliesst, und die nach Stellung und Grösse die mittlere ist, 
was aus der von ihm über die Geschwindigkeiten (neol rayav) ge- 
schriebenen Abhandlung hervorgeht. Nun aber bewegt die grössere der 
drei Sphären, bei ihrer die Fixsterne begleitenden Umdrehung, auch die 
anderen beiden, weil sich auf ihr die Pole der zweiten befinden, und weil 
die zweite Sphäre die Pole der dritten trägt, auf der die Sonne befestigt 
ist. Da ähnlicher Weise die zweite die Pole‘ der dritten Sphäre in sich 
hat, so wird sie diese mit eigener Bewegung zur Umdrehung veranlassen, 
und- damit auch die Sonne; deshalb scheint sich dieselbe von Ost nach 
West zu drehen. Wenn die mittlere® und die kleinste Sphäre für sich 


* Ich lese weon mit Brandis Karsten hat ueylorn, was offenbar falsch ist. 
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selbst unbeweglich wären, so würde die Bewegung der Sonne genau auf 
dieselbe Weise und in derselben Zeit wie die tägliche Bewegung des Uni- 
versums vor sich gehen. Da sich aber jene zwei Sphären in entgegen- 
gesetzter Richtung drehen, so verspätet sich die Rückkehr der Sonne von 
einem Aufgang bis zum nächstfolgenden um die oben angegebene Zeit. Und 
das genügt für die Sonne. 

3. Hinsichtlich des Mondes waren die Dinge theils in ähnlicher, theils 
in verschiedener Weise geordnet. Auch er ist von drei Sphären getragen, 
weil auch bei ihm drei Bewegungen beobachtet wurden. Von diesen geht 
eine wie die Bewegung des Fixsternhimmels vor sich; die zweite dreht sich 
im entgegengesetzten Sinn mit der vorigen um eine auf der Ebene der 
Ekliptik* senkrechte Axe gerade so wie bei der Sonne. . Die dritte ist 
nicht ganz so wie die dritte Sphäre der Sonne, da sie ihr zwar bezüglich 
der Stellung, aber nicht bezüglich der Bewegung ähnlich ist, welche im 
entgegengesetzten Sinn mit der Bewegung der zweiten Sphäre vor sich geht, 
und zwar in einer der ersten Sphäre ähnlichen Bewegung, als langsame 
Umdrehung um eine zur Ebene des vom Mondmittelpunkt scheinbar be- 
schriebenen Kreises senkrecht stehende Axe; die Neigung dieser Ebene zur 
Ebene der. Ekliptik ist gleich der grössten Digression des Mondes nach 
Breite. Die Entfernung der Pole der dritten Sphäre von denen der zwei- 
ten, gezählt auf der Peripherie des grössten Kreises, der diese beiden Pole 
verbindet, ist offenbar gleich der Hälfte der ganzen Breitenbewegung des 
Mondes. Die erste Sphäre nahm er (Eudoxus) an zur Erklärung der täg- 
lichen Bewegung des Mondes von Osten nach Westen; die zweite wegen 
der Verzögerung, welche beim Mond längs des Thierkreises beobachtet 
‚wird (directe Bewegung nach der Länge); die dritte, weil der Mond seine 
nördlichste und südlichste Position nicht immer in denselben Punkten des 
Thierkreises zu erreichen scheint, sondern weil sich diese Punkte immer, 
der Ordnung der Zeichen entgegengesetzt, verschieben, weshalb die Be- 
wegung dieser Sphäre ebenso wie die der Fixsternsphäre vor sich geht. 
Und wegen der kleinen Grösse der rückläufigen Bewegung, welche besagte 
Punkte während eines jeden Monats zurücklegen, gab er (Eudoxus) der 
dritten Sphäre eine sehr langsame Bewegung gegen Westen. So viel über 
den Mond. 

4. Bezüglich der fünf Planeten sagt Aristoteles bei seiner Auseinander- 
setzung der Ansicht des Eudoxus,** dass sie mittelst vier Sphären bewegt 


* Der Kürze wegen für: der Kreis, welcher durch die Mitte des Thierkreises 
geht; ich substituire hierfür „Ekliptik“, obgleich dieses Wort bei den Alten vor 
Achilles Tatius, einem Schriftsteller des 4. Jahrhunderts n. Chr., nicht gebraucht wird. 

** Man sehe die oben aus dem 12. Buch der Metaphysik angeführte Stelle 
im Anhang 1. 
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würden, von denen die erste und zweite dieselben sind und dieselbe Stel- 
lung haben, wie die beiden ersten Sphären der Sonne und des Mondes. 
Bei jedem Planeten dreht sich die Sphäre, welche alle anderen umschliesst, 
um die Weltaxe von Osten nach Westen in derselben Zeit als die Sphäre 
der Fixsterne; die zweite, deren Pole auf der ersten sind, macht ihre Um- 
drehung im entgegengesetzten Sinn von Westen nach Osten um die Axe 
und die Pole der Ekliptik in einer Zeit, welche derjenigen gleich ist, die 
der Planet zu gebrauchen scheint, um einen Umlauf im ganzen Thierkreis 
zurückzulegen. Er (Eudoxus) sagt alsdann, dass für die Sterne Hermes 
und Eosphoros die Umdrehung der zweiten Sphäre während eines Jahres 
vor sich geht, für den Ares in 2 Jahren, für Jupiter in 12 und für den 
Kronos, welchen die Alten das Gestirn der Sonne nannten, in 30 Jahren. 


5. Die beiden anderen Sphären (der Planeten) verhalten sich alsdann 
wie folgt: die dritte Sphäre eines jeden hat ihre Pole auf der Ekliptik, 
welche man sich auf der zweiten Sphäre desselben Planeten beschrieben 
denken kann, und dreht sich-von Süden nach Norden, in einer Zeitdauer, 
die jeder Planet von einem Erscheinen bis zum nächsten Wiedererscheinen 
nothwendig hat,* während welcher Dauer er bezüglich der Sonne alle seine 
Stellungen einnimmt; diese Zeitdauer nennen die Mathematiker synodische 
Umlaufszeit.#* Diese ist verschieden für die verschiedenen Planeten, 
und deshalb ist die Umlaufszeit der dritten Sphäre für alle (Planeten) 
nicht gleich, sondern beträgt nach Eudoxus für den Stern der Aphrodite 
19 Monate, für den des Hermes 33 Monate,*** für den des Ares 8 Mo- 
nate und 20 Tage, für den Stern des Jupiter und des Kronos annähe- 
rungsweise 13 Monate. Das ist also die Bewegung und die Umlaufszeit 
für die dritte Sphäre. Die vierte Sphäre, welche den Stern trägt, dreht 
sich nach einem schiefen Kreis, um Pole, die einem jeden Planeten eigen 
sind (und von denen eines andern verschieden), in einer Zeit, welche der 
Umdrehungszeit der dritten Sphäre gleich ist, aber in entgegengesetztem 
Sinn von Osten nach Westen. Dieser schiefe Kreis ist, wie er sagt, gegen 
den grössten Parallelkreis auf der dritten Sphäre weder auf gleiche Weise, 
noch um dieselbe Grösse bei allen (Planeten) geneigt. 


* Wenn der Planet nach der Conjunction mit der Sonne aus den Sonnen- 
strahlen heraustritt, und am Morgen seine gasıs bildet. 
## SueEodov Y00v0ov ist die Umlaufszeit im Epieyklus, nach dem ptole- 
mäischen System. 
TER dp unol reuol PreiKo, Karsten. Brandis hat die gleichbedeutende Va- 
riante Ev nueouıs dena nal Enarorv. 
f Diese Zeitdauer ist falsch, aber alle Ausgaben haben diese Zahl, und so 
auch die lateinische des Guil. de Moerbeka. 
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6. Offenbar veranlasst jene Sphäre, welche sich wie die Fixsternsphäre 
bewegt, die anderen, von denen jede die Pole der folgenden trägt und 
also auch die das Gestirn tragende, und somit auch das Gestirn, auf gleiche 
Weise sich mit ihr zu drehen; und dadurch bewirkt sie den Aufgang und 
Untergang eines jeden Gestirns. Die zweite Sphäre veranlasst das Gestirn, 
die zwölf Zeichen zu durchlaufen, da sie sich um die Pole der Ekliptik 
dreht und die beiden anderen Sphären mit dem Gestirn durch die aufein- 
anderfolgenden Theile des Thierkreises führt,* in einer Zeit, während wel- 
cher jeder Planet diesen Kreis zu durchlaufen scheint. Die dritte Sphäre, 
deren Pole in der zweiten, auf der Ekliptik sich befinden und welche sich 
von Süden nach Norden und von Norden nach Süden dreht, führt die 
vierte, das Gestirn tragende Sphäre mit sich und verursacht die Bewegung 
desselben nach der Breite. Jedoch ist sie es nicht allein, welche diese 
Bewegung bewirkt. Denn so oft das Gestirn, der dritten Sphäre folgend, 
sich gegen die Pole der Ekliptik hinbewegt und den Weltpolen genähert 
hat, so führt es die vierte Sphäre, deren Umlauf um die Pole des schiefen 
Kreises, worauf das Gestirn sich befindet, im entgegengesetzten Sinn mit 
der dritten, aber in derselben Zeit, wie der Umlauf dieser, vor sich geht, 
auf der andern Seite ebensoweit herab, und veranlasst es dadurch, die 
Ekliptik zu durchschneiden und zu beiden Seiten derselben die von Eudoxus 
Hippopede genannte Curve zu beschreiben. Die Breite derselben ist genau 
der Breitenbewegung des Gestirns gleich; dieses gab Veranlassung, Ein- 
würfe gegen Eudoxus vorzubringen. Das ist nach Eudoxus das System der 
Sphären, deren Anzahl 26 beträgt, vertheilt auf sieben Gestirne, nämlich 
sechs für die Sonne und den Mond, und zwanzig für die anderen fünf 
“ (Planeten). | 

7. Callippus aus Cyzikus, welcher mit Polemarchus, einem Bekannten 
des Eudoxus, studirte, kam mit Polemarchus nach Athen, um über die 
Erfindungen des Eudoxus sich mit Aristoteles zu besprechen und um die- 
selben durch dessen Hilfe zu berichtigen und zu vervollständigen. Weil 
nach der Ansicht des Aristoteles sich alle Himmelskörper um das Centrum 
der Welt bewegen mussten, so zog er die Lehre der homocentrisch zum 
Universum sich umwälzenden Sphären der über die excentrischen Kreise, 
welche von vielen Späteren angenommen wurde, vor.... Ueber Callippus 
schrieb Aristoteles im 12. Buche der Metaphysik Folgendes: „Callippus 
nahm dieselbe Anordnung der Sphären an wie Eudoxus, nämlich dieselbe 
Reihenfolge, und legte sowohl dem Jupiter als dem Kronos dieselbe Anzahl 
von Sphären bei, aber für die Sonne und für den Mond glaubte er je 
zwei Sphären hinzufügen zu müssen, um von den Erscheinungen Rechen 


* Nämlich von Westen nach Osten. 
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schaft zu geben; bei den übrigen Planeten je eine.“ Es beträgt also nach 
Callippus die Gesammtzahl der Sphären fünf mal fünf, vermehrt um zwei 
mal vier, d. i. dreiunddreissig. Man kennt übrigens keine Schrift des Cal- 
lippus, welche den Grund für die Vermehrung der Sphären angibt, auch 
Aristoteles gab den Grund dafür nicht an. Eudemus indess erzählt kurz, 
welche Phänomene den Callippus zur Hinzufügung jener Sphären veranlass- 
ten: denn er berichtet, dieser habe behauptet, wenn wirklich zwischen den 
Zeitpunkten der Solstitien und der Aequinoctien solche Differenzen in den 
Zeitintervallen vorkämen, wie Euktemon und Meton (gefunden zu haben) 
glaubten, für jeden dieser beiden Körper (Sonne und Mond) drei Sphären 
zur Erklärung der Phänomene nicht ausreichten, wegen der Anomalie, 
welche sich für die Bewegungen derselben daraus ergibt. Der Grund, 
weshalb Callippus eine einzige Sphäre für jeden der drei Planeten Ares, 
Aphrodite und Hermes hinzufügte, wurde von Eudemus kurz und deutlich’ 
angegeben.* 

8. Nachdem Aristoteles die Ansicht des Callippus über die revolviren- 
den Sphären erzählt hat, fügt er hinzu: „Damit man sich durch das gleich- 
zeitige. Zusanımenwirken aller (dieser Sphären) von den Erscheinungen 
Rechenschaft geben kann, muss man bei jedem Planeten zu den vorigen 
Sphären ebensoviele reagirende, weniger eine, hinzufügen; letztere haben 
den Zweck, die erste Sphäre des darauffolgenden unteren Gestirns in die- 
selbe Stellung zurückzuführen, denn nur so ist es möglich, dass die Be- 
wegungen der Planeten vor sich gehen können.“ Da dieses von Aristote- 
les so kurz und deutlich gesagt wird, so versuchte Sosigenes, dessen 
Scharfsinn lobend, den Zweck der hinzugefügten Sphären zu finden;** und 
er sagt, dass ihre Einführung in die Hypothesen nothwendig sei, um daraus 
die Stellung und die nothwendige Geschwindigkeit sowohl für . diejenige 
Sphäre, welche die tägliche Bewegung eines jeden Planeten darstellt, als 
auch für#die anderen, unter dieser liegenden Sphären abzuleiten. Weil 
jede (nach Bewegung und Stellung) mit der Fixsternsphäre, oder mit einer 
andern übereinstimmende Sphäre‘ mit dieser sich um dieselbe Axe und in 
derselben Zeitdauer drehen muss, so kann man ohne die Hinzufügung der 


* Hier scheint im Text des Simplicius Etwas zu fehlen. 

*# Ich bin lange im Zweifel gewesen, ob es nicht besser wäre, Alles von hier 
an bis zum $ 14 ganz wegzulassen, 'weil hier auf einigen Seiten Ideen entwickelt 
sind, welche wir deutlicher auf zehn Zeilen darlegen könnten. Nach dieser Stelle 
zu urtheilen, in welcher Simplicius den Sosigenes fast wörtlich anführt, müssen 
wir glauben, dass der berühmte Reformator des römischen Kalenders der weitschwei- 
figste und langweiligste Schriftsteller seiner Zeit war. Zuletzt habe ich mich jedoch 
entschlossen, Nichts wegzulassen, weil diese Stelle einige Wichtigkeit hat und fast das 
einzige einigermassen Wichtige ist, das von diesem Philosophen auf unsere Zeit kam. 


Sphären, von denen Aristoteles spricht, nichts erreichen. Nehmen wir, 
sagt Sosigenes, um uns dieses deutlicher zu machen, jene Sphären, welche 
das Gestirn des Jupiter tragen. Wenn wir in die letzte der vier (Sphären) 
des Kronos, auf. welcher dieser Planet befestigt ist, die Pole der ersten 
Sphäre des Jupiter einfügen,‘ wie können dieselben in der Axe der Fix- 
sternsphäre bleiben, während die sie tragende Sphäre sich um eine davon 
verschiedene und zu dieser schiefstehende Axe dreht? Und dennoch ist es 
nothwendig, dass diese Pole auf der Axe der äussersten Bewegung bleiben, 
wenn wir wollen, dass die um dieselben sich drehende Sphäre dieselbe 
Stellung wie die Fixsternsphäre beibehält. Weil nun aber die drei (letzten) 
das Gestirn des Kronos tragenden Sphären, verbunden sowohl unter ein- 
ander, als auch mit der ersten, von denen jede ihre eigene Geschwindigkeit 
hat, rotiren, so wird sicherlich die Bewegung der vierten nicht einfach, 
sondern mit den Bewegungen aller oberen Sphären zusammengesetzt sein. 
Wir werden in der That zeigen, dass, wenn mehrere Sphären in entgegen- 
sesetztem Sinn zu einander rotiren, man einen Theil der ihnen gehörigen 
Rotationsgeschwindigkeiten verliert; wenn hingegen die Bewegungen über- 
einstimmen, so kommt zu der, einer jeden (der unteren) zugehörigen Ge- 
schwindigkeit noch eine andere, welche ihr von den oberen (Sphären) mit- 
getheilt wird, hinzu. Wenn man deshalb mit der letzten Sphäre, auf der 
das Gestirn des Kronos befestigt ist, unmittelbar die erste des Jupiter in 
Verbindung bringt und dieser ihre eigene Geschwindigkeit ertheilt, damit 
beim (täglichen) Umschwung der Welt auch sie ihre Umdrehung in diesem 
Sinn vollführt, so werden die Bewegungen der oberhalb befindlichen Sphä- 
ren ihr die Beibehaltung dieser Geschwindigkeit nicht erlauben, sondern es 
wird eine Vergrösserung (der Geschwindigkeit) hervorgehen, weil sie sich 
gegen Westen bewegen, sowohl die getragene Sphäre, als auch jene an- 
deren, nach derselben Seite.* Dasselbe gilt für die anderen darauf fol- 
genden Sphären; die Bewegung wird immer zusammengesetzte® und ihre 
Pole werden sich aus der ihnen zugehörigen Stellung herausbewegen. Aber 
wie wir auseinandergesetzt haben, darf weder das Eine, noch das Andere 
eintreten. Damit nun dieses nicht eintrete und keine solche Unordnung 
hervorgehe, schuf er (Aristoteles) „die reagirenden Sphären, welche die 
erste Sphäre des nächstunteren Gestirns immer in dieselbe Stellung zurück- 
führen“. So nämlich sind seine eigenen Worte, und dadurch werden beide 
Gründe für die Einführung dieser Sphären angegeben, nämlich mit dem 
Wort „reagirend“ die Wiederherstellung der Bewegung zur eigenen Ge- 
schwindigkeit, und mit dem Ausspruch „diejenigen, welche die erste Sphäre 
des nächstunteren Gestirns immer in dieselbe Stellung zurückführen“, die 


* Nämlich die vier Sphären des Saturn. 
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Erhaltung der Pole in ihrer zugehörigen Stellung. Denn nach diesen Polen 
richtet sich die Stellung der beweglichen Sphären, da die Pole die einzigen 
festen Punkte sind. Alsdann sagt er, dass durch diese zurückführenden 
Sphären die erste Sphäre des nüchstunteren Gestirns wieder (in ihre rich- 
tige Stellung) zurückgebracht wird, weil durch Annahme dieser (Sphäre), 
durch diese Zurückführung,* die Stellung und die zugehörige Geschwindig- 
keit bei den folgenden Sphären (desselben Gestirns), ganz wie es sein soll, 
geordnet wird. Auf welche Weise dieses zugeht, zeigt Sosigenes dadurch, 
dass er einige für seine weitere Auseinandersetzung nothwendige Erörte- 
rungen vorausschickt, worüber das Folgende eine kurze Erklärung sibt. 
9. Es seien zwei homocentrische Sphären, z. B. DE und ZH,** und 
ausserdem noch eine dritte äussere, die beiden vorigen einschliessende, ent- 
weder festliesend, oder die beiden vorigen mit sich in Umschwung ver- 
setzend,##* gegeben; nehmen wir an, dass die beiden ersten (um dieselben 
Pole) mit gleicher Geschwindigkeit in gleicher Zeit, im entgegengesetzten 
Sinn rotiren, so behaupte ich, dass alle Punkte der innern Sphäre bezüg- 
lich der äussersten dieselbe Lage beibehalten, als wenn die innere Sphäre 
unbeweglich geblieben wäre. Gesetzt es habe sich DE wie von A aus 
gegen B bewegt, wenn diese die kleinere (Sphäre) ZH mit sich führte 
und diese sich nicht im entgegengesetzten Sinn bewegte, so würde man 
sehen, dass beim Uebergang von D unter (den Punkt) B, auch Z zu der- 
selben Zeit unter Bf zu liegen kommt. Aber wenn ZH von DE bewest 
wird und zu derselben Zeit mit ihrer eigenen Bewegung in entgegengesetz- 
tem Sinn rotirt, so wird ZH um denselben Betrag, als sie vorrückte, durch 
sich selbst rückwärts gedreht worden sein, so dass, wenn D unter B liegt, 
7 noch unter A, in seiner früheren Lage, sich befinden wird, wodurch die 
Wahrheit der Behauptung hervorgeht. Wenn also die AB fest bleibt, so 
ist aus dem Bisherigen klar, dass durch die beiden entgegengesetzten Be- 
wegungen jeder Punkt der vorwärts und rückwärts bewegten inneren Sphäre 
immer’ in Bezug auf dieselben Punkte der äusseren Sphäre dieselbe Lage 
beibehalten wird; dieses würde aber nicht eintreten, wenn sie sich nur in 
einem Sinn drehen würde. Wenn sich alsdann AB drehen würde, ent- 
weder in demselben Sinn wie die zweite Sphäre DE, oder im entgegen- 


—— 


* avahsıyın Karsten, dvsiAnoıv Brandis. 

** S, Fig. 20; da sich diese Figur in keiner der Ausgaben befindet, so habe 
ich versucht, dieselbe mit Hilfe des Textes zu entwerfen. 

*** Ich lese mit Brandis eire wevovong eirs megiayousvng Eneiveg, was einen 
bessern Sinn gibt als die Lesart Karsten’s, site xıwovusung sites uevovong Tijg 
MEQLEXOVOnS. 

+ Sowohl Brandis als Karsten haben A anstatt B, was offenbar falsch ist 
und mit dem Folgenden im Widerspruch steht. 
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gesetzten, so findet bei den Punkten der dritten Sphäre ZH dasselbe statt, 
weil dieselbe mit DE gedreht und zurückgedreht wird, wie vorher; denn 
wenn sich die Sphäre AB von A gegen B dreht und die DE so mit sich 
führt, dass D gegen E hinrückt, so wird die mittlere Sphäre DE sich 
entweder in demselben Sinn wie AB, oder im entgegengesetzten, mit irgend 
einer Geschwindigkeit, bezüglich AB drehen, aber immer in derselben Zeit 
wie ZH, und da sie diese mit sich führt, so wird sie bewirken, dass der 
Punkt Z aus der geraden Linie heraustritt. Da aber die dritte Sphäre 
(durch sich selbst) im entgegengesetzten Sinn sich dreht, so wird Z wie- 
derum unter A zu liegen kommen, und da dieses immerwährend so vor 
‚sich geht, so werden alle Punkte der Sphäre ZH unter denselben Punkten 
der Sphäre AB liegen bleiben. Somit ist die Behauptung für die um die- 
selbe Axe rotirenden Sphären bewiesen. Dasselbe gilt aber auch noch, 
wenn sie sich nicht um dieselbe Axe drehen;* denn die zusammenfallende 
Lage der Punkte unter dieselben Punkte wird nicht durch die Bewegung 
(dieser Punkte) unter denselben Parallelen. hervorgerufen, sondern durch 
die Drehung und die entgegengesetzte Drehung der eingeschlossenen Sphäre 
(ZH) bezüglich der einschliessenden (AB), weshalb jene ebensoviel an 
Bewegung verliert, als sie gewann; sei es nun, dass diese entgegengesetz- 
ten Bewegungen in einem schiefen Kreis oder in einem senkrechten (näm- 
lich senkrecht zur Axe, um welche sich A.B dreht) vor sich gehen. 

10. Hat man wiederum zwei homocentrische, nach gleicher Richtung 
mit einer gewissen Geschwindigkeit sich bewegende Sphären, und nimmt 
man an, dass die kleinere sich nicht nur mit der grösseren bewegt, son- 
dern auch mit derselben eigenen Geschwindigkeit in demselben Sinn, so 
wird die dadurch erzeugte Bewegung (der kleineren) mit doppelter Ge- 
sehwindigkeit vor sich gehen. Und wenn die (eigene) Geschwindigkeit der 
kleineren Sphäre das Doppelte betragen wird, so wird die für dieselbe sich 
ergebende Geschwindigkeit das Dreifache sein, und so fort. Denn wenn 
die grössere die kleinere um einen Quadranten dreht, und die kleinere mit 
der gleichen Eigenbewegung um einen Quadranten sich weiterbewegt, hat 
letztere eine drehende Bewegung um zwei Quadranten ausgeführt; es ist 
mithin ihre Gesammtbewegung das Doppelte von der Bewegung der ersten. 
So verhält sich die Sache, sagt er (Sosigenes), in dem Fall, in welchem 
die Bewegungen um dieselben Punkte vor sich gehen. Wenn die Pole ver-. 
schieden sind, so wird auch die Wirkung eine andere, wegen der schiefen 
Lage der zweiten Sphäre (bezüglich der ersten). Denn in diesem Fall 


* Nämlich weil die Axe der ersten Sphäre AB verschieden ist von der ge- 
meinsamen Axe, um welche in gleichen Zeiten und im entgegengesetzten Sinn 
sich die zweite und die dritte Sphäre DE und ZH drehen. 
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setzen sich die Geschwindigkeiten nicht so zusammen, sondern, wie man 
mit dem Parallelogramm beweisen kann, wird eine Bewegung in der Rich- 
tung des Diameters hervorgebracht, * zusammengesetzt aus zwei Beweg- 
ungen, von denen die eine die Bewegung eines Punktes nach der Länge 
des Parallelogramms ist, die andere die eines Punktes, der die Breite des 
Parallelogramms in derselben Zeit, wie der vorige die Länge durchläuft. 
Dadurch gelangt der Punkt gleichzeitig an das andere Ende des Diameters, 
sowie der Länge der durchlaufenen Seiten, und da der Diameter nicht 
gleiche Länge mit der von diesen Seiten gebildeten gebrochenen Linie hat, 
sondern kleiner ist, so wird die aus der Zusammensetzung beider Geschwin- 
digkeiten hervorgehende Geschwindigkeit kleiner sein als ihre Summe.'** 
Aehnlich ist es, wenn zwei homocentrische Sphären um dieselben Pole oder 
um verschiedene Pole in entgegengesetzten Richtungen in der Weise roti- 
ren, dass die kleinere von der grössern geführt wird und sich (mit ihrer 
Eigenbewegung) gegen letztere bewegt; jeder Punkt der kleinern wird zu 
seinem Umlauf mehr Zeit brauchen, als wenn er nur mit der grössern in 
unveränderlicher Weise verbunden wäre. Deshalb findet die Zurückkehr 
der Sonne, von einem Aufsang bis zum nächstfolgenden, später statt, als 
die Umdrehung der Welt, da sie (die Sonne) eine sehr langsame Beweg- 
ung im entgegengesetzten Sinn hat. Wenn dagegen die ‘Sonne eine der 
Bewegung der Fixsterne (vollkommen) gleiche Bewegung hätte, so würde 
ihr Umlauf diese begleiten und sie würde immer an demselben Punkt (der 
Fixsternsphäre) erscheinen. 

11. Nach diesen Erörterungen kommt Sosigenes auf die Behauptung 
des: Aristoteles zu sprechen, dass es nothwendig sei, für jeden Planeten 
ebenso viele reagirende Sphären hinzuzufügen (als Callippus deferirende 
annahm), weniger eine, wenn man die Erscheinungen retten will, und setzt 
die Theorie der Sphären nach Aristoteles folgendermassen auseinander. Es 
sei von den .„Sphären des Kronos die erste wie die Fixsternsphäre bewegt, 
die zweite längs der Ekliptik, die dritte bewege sich senkrecht zur Eklip- 
tik, von Süden gegen Norden; der (Aequatorial-) Kreis derselben wird 
senkrecht zur Ekliptik stehen und in dieser seine Pole haben, weil sich die 
(grössten) Kreise, von denen der eine durch die Pole des andern geht, 
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* Nämlich die Diagonale. 

** Hier ist von Sosigenes, einem Zeitgenossen Julius Cäsars, das Princip der 
Zusammensetzung der Bewegungen mit aller möglichen Klarheit ausgesprochen. 
Der Beweis dieses Princips mittelst des Parallelogramms war eine in den Schulen 
bekannte Sache. Darauf spielt auch Geminus an, bei Procl. Comm. in Euel., 
». 106, ed. Friedlein. Der Grundstein dieser alten Lehren über die zusammen- 
gesetzte Bewegung findet sich bei Aristoteles, Probleme der Mechanik, Cap. 2, 
wo der Satz über das Parallelogramm der Geschwindigkeiten bewiesen ist. 
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senkrecht schneiden. Die vierte Sphäre, welche das Gestirn enthält, be- 
wegt es nach einem schiefen Kreis, zu dem Zweck, die Breitenbewegung 
gegen das Sternbild des Bären hin zu beschränken, damit es sich nicht zu 
‘“ sehr den Polen der Welt nähert. Nun muss man noch zu diesen vier de- 
ferirenden Sphären eine andere fünfte Sphäre hinzufügen, welche sich um 
dieselben Pole im entgegengesetzten Sinn und gleichzeitig mit der vierten 
bewegt. Da die Bewegung dieser Sphäre im entgegengesetzten Sinn mit 
der vierten, um dieselben Pole mit derselben Geschwindigkeit vor sich geht, 
so wird sie die Bewegung der vierten aufheben, und die Geschwindigkeit 
wird eine geringere.* Die Punkte der dritten Sphäre werden auf der fünf- 
ten immer in der Richtung derselben Kathete erscheinen.** Nach der 
fünften muss man eine sechste annehmen, mit denselben Polen wie die 
dritte, welche sich mit derselben Geschwindigkeit, aber im entgegengesetz- 
ten Sinn mit dieser bewegt, um die Erscheinungen zu retten. Hierauf muss 
man eine siebente Sphäre hinzufügen, welche der zweiten entgegenarbeitet 
und, sich mit dieser um die Pole der Ekliptik bewegend, die der zweiten 
eigene Geschwindigkeit aufhebt, welche von der zweiten auf die inneren 
Sphären übertragen wird (weil die zweite sich mit der Fixsternsphäre be- 
wegend, äuch. die Geschwindigkeit den unteren Sphären von Osten nach 
Westen mittheilte). Auf diese Weise wird sich also die siebente wie die 
Fixsternsphäre bewegen, aber nicht dieselbe Stellung wie letztere haben, 
da sie um andere Pole*#** von Osten nach Westen rotirt. Mit Recht be- 
merkt Sosigenes, dass unter diesen noch eine achte angenommen werden muss. 
welche die erste des Jupiter sein wird, weil es nicht wahr ist, dass die 
letzte der drei reagirenden (des Kronos) die erste der Sphären des Jupiter 
ist, was jedoch Diejenigen annahmen, welche sagten, dass die letzte der 
die oberen Bewegungen aufhebenden Sphären die erste der Sphären des 
nächstunteren Gestirns sei, und dass die siebente die von uns als achte 
bezeichnete und zugleich die erste Sphäre des Jupiter wäre. Deshalb müs- 
sen jene diese Sphäre zweimal zählen, um die von Aristoteles angenom- 


* Genauer: wird die Anzahl der Geschwindigkeiten, welche die Bewegung 
zusammensetzen, vermindern. Die fünfte Sphäre, oder die erste der reagirenden 
wird sich wie die dritte der vier deferirenden bewegen. 

** Nämlich sie werden radial auf identische Punkte der fünften Sphäre durch 
denselben Strahl projicirt. 

*#* Ist unrichtig; die Pole sind dieselben. 

} Diese Annahme ist die richtige, mag Sosigenes darüber sagen was er 
will. Offenbar folgt die dritte reagirende des Kronos der Bewegung der Fix- 
sterne, und innerhalb derselben kann man sofort die zweite der deferirenden des 
Jupiter annehmen. Deshalb ist die erste deferirende des Jupiter überflüssig, da 
sie genau so wie die letzte reagirende des Kronos rotirt. 
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mene Anzahl zu erhalten. Es ist in der That nothwendig, dass bei jedem 
Gestirn die Anzahl der restituirenden Sphären um eine Einheit geringer 
ist als diejenige der deferirenden; es wird also bei Kronos und Jupiter, 
welche vier deferirende Sphären haben, die Anzahl der restituirenden je 
drei betragen; bei den anderen vier (Planeten), nämlich bei Ares, Aphro- 
dite, Hermes und der Sonne, welche fünf deferirende besitzen, wird die 
Anzahl der restituirenden vier betragen. Bei Kronos und Jupiter haben 
wir also zwei mal drei, bei Ares, Aphrodite, Hermes und der Sonne vier 
mal vier restituirende, was zusammen 22 ausmacht. Aber bei Kronos und 
Jupiter haben wir 8, bei den anderen 5 Planeten 25 deferirende. Zu den 
33 deferirenden die 22 restituirenden hinzugenommen, giebt eine Gesammt- 
summe von 55 Sphären; denn für die deferirenden des Mondes braucht 
man keine restituirenden, indem Aristoteles sagt, dass dieselben nicht zu- 
rückbewegt werden müssen, weil sie das unterste von allen Gestirnen tragen. 
Es ist also offenbar, dass die Anzahl aller genau so gross sein muss. 

12. Die von Aristoteles alsdann angeführte Bemerkung, „dass, wenn 
man bei der Sonne und beim Mond die von uns angeführten Bewegungen 
nicht hinzufüsgt, die Gesammtzahl der Sphären 47 beträgt“, hat Verwirrung 
veranlasst. Denn wenn wir bei der Sonne und beim Mond die zwei von 
Callippus hinzugefügten Sphären weglassen, so ist klar, dass wir bei der 
Sonne zwei weitere restituirende Sphären wegnehmen müssen (weil mit der 
Wegnahme der beiden ersten Sphären auch diejenigen verschwinden müs- 
sen, welche deren Umdrehung vernichten): im Ganzen muss man also sechs, 
nämlich zwei deferirende und zwei restituirende der Sonne, und die beiden 
von’ Callippus für den Mond hinzugefügten, wegnehmen, aber auf diese 
Weise bleiben, anstatt 47, als Gesammtzahl 49 übrig. Aristoteles sagte 
47, indem er vielleicht nicht bedachte, dass man beim Mond nicht vier, 
sondern nur zwei wegnehmen darf;* wenigstens wenn man nicht zugeben 
will, dass er bei der Sonne die vier von ihm selbst hinzugefügten resti- 
tuirenden Sphären und ausserdem noch die beiden von Callippus hinzu- 
gefügten wegnahm, in welchem Fall man von den 55 acht abzuziehen hätte, 
und die gewünschte Zahl 47 bleibt. Wir könnten hier wohl zugeben, dass 
die restituirenden Sphären für die zweite und dritte der deferirenden Son- 
nensphären weggelassen sind, indem er selbst sagte, dass die inneren Sphä- 
ren keine restituirenden besitzen, welche ihre Bewegung vernichten ;#* über- 
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* Dies scheint die annehmbarste Erklärung des vom Stagiriten begangenen 
Fehlers zu sein. 

** Simplicius will sagen, dass, wenn es möglich wäre, von einer gewissen 
Anzahl der unteren deferirenden die zugehörigen restituirenden wegzunehmen, man 
nicht nur diese restituirenden bei den deferirenden des Mondes entbehren könnte, 

Supplem. z. hist.-lit. Abth.d. Ztschr. f. Math.u. Phys. 13 
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dies bemerkt Sosigenes mit Recht, dass man auch beim Mond die resti- 
tuirenden beibehalten muss, wenn man nicht will, dass die Geschwindig- 
keit der oberen Bewegungen, zu der Geschwindigkeit der deferirenden 
Mondssphären hinzugefügt, den Mond veranlassen, sich mit einer Geschwin- 
digkeit gegen Westen zu bewegen, die von derjenigen der Fixsterne ver- 
schieden ist.* Und wenn man auch annimmt, dass der Mond allein keine 
restituirenden Sphären habe, kann man die Zahl 47 nicht erreichen, was 
dem Alexander und Porphyrius in, ihren Commentaren zum 12. Buch der 
Metaphysik viel zu schaffen machte. . Sosigenes bemerkt, es sei besser die 
Annahme zu machen, dass beim Anschreiben der Zahl ein Fehler vor- 
gekommen sei, als diese siebente und diese achte Sphäre aufzustellen (welche 
nothwendig sind, um von der Zahl 55 auf die Zahl 47 zu kommen), weil 
sich in keiner Weise die von Aristoteles angegebene Gesammtzahl zu 47 
ergiebt. 

13. Sosigenes fügt alsdann hinzu, es sei aus dem Vorhergehenden 
klar, dass diese Sphären in verschiedenem Sinn von Aristoteles «weAırrovoeı 
(revolvirende), und von Theophrast «vavrapsgovocı (entgegenwirkende) 
genannt wurden. Denn sie sind sowohl das Eine als das Andere, indem 
sie die Bewegungen der oberen Sphären im entgegengesetzten Sinn drehen 
und die Pole der unter diesen liegenden Sphären zurückführen, also die 
Wirkung jener aufheben und diese in die geeignete Stellung zurückbringen. 
Es ist in der That nothwendig, dass die äusseren Bewegungen sich nicht 
auf alle inneren Sphären fortpflanzen, und dass die Pole der inneren Sphä- 
ren auf dieselbe Kathete wie die Pole der homologen Sphären (der anderen 
Planeten) fallen, damit, wie er sagt, die ersten Sphären der unteren Ge- 
stirne stets in dieselbe Stellung zurückgebracht werden, und mit diesen 
auch offenbar die anderen darauf folgenden Sphären (derselben Gestirne). 
Nur so, sagt er, gelangt man dahin, dass die Bewegung der Fixsterne alle 
anderen hervorruft. Und hierüber ist genug gesprochen. 

14. Und das ist das System der revolvirenden Sphären (7 dıa av 
avslırrovsav Gpaıgomoıla), welches die Erscheinungen nicht zu retten ver- 
mag, was ihm auch Sosigenes zum Vorwurf macht, indem er sagt: „Die 
Hypothesen der Anhänger des Eudoxus vermögen die Phänomene nicht zu 
retten, weder die von den Späteren entdeckten, noch die früher bekannten, 
welche von Jenen selbst als wahr angenommen wurden.“ Und was wird 
über jene anderen zu sagen sein, welche, da Eudoxus von einigen derselben 
keine Erklärung geben konnte, Callippus aus Cyzikus zu erklären versuchte, 


sondern auch bei den beiden letzten Sonnensphären, ohne dem aristotelischen 
Text, buchstäblich genommen, zu widersprechen. . | 


n 


* Ist etwas ungenau ausgedrückt, der richtige Sinn hiervon ist aber offenbar. 
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wenn es wahr ist, dass es ihm gelang? Aber es ist gewiss, dass auch von 
folgendem (Phänomen) Keiner derselben, vor Autolicus aus Pitane, eine 
Erklärung durch Hypothesen zu geben versuchte, welcher überdies auch 
keine (Erklärung) davon geben konnte:* nämlich von der Thatsache, dass 
die Sterne uns manchmal nahe zu sein scheinen, manchmal entfernt, was 
bei einigen derselben auf den ersten Blick auffällt. Denn das nach der 
Aphrodite benannte Gestirn, sowie das nach dem Mars benannte erscheint 
in der Mitte der Rückläufe** vielmals heller, so dass dasjenige der Aphro- 
dite in mondlosen Nächten verursacht, dass die Körper Schatten werfen. 
Aber auch beim Mond ist leicht zu ersehen, dass er sich nicht immer in 
derselben Entfernung von uns befindet, weil er Demjenigen, der ihn mit 
einem andern Object vergleicht, nicht immer von derselben Grösse erscheint. 
Das ergibt sich auch aus den mit Instrumenten angestellten Beobachtungen, 
weil das eine Mal eine Scheibe (tvuravov) von elf Zoll, ein anderes Mal 
eine solche von zwölf in die gleiche Entfernung vom Beobachter gestellt 
werden muss, um diesem den Anblick desselben zu nehmen. Zu Gunsten 
des Angeführten giebt auch dasjenige Zeugniss, was bei Gelegenheit der 
vollkommenen Verfinsterungen (nämlich der centralen) der Sonne sich 
ereignet, und das ist ein sicherer Beweis von der Wahrheit dieser Dinge. 
Denn wenn es sich ereignet, dass die Mittelpunkte der Sonne und des 
Mondes in gerader Linie mit unserem Auge liegen, treffen .nicht immer 
dieselben Erscheinungen ein, sondern manchmal kommt es vor, dass der 
Kegel, welcher dem Mond umschrieben ist und seine Spitze in unserem 
Auge hat, auch genau der Sonne umschrieben ist: zuweilen bleibt die Sonne 
während einer gewissen Zeit uns ganz verborgen, zuweilen fehlt hierzu noch 


* Hier findet sich in beiden Ausgaben Folgendes eingeschaltet: dnlor d£ 
N moos Agıorodmgov avrod ÖLapood, „seine Differenz mit Aristoteles ist offenbar“. 
Beide Texte haben Aoıcro®noov, und dieselbe Lesart hat die Handschrift, welche 
sich in der Bibliothek der Universität zu Turin befindet. Diese sinnstörende 
Glosse, welche hier nichts zu thun hat, wurde von uns unterdrückt. 

Postscriptum. Nach drei Jahren ist es mir gelungen, Aufklärung über 
diesen Punkt zu erlangen. Diese Stelle ist kein späterer Zusatz, wie ich glaubte, 
sondern kann sehr wohl im Text stehen bleiben. Ich habe gefunden, dass wirk- 
lich eine Person Namens ’4oıorodneog existirte. Diese lebte gleichzeitig mit Auto- 
lyeus (ungefähr 300 v. Chr.), war wie Letzterer Mathematiker und hatte den 
berühmten Dichter Aratus als Schüler. (Man sehe die Biographie des Aratus in 
der Ausgabe der Schriften des Aratus von Buhle, Leipzig 1793, Vol.I p. 4.) 
Dasjenige also, wovon hier Sosigenes spricht, ist nichts Anderes, als eine dispu- 
tatio Autolyci contra Aristotherum, worin wahrscheinlich Autolycus seine 
Ideen über die Bewegung der Planeten auseinandersetzte, und worauf sich Sosi- 
genes, weil es eine bekannte Sache war, bezieht. 

 ## zoonynosıs. In Wirklichkeit findet die grösste Helligkeit der Venus nicht 

in der Mitte ihres Rücklaufs statt, 
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etwas, so dass im Augenblick der Mitte der Verfinsterung um den Mond 
herum eine Art von ringförmigem Saum, welcher diesen umgibt, übrig 
bleibt.* Diese Verschiedenheit der scheinbaren Grössen kommt nothwen- 
digerweise davon her, dass ihre Entfernungen ungleich sind, was auch bei 
Gegenständen, welche sich in der Luft befinden, vorkommt. Das, was in 
diesen Fällen vor sich geht und dem Anblick bemerkbar ist, kommt wahr- 
scheinlich auch bei den anderen (Gestirnen) vor, wenn es auch der Be- 
obachtung nicht auffällt. Und es ist nicht nur wahrscheinlich, sondern 
wirklich, weil ihre Bewegung von einem Tag zum andern unregelmässig 
erscheint, während bei ihrer scheinbaren Grösse die Differenz nicht auffäl- 
lig ist, da ihre Veränderung der Nähe und Tiefe nicht gross ist, nämlich 
jene Veränderung, welche die Mathematiker Bewegung nach der Tiefe zu 
nennen pflegen. Dieses also haben sie nicht zu erklären versucht, wie jene 
(Grösse) sich von einem Tag auf den andern zu verändern scheint, obgleich 
das Problem dieses fordert. | 

Aber man kann dennoch nicht sagen, dass ihnen die Veränderung der 
Entfernung eines und desselben Gestirns unbekannt geblieben wäre, denn 
es scheint, dass Polemarchus aus Cyzikus sie kannte, aber dass er ihr, als 
einer geringfügen Sache, nur wenig Beachtung schenkte, da er die Hypo- 
these der zum Mittelpunkt des Universums concentrischen Sphären bevor- 
zugte. Und es ist offenbar, dass auch Aristoteles in den physikalischen 
Problemen** die Hypothesen der Astronomen deshalb zweifelhaft findet, 
weil die Grösse der Planeten nicht constant zu sein scheint; deshalb war 
auch er von den revolvirenden Sphären nicht vollständig befriedigt, ob- 
gleich er dieselben concentrisch zum Universum gelegt und ihnen eine Be- 
wegung um den Mittelpunkt desselben gegeben hatte,*** Wirklich ersieht 


* Es ist zu bedenken, dass alle diese Bemerkungen dem Sosigenes zugehö- 
ren, welcher über diesen Gegenstand viel genauere Anschauungsweisen hatte, als 
der grösste Theil der Astronomen bis nach Tycho. Noch am Anfang des 17. Jahr- 
hunderts bezweifelten Einige die Möglicheit einer totalen Finsterniss.. Sosigenes 
schreibt in seinen von Proclus eitirten Büchern zeoi tor avsiırrovoav, „dass die 
Sonne bei den zur Zeit des Perigäums stattfindenden Finsternissen mit ihren Rän- 
dern aus der Mondscheibe hervorragt und mit diesen ungehindert leuchtet.‘ Hier- 
aus ersieht man, dass Sosigenes die Veränderungen des scheinbaren Durchmessers 
sowohl der Sonne, als des Mondes kannte. Auch hier, wo er direct von den 
revolvirenden Sphären spricht, hatte er wahrscheinlich den Zweck, jenes System 
zu widerlegen, dadurch, dass er zeigt, dass die Entfernung der Sonne von uns 
veränderlich ist. (S. Pröcli Hypot. ed. Halma, p. 111.) 

** Verloren. 

*#* Alle diese Begründungen der Zweifel des Aristoteles bezüglich der homo- 
centrischen Sphären dürfen den Leser nicht täuschen: sie dienen dazu, den Abfall 
der Peripatetiker von den revolvirenden Sphären des Stagiriten zu entschuldigen 
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man aus dem, was-er im 12. Buch der Metaphysik sagt, dass er das- 
jenige, was bis auf ihn von den Astronomen über die Bewegung der Pla- 
neten gesagt worden war, nicht für genügend erachtete, weil er sich so 
ausspricht:* „Wir nehmen hier dasjenige, was einige Mathematiker sagen, 
um unsere Gedanken über die Zahl (der Himmelsbewegungen) einigermas- 
sen zu bestimmen und zu erklären, als wahr an; übrigens können wir ent- 
weder selbst Untersuchungen anstellen oder von den weiteren Aufklärungen 
Nutzen ziehen, welche uns diejenigen zu geben vermögen, die sich mit 
diesen Dingen beschäftigen, und dadurch, dass sie Alles erwägen, uns einer 
gewisseren Anschauung näher bringen.“ Aber nach Aufzählung aller Beweg- 
ungen fügt er in demselben Buch** noch hinzu: „Ob die Zahl der Beweg- 
ungen, aus denen wir mit Wahrscheinlichkeit annehmen können, dass das 
Wesen und die unbeweglichen und wahrnehmbaren Prineipien in gleicher 
Zahl vorhanden seien, eine solche sei, wie sie (die Zahl) nothwendig ist, 
überlassen wir Leuten, die gelehrter sind als wir.‘ Die Worte, ob die 
Zahl so sei, und mit Wahrscheinlichkeit und wir überlassen die 
Sache Gelehrteren, zeigen seinen Zweifel über diesen Gegenstand. 

15. Es wird also, nach dem Rath des Aristoteles selbst, besser sein, 
jenen späteren (Astronomen) zu folgen, welche von den Erscheinungen 
besser Rechenschaft geben konnten, obgleich auch nicht mit vollständiger 
Genauigkeit, anstatt den früheren, welche noch keine Kenntniss von so 
vielen Phänomenen hatten, da die Beobachtungen von 1903 Jahren *** noch 
nicht nach Griechenland gelangt waren, welche Callisthenes, auf die Bitte 
des Aristoteles, von Babylonien aus mitgetheilt hatte und die, nach Por- 


und ihren Beitritt zu der T'heorie der excentrischen Kreise und Epicykeln, nach 
dem Beispiel des Sosigenes, zu rechtfertigen. 
* Metaphys. XII, 8. 

** 8. Anhang 1. 

*##* Brandis, Karsten und der Turiner Codex lesen: &z@v yıllov al wveıd- 
dwv roıwv, was 31000 anstatt 1903 gibt; letztere Zahl hat sowohl die lateinische 
Ausgabe, als diejenige von Aldus. Alle neueren Gelehrten haben sich an die 
Zahl 31000 gehalten, welche ungereimt ist, da sie eine an und für sich mögliche 
und durch neuere Entdeckungen bestätigte Sache zu einer unmöglichen Fabel 
macht. Lepsius bemerkt in seiner Chronologie der Aegypter, p. 9, mit Recht, 
dass diese Ungewissheit von der Umänderung des Zeichens P für 900 in das 
Zeichen M für die Myriade herkommt. Zu Gunsten der Lesart 1903 spricht 
sowohl der Bau des angeführten Satzes, in welchem &vvsanocio» viel besser am 
Platz ist, als uveıddov, als auch die Thatsache, dass der Codex, aus welchem 
Guil. de Moerbeka seine lateinische Uebersetzung gegen Ende des 13. Jahrhunderts 
machte, wahrscheinlich älter als derjenige war, aus welchem sowohl Brandis als 
Karsten ihre Lesart für diese Stelle entnahmen. Diese Frage scheint wichtig 
genug zu sein, um von competenten Personen mit Hilfe aller Codices, welche 
man noch auffinden kann, von neuem untersucht zu werden. 
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phyrius, bis zur Zeit Alexanders von Macedonien aufbewahrt wurden, und 
welche durch Hypothesen nicht Alles beweisen konnten, was ihnen bekannt 
war. Deshalb beschuldigt sie Ptolemäus, eine so grosse Anzahl von Sphä- 
ren eingeführt zu haben,. zu dem einzigen Zweck, den. periodischen Umlauf 
der sieben Planeten auf den Umschwung des Fixsternhimmels zurückzu- 
führen.... Die späteren Astronomen verwarfen deshalb die Hypothesen der 
revolvirenden Sphären hauptsächlich deshalb, weil sie nicht geeignet sind 
zur Erklärung der Veränderung der Entfernungen und der Unregelmässig- 
keit der Bewegungen, und setzten die Hypothesen von den excentrischen 
Kreisen und Epicykeln an die Stelle der homocentrischen Sphären, wenn 
auch die Hypothese der excentrischen Kreise nicht schon von den Pytha- 
goräern erfunden war, wie einige Andere erzählen, unter denen Nicomachus 
ist, und auf dessen Autorität hin Jamblichus.... 


Neuer Verlag von B. G. Teubner in Leipzig. 
1876. 1877. 


Mathematik, technische und Natur- Wissenschaften. 


Bardey, Dr. E., methodifch-geordnete Anfgabenjammlung, mehr al3 8000 
Aufgaben enthaltend, über alle Theile der Elementar-Arithmetif für Gymmafien, 
NRealjchulen und polgtechniiche Lehranftalten. Sechste unveränderte (Doppel:) Auf: 
lage. gr. 8. [XI und 322 ©.] geh. .#. 2. 70. 


Clebsch, Alfred, Vorlesungen über Geometrie. Bearbeitet und herausge- 
geben von Dr. Ferdinand Lindemann. Erster Band: Geometrie der 
Ebene. Mit einem Vorwort von Felix Klein. Mit 78 Holzschnitten. Zweiter 
Theil. gr. 8. geh. n. .#. 9. 60. Beide Theile in einem Band. [XH u. 1050 $.] 
geh. n. 4. 24. — 


Ueber das Erscheinen des zweiten Bandes: Geometrie des Raumes, wird demnächst Näheres 
veröffentlicht werden. 


Cantor, M., die römischen Agrimensoren und ihre Stellung in der Geschichte 
der Feldmesskunst. Eine historisch- mathematische Untersuchung. Mit 6 lith. 
Tafeln. [237 8.] gr. 8. geh. n. 4. 6. 


Dirichlet, P. G. Lejeune-, Vorlesungen über die im umgekehrten Ver- 
hältniss des Quadrats der Entfernung wirkenden Kräfte. Heraus- 
gegeben von Dr. F. Grube, ord. Lehrer an der Königl. Domschule zu Schles- 
wig. [VIII u. 183 8.] gr. 8. geh.n.4.4.— 


Frischauf, Dr. J., Professor an der Universität zu Graz, Elemente der abso- 
luten Geometrie. [XI u. 142 S.] gr. 8. geh.n. .#. 3. 40. 


Günther, Dr. Siegmund, vermischte Untersuchungen zur Geschichte 
der mathematischen Wissenschaften. Mit in den Text gedruckten 
Holzschnitten und 4 lithographirten Tafeln. gr. 8. [VIII u. 352 S.] geh. n. 
M.9. — 


Hesse, Otto, Vorlesungen über analytische Geometrie des Raumes, 
insbesondere über Oberflächen zweiter Ordnung. Revidirt und mit Zusätzen 
versehen von Dr. OÖ. Gundelfinger, a. o. Professor an der Universität zu 
Tübingen. Dritte Auflage. [XVI u. 546 S.] gr. 8. geh.n. 4.13. — 


Hrabäk, Joseph, Professor der Maschinenkunde an der Bergakademie zu Pribram, 
gemeinnütziges mathematisch-technisches Tabellenwerk. Eine 
möglichst vollständige Sammlung von Hilfstabellen für Rechnungen mit und 
ohne Logarithmen. Nebst zeitentsprechenden Maass-, Gewichts- und Geld- 
rechnungs-Tabellen, insbesondere für das metrische und englische, öster- 
reichische und deutsche Maass- und Gewichts-System. Zweite Stereotypauflage. 
[VOII u. 445 S.] gr. 8. geh. n. #.8. — 


Kirchhoff, Dr. Gustav, Professor in Berlin, Vorlesungen über mathemati- 
sche Physik. Mechanik. Zweite Auflage. [VIII u.466 $.] gr. 8. geh. n. #.13.— 


Matthiessen, Dr. Ludwig, Grundriss der Dioptrik geschichteter Linsen- 
systeme. Mathematische Einleitung in die Dioptrik des menschlichen Auges. 
[VIII u. 276 8.] gr. 8. geh. n. 4.8. 


Repertorium der literarischen Arbeiten aus dem Gebiete der reinen 
und angewandten Mathematik. „Öriginalberichte der Verfasser“, ge- 
sammelt und herausgegeben von Dr. Leo Königsberger und Dr. Gustav 
Zeuner. I]. Band. 1.—4. Heft. gr. 8. geh. n. #. 6. — 


Riemann’s, Bernhard, gesammelte mathematische Werke und wissen- 
schaftlicher Nachlass. Herausgegeben unter Mitwirkung von R. Dedekind 
und H. Weber. [VIII u. 526 S8.]| Lex.-8. geh. n. #. 16. — 


Röthig, Dr. Oskar, Oberlehrer an der Friedrichs-Werder’schen Gewerbeschule 
in Berlin, die Probleme der Brechung und Reflexion. [VII u. 112 S.] 
gr. 8. geh. n. 4. 2. 80. 


Scherling, Ch., Professor am Catharineum in Lübeck, Grundzüge der axono- 
metrischen und schiefen Parallel-Projection. Ein Ergänzungsheft 
zu jedem Lehrbuch der gewöhnlichen orthogonalen Projection für Realschulen. 
Mit 5 lithograph. Figurentafeln. [24 S.]| 4. geh. n. 4. 1. — 


Steiner’s, Jacob, Vorlesungen über synthetische Geometrie. Zweiter Theil. 
Auch ünter dem Titel: Die Theorie der Kegelschnitte, gestützt auf 
projectivische Eigenschaften. Auf Grund von Universitätsvorträgen und mit 
Benutzung hinterlassener Manuscripte Jacob Steiner’s bearbeitet von Dr. 
Heinrich Schröter, Professor der Mathematik an der Universität zu Breslau. 
Zweite Auflage. Mit 106 Holzschnitten im Text. [XVI u. 585 8.] gr. 8. 
geh. n. #. 14. — 


Weissenborn, Dr. Herm., Professor am Realgymnasium zu Eisenach, Grundzüge 
der analytischen Geometrie der Ebene für orthogonale und homogene 
Punkt- und Linien-Coordinaten. [VII u. 236 S8.]| gr. 8. geh. n. #. 7. — 


Weyrauch, Dr. Jacob J., Prof. an der polytechnischen Schule zu Stuttgart, 
Festigkeit und Dimensionenberechnung von Eisen- und Stahlconstruc- 
tionen mit Rücksicht auf die neueren Versuche. Ein elementarer Anhang 
zu allen Lehrbüchern über Eisen- und Stahlconstructionen. Mit 4 lithographirten 
Tafeln. [IV u. 116 S.] gr. 8. geh. n. 4. 3. 60. 
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Im Verlage von B. &. Teubner in Leipzig erscheint: 


Repertorium 
der literarischen Arbeiten aus dem Gebiete 


der 


reinen und angewandten Mathematik 


„Originalberichte der Verfasser“ 


gesammelt und herausgegeben 


von 


Dr. Leo Koenigsberger und Dr. Gustav Zeuner, 





Die grosse Schwierigkeit, welche das Referiren über Arbeiten 
Anderer auf dem Gebiete der reinen und angewandten Mathematik dar- 
bietet, und die Thatsache, dass bei der überaus grossen Ausdehnung 
dieser Wissenschaften auch hervorragende Gelehrte selten im Stande sind, 
Werth, Zweck und Ziel von Arbeiten zu beurtheilen, welche verschiedenen 
Diseiplinen ihrer Wissenschaft angehören, haben in uns den Gedanken 
angeregt, ein periodisch erscheinendes Sammelwerk ins Leben zu rufen, 

„in welchem die Autoren über die von ihnen selbst 
geschriebenen Bücher und Abhandlungen längere oder 
kürzere, sachliche Referate geben“. 

Wir brauchen, um den Werth derartiger Referate hervorzuheben, 
nur an die in den comptes rendus gegebenen Berichte der französischen 
Akademiker oder an die in den „Göttinger gelehrten Anzeigen“ von GAUss 
veröffentlichten Referate über seine eignen Arbeiten zu erinnern, um 
erkennen zu lassen, von welch hoher Bedeutung es ist, von den Autoren 
selbst das Ziel ihrer Arbeiten dargestellt und die Bedeutung der Resultate 
derselben hervorgehoben zu sehen; wir weisen aber andrerseits auch auf: 
den Werth hin, den es für den Verfasser haben muss, einen Weg geöffnet 
zu sehen, der ihm erlaubt, durch eigne Darstellung einen grösseren 
Leserkreis auf die von ihm gewonnenen Resultate, sowie auf Zweck und 
Ziel seiner Arbeiten aufmerksam zu machen. 

Die Referate sollen sich über das ganze Gebiet der "Mathematik 
erstrecken, der reinen Mathematik und aller angewandten Theile der- 


selben, wie Astronomie und Geodäsie, mathematische Physik, analytische 
und technische Mechanik, aller mathematischen Zweige der Ingenieur- 
wissenschaften, der mathematischen Statistik u. s. f. und überdies ge- 
denken wir die Berichte in derjenigen Sprache drucken zu lassen, in 
welcher sie uns vom Verfasser zugehen und, von der sich annehmen 
lässt, dass sie Gelehrtenkreisen aller Länder zugänglich ist, wobei wir 
neben der deutschen, vorzugsweise die Hesse englische und ita- 
lienische Sprache im Auge haben. 

Unserm Unternehmen wird wohl nn, eine entschiedene Bedeutung 
in Rücksicht auf die Geschichte der mathematischen Wissenschaften 
zugesprochen werden dürfen, wenn auch nur einigermassen auf Voll- 
ständigkeit in der Sammlung der Referate über mathematische Schriften 
aller Länder gerechnet werden könnte; wir beginnen deshalb, um unser 
„Repertorium“ erst hinreichend bekannt werden zu lassen, mit den Referaten 
über die vom 1. Januar 1875 ab erschienenen Bücher und Abhandlungen 
und wenden uns nunmehr an alle Schriftsteller auf dem Gebiete der 
reinen und angewandten Mathematik mit der ergebensten Bitte, über die 
im letzten Jahre von ihnen veröffentlichten wissenschaftlichen Arbeiten, 
mögen dieselben als selbständige Schriften oder in Zeitschriften erschienen 
sein, recht bald und über die weiteren Veröffentlichungen womöglich 
unmittelbar nach deren Erscheinen Referate an einen der Unterzeichneten 
gefälligst einsenden zu wollen. 


Dr. Leo Koenigsberger, Dr. «ustav Zeuner, 
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